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THEORIE 

OBERFLÄCHEN  ZWEITER  ORDNUNG 

UNO    DER 

EAÜMKUEVEN  DEITTEE  ORDNUNG 

EEZEüemSSE  I'ROJEKTIVISCHER  OEBIIDE, 


NACH  JACOK  STBINER'S  PRINZIPIEN  AUF  SYNTHETISCHEM 
WEGE  ABGELEITET 


Dh.  HEINRICH  SCHRÖTER, 


LEIPZIG, 

DRUCK   liND   VERLAG  VON   It.  Ü.  TEIJBSER. 
1880. 
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Vorwort 


Als  der  Verfasser  die  Bearbeitung  der  „Theorie  der 
Kegelschnitte,  gestützt  auf  projektivische  Eigen- 
schaften" (Jacob  Steiner's  Vorlesungen  über  synthe- 
tische Geometrie,  IL  Teil,  zweite  Auflage,  B.  Gr.  Teubner 
Leipzig  1876)  beendigt  hatte,  sah  er  sich  der  grÖfseren  Auf- 
gabe gegenüber,  die  Eigenschaften  der  einfachsten  räum- 
lichen Erzeugnisse  projektimcher  Gebilde  d.  i.  der  Flächen 
2,  0.  und  i^er  ßaumkurven  3.  0.  gleicherweise  in  einer 
einheitlichen  und  möglichst  roll  ständigen  Darstellung  zu- 
sammenzufassen, um  den  von  J.  Steiner  in  seinem  Haupt- 
werke; „Systematische  Entwickelung  der  Abhängig- 
keit geometrischer  Gestalten  von  einander"  (Berlin 
1832)  vorgezeichneten  Plan  weiter  auszuführen. 

Hierbei  standen  dem  Verfasser  weder  Ausarbeitungen 
Steiner'scher  Vorlesujigen,  die,  wenn  überhaupt,  wohl  nur  in 
sehr  früher  Zeit  über  diese  Gegenstände  gehalten  worden  sind, 
noch  hinterlassene  Manuskripte  zu  Gebote,  mit  Ausnahme 
derjenigen,  welche  0.  F.  Geiser  in  dem  Borchardt'schen 
Journal,  Bd.  68,  S,  191,  veröffentlicht  hat.  Dagegen  ist  in  der 
„systematischen  Entwickelung"  selbst  die  Grundlage  für  die 
Behandlung  der  geradlinigen  Flächen  2.  0.  (d.  h.  derjenigen, 
deren  Krümmungsmafs  Null  oder  negativ  ist:  Kegel,  einfaches 
Hyperboloid,  hyperbolisches  Paraboloid)  gegeben.  Die  Erzeu- 
gung der  nicht-geradlinigen  Flächen  2.  0.  (d.  h.  derjenigen 
mit  positivem  Krümmungsmafs:  Ellipsoid,  zweischaliges  Hy- 
perboloid, elliptisches  Paraboloid)  und  der  Raumkurve  3.  0. 
vermittelst  projekti  vis  eher  Gebilde  zweiter  Stufe  hat  J.  Seide- 
witz, den  Spuren  Steiner's  folgend,  auseinandergesetzt 
(Grüne rt's  Archiv  f.  Math,  und  Phys.  Bd.  VH,  VHI,  IX,  X), 
nachdem  schon  früher  Moebius  in  seinem  „barycentri- 
schen  Calcul"  und  Chasles  in  seinem  „Apergu  histo- 
rique"  auf  die  Raumkurven  3.  0.  hingewiesen  hatten. 
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VI  Vorwort, 

Während  die  Flächen  2.  0.  seit  langer  Zeit  der  Gegen- 
stand analytischer  Untersuchungen  gewesen  und  in  ihren 
hauptsächlichsten  Eigenschaften  erforscht  waren,  verdauten 
wir  die  genauere  Bekanntschaft  mit  den  Eaumkurven  3.  0. 
dem  um  die  Entwiekelung  der  synthetischen  Geometrie  so 
hochverdienten  Forscher  Chasles,  welcher  in  den  Comptes 
rendus  von  1857  ihre  Erzeugung  durch  projektivisehe  Ebenen- 
büschel und  eine  grofse  Anzahl  ihrer  wesentlichsten  Eigen- 
schaften ohne  Beweis  mitteilte.  Nachdem  hierdurch  die 
Aufmerksamkeit  der  Geometer  auf  diese  merkwürdigen  doppelt- 
gekrümmten  Linien,  welche  eine  grofse  Analogie  mit  den 
Kegelschnitten  in  der  Ebene  erkennen  lassen,  hingelenkt  war, 
wurden  dieselben  der  Gegenstand  mehrfacher  Untersuchungen, 
unter  welchen  vornehmlich  diejenigen  von  L. Cremona  (Bor- 
chardt's  Journal  Bd.  53,  60,  63)  zu  neuen  Eigenschaften 
führten.  Chasles  war  es  auch,  der  in  den  Noten  zu  seinem 
Apercu  historique  diejenigen  Eigenschaften  der  Flächen 
2,  0.  vollständig  aufgedeckt  hat,  welche  den  Brennpunkts- 
eigensehaften  der  Kegelschnitte  analog  sind,  obwohl  Stei- 
ner in  seiner  ersten  Abhandlung  in  Crelle's  Journal 
(„Einige  geometrische  Sätze"  Bd.  I,  S.  38)  von  einem  etwas 
verschiedenen  Gesichtspunkte  aus  schon  die  „Fokalkegel- 
schnitte" der  Fläche  2.  0.  andeutete. 

Den  allgemeinsten  Standpunkt  für  die  Betrachtung  der 
Fläche  2.  0.  mit  Einschlufs  derjenigen,  welche  ganz  ima- 
ginär ist,  gewann  v.  Staudt  in  dem  „räumlichen  Polac- 
system"  (Geometrie  der  Lage,  1847  und  Beiträge  zur  Geometrie 
der  Lage,  1856 — 1857)  und  kam  auf  denselben  auch  in  seiner 
letzten  Schrift:  „Von  den  reellen  und  imaginären  Halb- 
messern der  Kurven  und  Flächen  2.  0."  (Nürnberg  1867) 
wieder  zurück. 

Den  von  der  ältesten  bis  zur  neuesten  Zeit  aufgesammelten 
reichen  Schatz  von  Sätzen  und  Eigenschaften  der  Flächen 
2.  0.  und  der  Raumkurven  3.  0.  nach  Steiner's  Prinzipien 
einheitlich  zu  ordnen,  ihren  naturgemäfsen  Zusammenhang 
darzulegen  nnd  sie  mit  den  einfachsten  Mitteln  abzuleiten 
war  das  Bestreben  des  Verfassers ;  er  würde  dabei  auf  Voll- 
ständigkeit der  Resultate  Verzicht  leisten,  wenn  es  ihm  ge- 
lungen waie,   die  Quellen  aufzudecken  und  klarzulegen,  aus 
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denen  die  wesentlichsten  sowohl  deskriptiven,  als  auch  metri- 
schen Eigenschaften  dieser  räumlichen  Figuren  entspringen; 
denn  „wenn  jemand  alle  bis  jetzt  bekannt  gewordenen  Sätze 
und  Aufgaben  nach  den  bisher  üblichen  Vorschriften  zu  be- 
weisen und  zu  losen  sich  vornehmen  wollte,  so  wäre  dazu 
viel  Zeit  und  Mühe  notwendig,  und  am  Ende  hätte  man  doch 
nur  eine  Sammlung  von  aus  einander  liegenden,  wenn  auch 
sehr  scharfsinnigen  Kunststücken,  aber  kein  organisch  zu- 
sammenhängendes  Ganze   zustande   gebracht"   (Syst.  Entw.). 

Von  gleichen  Gesichtspunkten  gehen  zwei  gröfsere  Werke 
aus,  durch  welche  die  Literatur  der  synthetischen  Geometrie 
in  neuerer  Zeit  bereichert  worden  ist,  erstens  die  „Prelimi- 
nari  di  uua  teoria  geometrica  delle  superficie  di  L.  Cre- 
mona  (Bologna  1866),  dessen  berühmter  Verfasser  die  Eigen- 
schaften der  algebraischen  Oberflächen  beliebig  hoher  Ordnung 
und  Klasse  und  insbesondere  ihre  Polaritätsbeziehungen  zum 
Gegenstände  seiner  Untersuchungen  gemacht  hat,  und  dem- 
gemäfs  auf  die  besondere  Betrachtung  der  Flüchen  2.  0.  nur 
kurz  eingeben  konnte,  und  zweitens:  „Die  Geometrie  der 
Lage"  von  Th.  Heye  (II.  Aufl.  Hannover  1877),  weiches 
sich  in  vielen  Punkten  mit  dem  vorliegenden  Buche  berührt. 
Während  Reye's  vortreüliches  Werk  sich  allgemeinere  Aus- 
gangspunkte gewählt  und  weitere  Grenzen  gesteckt  hat,  indem 
es  die  projektivischen  Gebilde  dritter  Stufe,  die  Strahlen- 
systeme und  -komplexe,  die  Fläche  3.  0.  und  das  Flächen- 
gebüseh  in  den  Kreis  seiner  Betrachtung  zieht,  war  es  die  Ab- 
sicht des  Verfassers  vorKegenden  Buches,  auf  die  Erforschung 
der  wesentlichsten  Eigenschaften  der  beiden  einfachsten 
Erzeugnisse  projektiv!  seh  er  Gebilde  im  Räume:  Der  Fläche 
2.  0.  und  der  Eaumkurve  3.  0.  sich  zu  beschränken,  und 
auf  diesem  engeren  Gebiete  eingehender  und  mit  den  ein- 
facteten  Mitteln  zu  Werke  zu  gehen.  Die  Resultate  der 
Einzelforschung,  welche  sich  im  Laufe  der  Betrachtung  dar- 
boten, sind,  soweit  es  dem  Verfasser  bekannt  war,  auf  ihre 
Urheber  zurückgeführt  worden  (Magnus,  Hesse,  Dande- 
lin,  Salmon,  Joachimsthal,  Jacobi,  Mac-Cullagh, 
Townsend,  Heilermann,  Geiser,  Sturm,  Lüroth, 
Beyer,  Vogt,  Reim,   H,  Müller,   SchÖnflies  u.  v.  a.). 

Der  Gang  der  Betrachtung  bot  sich  von  selbst  dar:   Im 
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VIII  Vorwort. 

ersten  Abschnitt  werden  die  Erzeugnisse  der  projek- 
tivischen  Gebilde  erster  Stufe  (gerade  Punktreihe,  ebenes 
Strablenbüschel,  Ebenenbüschel)  im  Räume,  nümlieh  die  gerad- 
linigen Flächen  2.  0.  und  die  Raumkurve  3.  0.  behandelt, 
nachdem  das  Ebenenbüschel  als  neues  Grundgebilde  zu  den 
aus  der  Ebene  bekannten  beiden  Grundgebilden  hinzugenom- 
men und  eingefülirt  ist.  Durchweg  konnte  sich  der  Verfasser 
auf  die  als  bekannt  vorausgesetzten  Eigenschaften  der  Kegel- 
schnitte stützen  und  hat  sich  überall  auf  die  von  ihm  heraus- 
gegebene „Theorie  der  Kegelschnitte"  (s.  o.)  bezogen. 
In  den  Mittelpunkt  der  Betrachtung  treten  naturgemäfs  die 
Polareigensehaften,  und  diese  führen  zugleich  von  den  reellen 
Erzeugnissen  zu  erweiterten  Begriffen:  1)  vom  Kegel  zum 
Polarbiindel,  welches  dem  ebenen  Polarsystem  dual  gegen- 
übersteht; 2)  vom  einfachen  Hyperboloid  zum  räumliehen 
Polarsystem;  3)  von  der  Raumkurve  3.  0.  zum  NuUsystem. 
Das  räumliche  Polarsyatem  stellt  sodann  die  Verbindung  her 
zwischen  der  geradlinigen  und  der  nicht-geradlinigen  Fläche 
2.  0,  und  führt  ungezwungen  auf  die  Konstruktion  dieser 
Fläche  durch  reziproke  Bündel.  Als  besondere  Fälle  treten 
das  bisher  weniger  eingehend  betrachtete  orthogonale  Hyper- 
boloid und  das  gleichseitige  Hyperboloid,  sowie  der  ortho- 
gonale und  der  gleichseitige  Kegel  zu  dem  bekannteren 
gleichseitig-hyperbolischen  Paraboloid  hinzu,  welches  gewisse 
Eigenschaften  beider  besonderen  Hyperboloide  in  sich  ver- 
einigt. Von  der  Raumkurve  3.  0.,  die  als  Erzeugnis  dreier 
projefetiviaehen  Ebenenbüschel  eingeführt  wird,  sind  die 
hauptsächlichsten  Eigenschaften  auf  möglichst  einfachem 
Wege  abgeleitet,  sowie  ihre  Identität  mit  dem  ihr  dual 
gegenüberstehenden  Gebilde,  der  Raumkurve  dritter  Klasse 
nachgewiesen.  Ihre  Erzeugung  durch  projektiv! sehe  Gebilde 
erster  Stufe  erschien  als  der  einfachere  und  näher  Kegende 
Ausgangspunkt  für  die  Ableitung  ihrer  Eigenschaften,  ob- 
wohl manche  derselben  kürzer  aus  der  Erzeugung  durch 
kollineare  Bündel  sieh  ergeben. 

Im  zweiten  Abschnitt  werden  zuvörderst  die  vier 
Grundgebiide  zweiter  Stufe:  das  Strahlenbündel,  das  Ebenen- 
bündel, das  Punktfeld,  das  Strahlenfeld  eingeführt  und  die  pro- 
jektivische  (bollineare  und  reziproke)  Beziehung  der  Elemente 


y  Google 
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derselben  auf  einander  festgestellt,  wobei  sowohl  die  per- 
spektivische Lage,  als  auch  die  allgemeine  Konstraktion  ent- 
sprechender Elemente  vermittelst  projektivischer  Gebilde  erster 
Stufe  zu  Grunde  gelegt  wird.  Hierauf  werden  die  ausgezeich- 
neten Elemente  der  neuen  Gebilde  ermittelt  und  bei  zu- 
sammenliegenden Trägem  (oder  Mittelpunkten)  die  ineidenten 
Elemente  aufgesucht.  Öodann  erseheint  die  Raumkurve  3.  0. 
als  Erzeugnis  zweier  kollinearen  Bündel  und  die  Fläche  2.  0. 
als  Erzeugnis  zweier  reziproken  Bündel ;  da  erstere  bereits  in 
dem  vorhergehenden  Abschnitt  ausführlich  behandelt  ist,  so 
wendet  sich  die  Betrachtung  nunmehr  ausschliefslicb  der  letz- 
teren zu;  sie  gelangt  von  der  Erzeugung  durch  reziproke 
Bündel  durcli  eine  direkte  Konstruktion  zum  räumlichen 
Polarsystem,  dessen  Kernfiäche  jenes  Erzeugnis  ist,  und  da- 
durch ist  der  Kreis  geschlossen,  welcher  die  Verbindung 
zwischen  den  verschiedenen  Ausgangspunkten  herstellt.  Die 
Einteilung  der  Flächen  2.  0.  geschieht  nach  zwei  Prinzipien, 
einmal  nach  dem  Charakter  ihrer  Berührungsebenen  (hyper- 
bolische oder  elliptische),  und  zweitens  vermittelst  ihrer  un- 
endlich-entfernten Elemente. 

Von  den  allgemeinen  Eigenschaften  des  räumlichen  Polar- 
systems gelangt  man  zu  den  metrischen  Beziehungen  der 
konjugierten  Durchmesser  und  zu  den  Fokaleigenschaften, 
die  in  Verbindung  mit  den  Kreisschnitten  zu  der  Mac- 
Cullagh'schen  und  der  Jacobi'sehen  Konstruktion  der 
Fläche  2.  0.  führen,  welche  sich  durch  ihre  grofse  Einfach- 
heit auszeichnen. 

Die  eingehend  untersuchten  Fokalkegelschnitte  erscheinen 
als  Grenzflächen  einer  Schar  von  konfokalen  Flächen  2,  0., 
die  nun  betrachtet  wird'  und  zugleich  den  Übergang  bildet 
zu  den  Gebilden  2,  0,:  dem  Flächen  büschel  (erste  Stufe) 
und  dem  Flächenbündel  (zweite  Stufe)  und  zu  den  ihnen 
dual  gegenüberstehenden:  der  Flächenschar  und  dem  Flächen- 
gewebe. 

Hierdurch  werden  jedoch  so  umfangreiche  Forschungs- 
gebiete eröffnet,  dafs  durch  eine  eingehende  und  erschöpfende 
Darstellung,  wie  sie  in  der  „Theorie  der  Kegelschnitte"  dem 
Kegelschnittbüschel,  der  Kegelschnittschar  und  dem  Kegel- 
schnittnetz    zuteil    werden  konnte,   bei  weitem  der  zulässige 
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Umfang  dieses  Buches  überschritten  worden  wäre.  Es  sind 
daher  in  den  beiden  letzten  Paragraphen  nur  die  allgemeinsten 
Eigenschaften  ■  des  Flächenbüschels  und  des  Fläehenbündels 
2.  0.  kurz  auseinandergesetzt,  und  eine  genauere  Erforschung 
dieser  höheren  Gebilde  ist  späterer  Zeit  vorbehalten.  Zu 
einer  solchen  gehört  denn  auch  eine  vollständige  Theorie 
der  Raumkurve  4.  0.,  sowohl  derjenigen  erster  Speeies,  welche 
als  der  Schnitt  zweier  Flächen  2.  0.  erscheint,  als  auch  der- 
jenigen zweiter  Speeies,  durch  die  nur  eine  einzige  Fläche 
2.  0.  gelegt  werden  kann,  deren  Erzeugende  aus  der  einen 
Regelschar  dieser  Raumkurve  in  je  einem,  aus  der  andern 
Regelschar  in  je  drei  Punkten  begegnen.  Die  Untersuchung 
des  Fläehenbündels  aber  führt  unmittelbar  zu  einer  Theorie 
der  allgemeinen  Fläche  3.  0.,  wie  dies  Steiner  angegeben 
und  R.  Sturm  ausgeführt  hat.  Alle  diese  Untersuchungen 
blieben  vorläufig  ausgeschlossen. 

Von  den  durch  die  Untersuchung  gewonnenen  Resultaten 
sind  die  nach  dem  Prinzip  der  Reziproeität  ihnen  dual  gegen- 
überstehenden nur  selten  wiederholt  abgeleitet,  mitunter  blofs 
ausgesprochen  und  meistens  ganz  fortgelassen,  weil  die  Nach- 
bildung derselben  einmal  ohne  sachliche  Schwierigkeit  ist 
und  andererseits  als  zweckmäfsige  Übung  betrachtet  werden 
kann,  im  Buche  aber  nur  ermüden  würde. 

Was  die  Darstellung  anbetrifEt,  so  teilt  der  Verfasser 
die  Ansicht  Steiner's:  „Stereometrische  Betrachtungen  sind 
nur  dann  richtig  aufgefafst,  wenn  sie  rein,  ohne  alle  Ver- 
sinnlich ungsmittel  ,  nur  durch  die  innere  Vorstellung  an- 
geschaut werden.  Wenigstens  ist  dieses  für  die  synthetische 
Betrachtungsweise  erforderlich  und  vorzugsweise  für  den- 
jenigen, der  darin  erfinderisch  zu  Werke  gehen  will;  denn 
nur  auf  diesem  Wege  kann  ei  seinen  Gegenstand  selbst  ge- 
währen lassen,  kann  ei  den  ganzen  Umfang  der  Eigenschaften 
einer  Figurenverbindung  m  allen  ihren  einzelneu  Fällen  und 
nach  allen  ihren  Grenzen  hin  leicht  und  richtig  durchschauen 
und  alle  diese  Fälle  zusammen  als  ein  in  einander  fliefsendee 
oder  aus  sich  selber  heraustretendes  Ganze  erkennen.  Wenn 
auch  im  Anfange  diese  fieie  Vorstellung  einige  Mühe  macht, 
so  wird  man  doch  bald  eine  gewisse  Fertigkeit  darin  erlangen 
und  sieh  dann  für  die  uberstandene  Anstrengung  hinlänglich 
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entschädigt  finden.  Wer  bemüht  wäre,  durch  andere  Mittel 
diese  Anstrengung  zu  umgehen,  der  dürfte  nicht  wohltun, 
indem  er  das  Vorstellungsvermögen  anstatt  gesund,  kräftig 
und  lebensfähig  zu  machen,  dasselbe  vielmehr  in  dunkler 
schweifäliiger  Auffassung  erhalten  würde". 

Aus  diesem  Grunde  sind  nur  wenige  und  nur  mit  den 
zum  Verständnis  notwendigsten  Linien  versehene  Figuren 
dem  Texte  einverleibt;  dagegen  erscheint  dem  Verfasser  eine 
nützliche  und  die  Darstellung  abkürzende  Unterstützung  der 
lebendigen  Anschauung  die  zweckmäfsig  gewählte  und  kon- 
sequent durchgeführte  Bezeichnung  der  geometrischen  Ele- 
mente und  der  mit  ihnen  vorzunehmenden  Operationen.  Dem- 
gemäfs  drücken  nach  Steiner's  Vorgang  durchweg  die 
deutschen  (kleinen  oder  grofsen)  Buchstaben  Punkte  aus  und 
zwar  die  Anfangsbuchstaben  des  Alphabets  o  &  c  .  .  .  Punkte, 
die  als  fest  angenommen  werden,  die  Endbuchstaben  ):ij  ^  .  .  . 
Punkte,  die  als  veränderlich  aufgefafst  werden.  Ebenso  drücken 
die  iateinischen  Buchstaben  ab  c  .  .  .  x  y  z  .  .  .  durchweg 
gerade  Linien,  die  griechischen  Buchstaben  K/53'.,,|ijg... 
Ebenen  aus;  femer  bezeichnet,  wenn  die  Geraden  a  und  h 
sich  treffen: 

(a6)  ,  .  den  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  a  und  i 

.  die  Verbindun^ebene  der  beiden  Geraden  a  und  h 
,  die  Schnittlinie  der  Ebenen  a  und  ß 
.  die  Verbindungslinie  der  Punkte  a  und  Ij 
.  die  Verbindungsebene  der  drei  Punkte  a  &  e 
,  den  Schnittpunkt  der  drei  Ebenen  a  ß  y 
.  die  Ebene,  welche  den  Punkt  a  mit  der  Geraden  a 
verbindet, 
(an)  .  .  den  Schnittpunkt  der  Geraden  a  und  der  Ebene  « 


[aS] 
\«ßl 
|ab| 
[«6  t] 
("ßr) 


Hiernach  lassen  sich  auch  zusammengesetztere  geo- 
metrische Konstruktionen  direkt  hinschreiben  «nd  übersicht- 
licher darstellen,  als  durch  eine  gezeichnete  Figur.  Femer 
werden  Punktreihen,  Strahlenbüschel,  Ebeuenbüschel  am 
einfachsten  ausgedrückt  durch  Voranstellen  des  Triers,  Mittel- 
punktes oder  der  Axe  und  Hinzufügung  der  Elemente  des 
Gebildes  in  Parenthese,  z,  B.  würde 
l[ahc.  .  y..] 
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tin  Ebenfnbusehel  bezeichnen,  dessen  Axe  l  ist,  und  desseu 
Elen  eilte  lie  Ebenen  [l<x]  [li]  [Ic]  .  .  [U']  .  .,  durch  die  Punkte 
\h  i      i    .   einer  geraden  Punktreihe  gelegt,  sind. 

Zur  Bezeichnung  derProjektivität  dient  das  von  v.  Staudt 
emgefuhite  und  allgemein  übliche  Zeichen:  J\  anstatt  der 
Gleichheit  der  Doppelverhältniase.  Wo  Kurren  oder  Flächen 
zweiten  oder  höheren  Grades  auftreten,  also  Kegelschnitte, 
Hyperboloide,  ßatimkurven  u.  a.  w.  soll  allemal  ein  kleiner 
in  Parenthese  gesetzter  oberer  Index ,  welcher  den  Grad  oder 
die  Klasse  angiebt,  beigefügt  werden;  also  wird  z.  B.  ®l*' 
einen  Kegelschnitt,  §(^'  ein  Hyperboloid  oder  eine  Hyperbel 
je  nach  dem  Zusammenhange,  in  welchem  das  Zeichen  auf- 
tritt, ^P>  eine  Parabel  oder  ein  Paraboloid,  C^'  und  C<*' 
Raumkurven  dritter  und  vierter  Ordnung,  F'^''  und  F'-^^  Flä- 
chen 2.  und  3.  0.  u.  s.  w.  bezeichnen.  Die  unendlich  -  ent- 
fernte Ebene  bezeichnet  £„,  irgend  einen  Punkt  oder  eine  Ge- 
rade in  derselben  -p^  oder  T" ,  g" ,  den  unendlich-entfernten 
imaginäj-eu  Kreis  ÄÜ'  u.  a.  w. 

So  möge  denn  dieses  Buch,  welches  den  vor  einem 
halben  Jahrhundert  von  Steiner  entworfenen  Plan  weiter 
auszuführen  versucht,  eine  ebenso  günstige  Aufnahme  und 
wohlwollende  Beurteilung  von  Seiten  der  Faehgenossen  er- 
fahren, wie  sie  der  „Theorie  der  Kegelschnitte"  zuteil  ge- 
worden ist;  mögen  die  Ergebnisse  mehrjähriger  Studien,  welche 
bisher  nur  in  Vorlesungen  an  der  hiesigen  Universität  den 
unmittelbaren  Schülern  geboten  wurden,  auch  der  übrigen 
studierenden  Jugend  Anleitung  und  Anregung  zu  selbständi- 
ger wissenschaftlicher  Forschung  auf  dem  Gebiete  der  syn- 
thetischen Geometrie  des  Kaumes  gewähren. 

Schliefslich  bleibt  dem  Verfasser  noch  Übrig,  seinen 
wissenschaftlichen  Freunden,  welche  ihm  bei  der  Korrektur 
des  Druckes  hilfreiche  Hand  geleistet  haben,  den  Herren  Gym- 
nasiallehrer Dr.  E.  Toeplitz  und  atud.  math.  L.  Bernert, 
sowie  dem  Herrn  Verleger  für  die  Ausstattung  des  Buches 
und  sein  freundliches  Entgegenkommen  den  verbindlichsten 
Dank  auszusprechen. 

Breslau,  im  April  1880. 

Heinrich  Schröter. 
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Die  projektivischen  (Jeliüile  erster  Stufe  im  Räume  uud  ilire 
Erzeuguisse. 


§  ].     Das  Ebenenbüseliel. 

Zu  den  beiden  Grundgebilden  der  synthetischen  Geometrie 
der  Ebene:  der  geraden  Punktreihe  und  dem  ebenen  Stralilen- 
büschel  tritt,  sobald  wir  das  Operationsfeld  der  Ebene  ver- 
lassen und  im  Haume  die  Ebene  selbst  als  neues  Grundelement 
hinzufügen,  ein  drittes  Grundgebilde  von  gleicher  Mächtigkeit 
mit  den  beiden  vorigen,  nämlich  von  einfacher  Unendlich- 
keit; Das  Ebenenbüscbel  d,  h.  die  Gesamtheit  aller 
EbeneUj  welche  durch  eine  feste  Gerade  gehen;  diese  selbst 
heifst  die  Axe  des  Ebenenbüschels. 

Wir  können  das  Ebenenbüscbel  auf  doppelte  Weise  ent- 
stehen lassen,  einmal  indem  wir  eine  feste  Gerade  a  (Axe) 
durch  Ebenen  verbinden  mit  den  Punkten  einer  geraden 
Punktreihe : 

Z(aW...v.--), 
deren  Träger  l  der  Geraden  a  nicht  begegnet,  und  zweitens 
indem   wir  durch  irgend  einen  Punkt  31  im  Räume  uiid  die 
Strahlen  eines  ebenen  Strahlbüschels: 

^\abc.  .  .X.  ..\, 
dessen  Ebene  nicht  durch  3t  geht,  eine  Reihe   von  Ebenen 
legen,    welche   sämtlich   die   beiden    Punkte    St2S,   also   ihre 
Verbindunglinie  als  Axe  gemeinschaftlich  haben. 

Hieraus  geht  hervor  die  gleiche  Mächtigkeit  des  Ebenen- 
büschelfi  mit  der  geraden  Punktreihe  und  dem  ebenen  Strahien- 
büschel  und  zugleich  die  Möglichkeit,  diese  drei  Grundgebilde 
unter  einander  in  projektivische  Beziehung  zu  setzen. 

Sckbüi;ee,  Theor.  d.  Obarfl,  2.  Oidn.  1 
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Wir  bezeichnen  fortan  die  Elemente  des  Ebenenbüschols 
(Ebenen)  durch 

aßr...i... 

und  verstehen  unter  dem  Doppelverhilltiiis  von  vior  Ebenen 
eines  Ebenenbüschols: 

(«Cr«) 

(las  Doppel  Verhältnis  solcher  vier  Strahlen,  welche  irgend 
eine  tax  Axe  a  rechtwinklig  gelegte  Ebene  aus  dem  Büschel 
ausschneidet;  die  Winkel  zwischen  solchen  vier  Strahlen  aind 
die  Neigungswinkel  der  durch  dieselben  gehenden  Ebenen 
und  das  Doppel  Verhältnis  wird  in  der  bekannten  Weise 
(Th.  d,  Kegelsch.  §  5)  aus  den  Sinus  dieser  Neigungswinkel 
zusammengesetzt. 

Es  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dass  im  allgemeinen  eine 
Ebene,  welche  durch  ein  Ebenenbüschel  von  vier- Ebenen 
gelegt  wird,  als  Durchs chuittsfigur  ein  Strahlenbügchel  enthält, 
dessen  Doppel  Verhältnis  immer  denselben  Wert  liefert;  denn  sei 
eine  beliebige  Transversalebene  t  und  eine  zur  Axe  a  recht- 
winklig gelegte  Ebene  fl,  so  triift  die  Schnittlinie  |6,  t| 
die  vier  Ebenen  des  Büschels  in  vier  Punkten  einer  geraden 
Punktreihe,  welche  perspektivisch  hegt  sowohl  mit  den  vier 
Durchschnittsstrahlen  in  e  als  auch  mit  den  vier  Durch- 
schnittsstrahlen in  T,  folglich  haben  diese  beiden  Strahl enbäschel 
dasselbe  Doppelverhältnis,  mithin  ist  das  Doppelverhältnis 
der  vier  Ebenen  des  Büschels  gleich  demjenigen,  welches  in 
irgend  einer  Trans  versalebene  t  von  den  vier  Durcbschnitts- 
strahlen  gebildet  wird. 

Zugleich  erkennen  wir,  dafs  jede  beliebige  Gferade  l, 
welche  deu  vier  Ebenen  aßy&  des  Büschels  in  vier  Punkten 
abcb  begegnet  eine  gerade  Punktreihe  von  vier  Punkten 
enthält,  deren  Doppelverhältnis  immer  denselben  Wert  hat, 
denn  wir  können  durch  l  eine  behebige  Ebene  legen,  deren 
Durchsehnittsflgur  mit  dem  Ebenenbüschel  ein  ebenes  Btrahlen- 
büschel  ist,  welches  den  konstanten  Wert  des  Doppelver- 
hältnisses liefert. 

Irgend  zwei  ebene  Strahlenbüschel,  welche  in  demselben 
Ebenenbüschel  liegen,  sind  allemal  perspelrfrivisch ,  weil  ihre 
entsprechenden  Strahlen  sich   in  den  Punkten  einer  geraden 
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Punktreihe  treffen,   deren  Träger  die  Durchsclinittslinie   der 
beiden  Ebenen«  der  Strahlenbüsühel  ist. 

Dagegen  liegen  irgend  zwei  Punktreilien,  welche  in  dem- 
selben Ebenenbüschel  sich  befinden,  im  allgemeinen  nicht 
perspektivisch,  obwohl  sie  projektivisch  sind  wegen  der  Gleich- 
heit der  Doppel  Verhältnisse  von  irgend  vier  entsprechenden 
Punktepaaren.  Vielmehr  liegen  sie  nur  dann  perspektivisch, 
wenn  sie  sich  im  Räume  treffen,  weil  dann  in  ihrem  Schnitt- 
punkte zwei  entsprechende  Punkte  vereinigt  sind;  ihr  Pro- 
jektionscentrum ist  der  Durchschnittspunkt  ihrer  Ebene  mit 
der  Axe  des  EbenenbOschels. 

Unter  den  unendlich- vielen  ebenen  Strahlenbüscheln  und 
geraden  Punktreiben,  welche  aus  einem  gegebenen  Ebenen- 
büschel durch  beliebige  Ebenen  und  Gerade  herausgeschnitten 
werden  können  uud  die  nach  dem  Obigen  sämtlich  projek- 
tivisch sind,  giebt  es  einige  besondere,  die  noch  hervorgehoben 
werden  sollen. 

Projektivisch-gleiche  Strahl enbuschel  weiden  aus  emeni 
gegebenen  Ebenenhüschel  hei ausgf schnitten  diuch  Ebenen, 
welche   zu   der   Axe   des  Ebenenbuschels  gleich  geneigt  sind 

Ebenen,  die  parallel  laufen  dei  Axe  des  Ebenenbusch  eis, 
die  also  durch  den  unendliuh  entfernten  Punkt  der  Axe  gehen, 
werden  von  dem  Ebenenhüschel  in  Parallelstrahlen- 
biischeln  geschnitten. 

Da  projektiviseh-ähnlichc  Punktreihen  solche  sind, 
deren  unendlich- entfernte  Punkte  sich  entsprechen,  ao  wer- 
den projektiviseh-ähnliehe  Punktreihen  durch  ein  gegebenes 
Ebenenhüschel  allemal  auf  zwei  Geraden  bestimmt,  welche 
einer  Ebene  des  Büschels  parallel  laufen,  also,  deren  unend- 
lich-entfernte Punkte  mit  dem  unendlich-entfernten  Punkte 
der  Axe  des  Büschels  auf  einer  Geraden  liegen. 

Aul'serdem  werden  offenbar  zwei  parallele  Gerade,  d.  h. 
solche,  die  denselhen  unendlich-entfernten  Punkt  haben,  in 
ähnlichen  Punktreihen  geschnitten. 

Projektivisch-gleiche    Punktreihen    werden    durch    ein 
gegebenes    Ebenenbüsebei    allemal    ausgeschnitten   auf   zwei 
Geraden , 
o)  die  selbst  einander  parallel  sind  und  deren  Ebene  zu  der 

Axe  des  Bbenenbüschela  i 


y  Google 


4  §  1.    Das  Ebenenbüscliel. 

h)  die   selbst  einander  parallel  sind   und   deren   Ebene   die 

Axe  des  Ebenenbüachels  in  einem  Punkte  trifft,  welcher 

gleich  weit  von  beiden  absteht, 
(?)  die  in  einer  Ebene  liegen,  welche  zur  Axe  des  Ebenen- 

büsehels  parallel  ist,  und   die  gleich  geneigt  sind  gegen 

eine  zur  Axe  Parallele  in  ihrer  Ebene, 
ä)  die  gleichen  kürzesten  Abstand  von  der  Axe  des  Bbencn- 

biischels    haben    und    deren   Richtungen    gleich    geneigt 

sind  zu  der  Richtung  der  Axe. 

Es  bleibt  noch  der  parabolische  Fall  zu  erwähnen 
übrig  (Theor.  d.  Kegelseh.  §  19),  wenn  die  Durchschnitts- 
ebene selbst  durch  die  Axe  des  Ebenenbüschels  geht,  und 
andererseits,  wenn  die  Durchschnittsgerade  die  Axe  des  Ebenen- 
biischels  trifft. 

Geht  eine  Ebene  durch  die  Axe  des  Ebenenbiischels  hin-; 
durch,  so  fallen  sämtliche  Strahlen  des  Strahlenböschels, 
welches  im  allgemeinen  die  Durchschnittsfigur  bildet,  in  einen 
einzigen  zusammen  (die  Axe  des  Ebenenbüschels)  und  die- 
jenige Ebene  des  Ebenenbiischels,  welche  mit  der  gegebenen 
zusammenfällt,  liefert  keinen  bestimmten  Durchsehnittsstrahl, 
sondern  jede  beliebige  Gerade  in  den  beiden  zusammenfallen- 
den Ebenen  kann  als  ihre  DurchschnittsKnie  angesehen  wer- 
den, so  dass  also  auch  der  Mittelpunkt  des  Strahlenbüschels 
unbestimmt  wird. 

Trifft  eine  Gerade  l  die  Axe  a  des  Ebenenbiischels  selbst, 
so  konzentriert  sich  die  ganze  gerade  Punktreifae,  welche  im 
allgemeinen  die  Durchs ehnittsfigur  bildet,  auf  einen  einzigen 
Punkt,  den  Schnittpunkt  {la),  und  durch  diesen  Punkt  selbst 
gehen  sämtliche  Ebenen  des  Büschels. 

Als  besonderer  Fall  eines  Ebenenbüsehels  ist  noch  der- 
jenige hervorzuheben,  welcher  entsteht^  wenn  die  Axe  des- 
selben ganz  im  Unendlichen  liegt;  alsdann  besteht  das  Büschel 
aus  lauter  Parallelebeuen ;  alle  Durchschnittsebenen  liefern 
Parallel strah len b ü schel  i  alle  Geraden  werden  in  ähnlichen 
Puuktreihen  geschnitten,  diejenigen,  welche  gleich  geneigt 
sind  zu  der  Stellung  der  Paralielebenen,  in  gleichen  Puukt- 
rciheu. 
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§  2.  Projekt!  vis  ehe  Beziehung  und  perspektivische  Lage. 
Die  Elemente  der  drei  GrundgebiMe  können  paarweise 
in  projektivische  Beziehung  (gegenseitig  ei ncl entige  Abhängig- 
keit) gesetzt  werden  ebenso  im  Räume,  wie  früher  in  der 
Ebene  (Th.  d.  K,),  iintl  «war  kann  die  Projelitivität  zweier 
Gebilde  auf  doppelte  Art  hergestellt  werden,  entweder 

1)  dadurch  dafs  die  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  von 
irgend  vier  Paaren  entsprechender  Elemente  der  beiden 
Gebilde  festgesetzt  wird  und  die  Übereinstimmung  des 
.llichtungs-  resp.  Drehungsainnes  hinzutritt,  {Th.  d.  K. 
§  10),  oder 

2)  dadurch  dafs  die  perspektivische  Lage  der  Gebilde  die 
Beziehung  herstellt  und  nach  Aufhebung  der  perspektivi- 
schen Lage  die  Beziehung  festgehalten  wird. 

Die  projektivische  Beziehung  der  Gebilde  ist  unab- 
hängig davon,  ob  dieselben  in  einer  Ebene  oder  beliebig  im 
Räume  liegend  aufgefafst  werden  und  läfst  sich  in  gleicher 
Weise  herstellen,  mögen  die  auf  einander  bezogenen  Elemente 
der  Gebilde  Punkte  einer  geraden  Punktreihe,  Strahlen  eines 
ebenen  Strahlen büachels  oder  Ebenen  eines  Ebenenhüschels 
sein.  Es  sind  mithin  hinsichtlich  der  projektiv! sehen  Beziehung 
che  allgemeinen  Gesetze  und  Ergebnisse,  welche  früher  nur 
für  Punktreihe  und  Strahl enbuschel  in  der  Ebene  ermittelt 
wurden,  jetzt  auch  für  das  neue  Gebilde,  das  Eben  enbuschel , 
gültig,  und  brauchen  hier  nicht  besonders  wiederholt  zu 
werden. 

Hinsichtlich  der  perspektivischen  Lage  der  Gebilde  im 
Kaume  ist  aber  Folgendes  zu  bemerken; 

1,  Punktreihe  und  Strahlenbüschel  sind  perspektivisch 
gelegen,  wenn  jeder  Strahl  des  Büschels  durch  den  ihm  ent- 
sprechenden Punkt  der  geraden  Punktreihe  geht;  da  aber  in 
diesem  Falle  der  Träger  der  Punktreihe  und  der  Mittelpunkt 
des  Strahlenbüschels  eine  Ebene  bestimmen,  in  welcher  sämt^ 
liehe  Elemente  beider  Gebilde  liegen,  so  beschränkt  sieh  das 
ganze  Operationsfeld  nur  auf  eine  Ebene,  bietet  also  nichts 
Neues  dar. 

2.  Zwei  projektivische  gerade  Punktreihen  liegen  per- 
spektivisch, wenn  ihre  Tr^er  sich  treffen  und  in  dem  Schnitt- 
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punkte  der  Träger  «wei  untbpi'edieiidy  Puukle  vereinigt  aind; 
da  aber  in  diesem  Falle  die  beiden  Punktreihen  auch  in  einer 
Ebene  liegen  mit  ihren  sämtlichen  Elementeupaaren ,  so 
tritt  die  Betrachtung,  wie  im  vorigen  Falle,  nicht  aus  der 
Ebene  heraus. 

3.  Zwei  projoktivisehe  ebene  Strahlenbüschel  liegen  per- 
syektiviach,  wenn  ihre  entsprechenden  Strahlen  sich  in 
Punkten  einer  geraden  Punktreihe  treffen;  dies  kann  der 
Fall  sein,  ohne  dal's  die  Ebenen  beider  Strahlenbüschel  zusam- 
menliegen, und  zwar 

a)  wenn   die  Mittelpunkte   der  Strahlenbüschel  verschiedene 
Punkte  im  Räume  sind, 

h)  wenn  die  Mittelpunkte  der  Strahlenbüschel  zusammenfallen. 
Die  Bedingung  für  die  perspektivische  Lage  der  beiden 
Gebilde  ist  im  Falle  «)  die,  dafs  drei  Paare  entsprechender 
Strahlen  sich  in  drei  Punkten  treffen,  welche  in  einer  Geraden 
liegen ;  dann  müssen  offenbar  alle  Paare  entsprechender  Strahlen 
sieh  auf  dieser  Geraden  {dem  perspektivischen  Durchschnitt) 
treffen,  wie  in  der  Ebene.  Die  beiden  Strahlenbüschel  liegen 
in  demselben  Ebenenbüschel,  also  perspektivisch. 

Im  Falle  &),  wenn  die  Mittelpunkte  der  beiden  Strahlen- 
büschel zusammenfallen,  nicht  aber  ihre  Ebenen,  wird  per- 
spektivische Lage  vorhanden  sein,  sobald  derjenige  Strahl, 
welcher  als  Schnittlinie  der  Ebenen  ihrer  Träger,  beiden 
StrahlenbUsebeln  gemeinschaftlich  ist,  zwei  entsprechende 
Strahlen  der  beiden  projektivisebea  Büschel  vereinigt.  Denn  als- 
dann werden  sämtliche  Ebenen,  welche  je  zwei  entsprechende 
Stralilen  verbinden,  durch  eine  Gerade  (Axe)  gehen  d.  h.  ein 
Ebenenbüsehel  bilden,  in  welchem  beide  Strahlenbüschel  liegen. 
Die  Äxe  des  Ebenenbüschels  wird  nämlich  schon  durch  zwei 
Paare  entsprechender  Strahlen  bestimmt,  und  da  zu  diesen  das 
in  dem  gemeinsamen  Strahle  vereinigte  Paar  entsprechender 
Strahlen  hinzutritt,  so  ist  die  Projektivität  der  beiden  Strahlen- 
büschel mit  demselben  Ebenenbüschel  ersichtlich. 

4.  Ebenenbüsehel  und  gerade  Punktreihe  liegen  per- 
spektivisch, wenn  jede  Ebene  des  Büschels  durch  den  ihr 
entsprechenden  Punkt  der  Punktreibe  hindurchgeht;  findet 
dies  nur  bei  drei  Paaren  entsprechender  Elemente  statt,  so 
gilt  es  auch  für  alle  übrigen. 
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5.  Eljeüeubüschel  und  ebenes  Sti-ahlenbüschel  liegen  per- 
spektiviecli ,  wenn  jede  Ebene  des  Ebenenbüschels  durch  den 
entsprechenden  Strahl  des  Strahieubüschels  hindurchgeht,  also 
die  Axe  des  Ebenenhüsehels  durch  den  Mittelpunkt  des  Strahlen- 
büschels; sobald  dies  nur  bei  drei  Paaren  entsprechender 
Elemente   sfei-ttfindet,   ist  es  auch  bei  allen  übrigen  der  Fall. 

6.  Zwei  EbenenbüBchel  in  perspektivischer  Lage  erhält 
liiiiii  dadurch,  dafa  man  ein  ebenes  Strahleubüschel : 

^\ahc.  .  .X.  .  .\ 
von  zwei  vei-schiedenen  Punkten  des  Kaumea  3t  und  9(,  aus, 
durch  Ebenen  projiziert  [in  gleicher  Weise,  wie  man  zwei 
ebene  Strahlenbüsdiel  in  perspektivischer  Lage  dadurch  erhalt, 
dass  man  eine  gerade  Punktreihe  von  zwei  beliebigen  Punkten 
aus  projiziert].  Hierbei  treffen  sich  also  die  Axen  9IS5  und 
5tiiB  der  beiden  Ebenenbüsehel  in  einem  Punkte,  d.  h.  sie 
liegen  in  einer  Ebene,  und  die  Ebene  enthält  zwei  ent- 
sprechende Ebenen  beider  Büschel. 

Umgekehrt  heifsen  zwei  projektivische  Ebenenbüschel 
perspektivisch  gelegen,  sobald  die  Durch schnittslinien  ihrer 
entsprechenden  Ebenen  sämtlich  in  einer  Ebene  liegen  und 
in  dieser  ein  ebenes  Strahlenbüsehel  bilden  d.  h.  durch  einen 
Punkt  (der  Axe)  laufen. 

Die  notwendige  und  hiureichende  Bedingung  hiefür  ist 
die,  dafs  die  Axen  der  beiden  Ebenenbüsehel  sich 
treffen  d.  h.  in  einer  Ebene  liegen,  und  dal's  diese 
Ebene  zwei  entsprechende  Ebenen  der  beiden  pro- 
jektivischen  Ebenenbüschel  vereinigt. 

In  der  That,  nennen  wir  entsprechende  Elemente  der 
beiden  projektivischen  Ebenenbüsehel: 

a    ß    r     ...^    ..., 

«1    (?!    n  ■  .  ■    il    ■  .   ■> 

und  sollen  die  Schnittlinien  \aa^\,  \ßß, !  .  .  .  (||^|  ein  ebenes 
Strahl enbüschel  bilden,  so  mufs  zunächst,  weil  die  Schnittlinie 
|k«,|  die  Schnittlinie  \ßßj\  trifft,  dieser  Punkt,  in  welchem 
sie  sieh  treffen,  allen  vier  Ebenen  ««j  ßßi  gemeinschaftlich 
sein,  folglieh  müssen  sich  auch  die  Schnittlinien: 

■ff/5|  =  ;     und     )«ij3||  =  ij 
d.  h.  die  Axen  der  Ebenenbüschel  in  diesem  Punkte  trefi'en, 
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imd  daher  müssen  aucli  alle  Übrigen  Sclmittliiiieii  [Sl||  duruli 
diesen  PunM  gehen ;  sollen  sie  nun  aber  ein  ebenes  Strahlen- 
biischel  bilden,  also  alle  in  einer  Ebene  liegen,  so  wird  dies 
erreicht,  sobald  die  durch  die  beiden  Schnittlinien  |ßKj|  «nd 
I  ßß^  I  gelegte  Ebene  die  beiden  projektivisehen  Bbenenbüschel 
in  identischen  Strahlenbüscheln  schneidet ;  dies  wird  der  Fall 
sein,  sobald  noch  eine  dritte  Schnittlinie  lyy,  [  in  der  vorigen 
Ebene  liegt,  oder  wenn  die  Ebene  [11^]  zwei  entsprechende 
Ebenen  der  projektivisehen  Ebenenbüschel  vereinigt;  in  beiden 
Fällen  wird  nämüch  die  vorh'in  gelegte  Ebene  Durchschnitts- 
fignren  mit  den  beiden  projektivisehen  Ebenenbüecheln  liefern, 
welche  zwei  projektivische  Strahlenbüschel  sind,  von  denen 
drei  entsprechende  Strahlenpaare  sich  decken ;  folglich  müssen 
sich  die  ganzen  Strahlenbttschel  decken.  Dem  obigen  Kriterium 
für  die  perspektivische  La^e  zweier  projektivisehen  Ebenen- 
büschel  läfst  sich  also  auch  folgende  Form  geben: 

Zwei  projektivische  Ebenenbüschei  liegen  per- 
spektivisch, sobald  die  Schnittlinien  dreier  ent- 
sprechenden Ebenenpaare  in  einer  Ebene  liegen; 
und  es  läfat  sich  nach  dem  Vorigen  noch  hinzufügen: 

Sobald  nur  zwei  Schnittlinien  entsprechender 
Ebeuenpaare  zweier  projektivischenEbenenhüschel 
sich  treffen,  müssen  sich  alle  Schnittlinien  ent- 
sprechender Ebenenpaare  in  diesem  Funkte  treffen, 
welcher  gleichzeitig  in  den  Axen  beider  Ebenen- 
büschel liegt. 

Auf  die  sich  hier  anknüpfenden  Aufgaben ,  zwei  gegebene 
projektivische  Gebilde  in  perspektivische  Lage  zu  bringen, 
wollen  wir  hier  nicht  eingeben.    (Vgl.  §  5.) 

§  3.  Zwei  projektivische  Ebenenbüschei  in  beliebiger  Lage. 
Die  projektivische  Beziehung  zweier  Gebilde  erster  Stufe 
ist  vollständig  und  eindeutig  bestimmt,  sobald  drei  Paare  von 
Elementen  als  entsprechend  angenommen  werden  (Tb.  d.  K. 
§  10).  Legen  wir  mithin  durch  eine  beliebige  Gerade  l  im 
Räume  als  Axe  eines  Ebenenbüschels  drei  Ebenen  cc  ß  y  und 
durch  eine  beliebige  zweite  Gerade  li,  die  der  Geraden  l  nicht 
begegnen  soll,  drei  Ebenen  a,  ßy^t  und  setzen  ace,,  ßß,, 
yyi   als   entsprechende  Elementenpaare  fest,  so  ist  die  pro- 
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jektivisohe    Beziebuiig    beider   Ebeuenbüschel    dadurcli    voll- 
ständig bestimmt,  und  es  kann  bier    sehr  einfach  zu  jeder 
beliebigen  Ebene   |   des    ersten  Büschels    die    entsprechende 
Ebene  1,  des  zweiten  Büschels  konstruiert  werden : 
Man  nehme  die  drei  Schnittlinien: 

!»»,!-«,    \ßß,\-t,,    Irr,  l-c 

und    konstruiere    eine     beliebige    Gerade,    welche    den    drei 
Strahlen  ah  c  gleichzeitig  begegnet. 

Dies  geschieht  am  einfachsten  dadurch,  dal's  man  von 
einem  beliebigen  Punkte  a  des  Strahles  a  durch  die  beiden 
Strahlen  b  und  c  zwei  Ebenen  legt ,  deren  Schnittstnihl  offen- 
bar den  Geraden  h  und  c  in  zwei  Punkten  i  und  c  begegnen 
wird ,  so  dafs  a  Ij  c  in  einer  Geraden  liegen. 

Ist  diese  Gerade  <i  Ü  c  konstruiert  und  v  ein  beliebiger 
Punkt  derselben,  so  werden  allemal  zwei  Ebenen  [ly]  und 
[Z,  j:]  entsprechende  Ebenen  der  beiden  Büschel  sein,  und 
andererseits  kann  man  zu  einer  beliebigen  Ebene  ^  des  ersten 
Büschels  die  entsprechende  des  zweiten  finden,  indem  man 
ihren  Schnittpunkt  j;  auf  der  Geraden  jatcj  mit  i,  durch  eine 
Ebene  verbindet. 

Diese  Konstruktion,  dtiren  Richtigkeit  ersichtlich  ist, 
wird  illusorisch,  sobald  die  Axen  ll^  der  beiden  Ebenenbüschel 
sich  trefi^en,  weil  dann  auch  ah  c  durch  diesen  Treffpunkt 
gehen ,  welcher  zugleich  in  allen  übrigen  Schnittstrahlen  1 1  Sj  | 
liegen  mufs  (§  2). 

,  Schneiden  wir  iu  diesem  Falle  die  räumliche  Figur  durch 
eine  beliebige  Transversalebene,  so  haben  wir  für  die  Dnrch- 
schnittsflgur  die  bekannte  ebene  Aufgabe:  „Zu  zwei  ebenen 
Strahlenhüscheln,  deren  projektivische  Beziehung  durch  drei 
Paare  entsprechender  Strahlen  gegeben  ist,  andere  Paare 
entsprechender  Strahlen  zu  konstruieren"  (Th.  d.  K.  §  10). 
Die  räumliche  Aufgabe  wird  also  gelöst  durch  Projektion 
der  ebenen  Aufgabe  von  dem  Schnittpunkt: 

(i  li)  =  S> 
aus.     Ära  einfachsten    gestaltet   sich  die   Lösung   folgender- 
mal'sen : 

Begegnen  sich  die  beiden  Axen  lli  zweier  Ebenenbüschel 
in  S,   nnd   sind   durch  l  drei  Ebenen  üßy,   durch   li   drei 
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Ebeneu  k,  ß^y^  iils   entsp rechend  gegeben,   so  dass  also  alle 
seclis  Ebenen  durch  3)  gehen,  so  nelinie  man  die  Schnittlinien ; 

«C,  I,   {«rtl,   \'',ß\,   l'.rl, 

bestimme  die  Ebenen: 

[aß,,  «,^], 

und  suche  ihre  Hchnittlinie  x  auf. 

Irgend  eine  durch  x  gelegte  Ebene  schneide  a  und  «, 
in  den  Strahlen  s  und  Sj,  dann  sind  allemal: 

[Sii]  =  S  und  [Si,]  =  |, 
ein  Paar  entsprechender  Ebenen  der  beiden  projektivischen 
Ebenenbiischel.  Ist  umgekehrt  §  gegeben,  so  ßndot  man 
sobald  a;  bekannt  ist  aus  s,  zuerst  s  und  dann  ^j.  Die  Rich- 
tigkeit dieser  Konstruktion  folgt  unmittelbar  aus  dem  ebenen 
Problem. 

Zwei  projektivische  Ebenenbiischel  bieten  ganz  analoge 
besondere  Eleoientenpaare  dar,  wie  zwei  projektivische 
ebene  Strahlenbüschel ;  wir  brauchen  nur  jedes  der  Ebenen- 
biischel durch  eine  zu  seiner  Axe  rechtwinklige  Ebene  zu  durch- 
schneiden, um  ais  Durchschnittsfiguren  zwei  projektivische 
ebene  Strahlenhttschel  zu  erhalten ,  deren  Winkel  gleich  sind 
den  Neigungswinkeln  in  den  Ebenenbüscheln. 

Das  Vorhandensein  des  Paares  entsprechender  rechter 
Winkel  und  des  doppelten  Systems  entsprechender  gleicher 
Winkel  (Th,  d.  Eglseh.  §  13)  läfst  sich  daher  unmittelbar 
auf  zwei  projektivische  Ebenenbiischel  Übertragen,  und  es 
genügt,  die  Resultate  allein  hervorzuheben: 

In  zwei  projektivischen  Ebenenbüscbeln  giebt  es  zwei 
besondere  Paare  entsprechender  Ebenen: 
ö  und  ö, ,  T  und  t, 
von  der  Art,  dafs  sowohl  G  und  t,  als  auch  a,  und  r,  zu 
einander  rechtwinklig  sind;  diese  entsprechenden  recht- 
winkligen Ehenenpaare  sind  immer  reell  vorhanden  und 
die  einzigen  ihrer  Art;  ist  i  li  ein  behebiges  Paar  entsprechen- 
der Ebenen  in  den  beiden  projektivischen  Ebenenbüscheln, 
ao  bleibt  das  Produkt: 

tg  (Ol)  .  lg  (.,!,)  =  e 
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von  koustaiitem  Werte,  ubenao  wie  das  Produkt: 

tg(rg).tg(<J.|,)  =  i 

uud  c  lieisst  die  Potenz  der  projektivi sehen  Beziehung 
der  beiden  Ebenenbüscliel. 

Bei  der  Veriinderang  des  Ebenenpaares  %%^  tritt  zwei- 
mal der  Fall  ein,  dass  die  Faktoren  des  konstanten  Produkts, 
also  die  Winkel  (öl)  und  (t,  |,")  einandei'  gleich  werden, 
mithin  das  Produkt  in  ein  Quadrat  übergeht;  diese  besonderen 
Ebenenpaare : 

Y  und  j'i,         %  und  z, 
sollen   Potenzebeneu   heifsen;    l'ür  sie  gelten  also  die  Be- 
dingungen : 

(ffr)  =  (rin)  =  (öz)  =  (riZi). 

(Tj')  =  (6,y,)  =  t'^x)  =  (<?i3:i)' 

Die  hier  ermittelten  ausgezeichneten  Elemente  der  beiden  pro- 
jektivischen  Ebeneabüschel  sind  besondere  Fälle  der  beiden 
Systeme  von  entsprechenden  gleichen  Winkeln, 
welche  sich  in  den  beiden  Biiacheln  vorfinden,  nämlich  wenn 
die  gleichen  Winkel  die  Werte  0",  90",  180»  haben. 

Um  das  ganze  doppelte  System  entsprechender  gleicher 
Flächenwinkel  der  beiden  projekti  vis  eben  Ebenenbüschel  zu 
erhalten,  lege  man  durch  die  Äxe  des  ersten  Büschels  eine 
beliebige  Ebene  a  und  bestimme  die  Ebenen  ß  y^  d,  so,  dals 
die  Winkel: 

(^«)  =  (ö«)  =  (r,^,)  =  (^.'fi) 
werden;  sind  dann  die  den  Ebenen: 

a  ß  y,  ö, 
entsprechenden : 

',  ßi  r  *, 

so  werden  die  Winkel: 

„,  /(«»)-(«■«,) 

'  t(/Sr)-(r,ft) 

also  zwei  Paare  von  entsprechenden  gleichen 
Winkeln  sein. 
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Denn  weil         tg(«ff)  .  tg  (ß,  r,)  =  c 

'BCroJ-tgö-,',)-« 

und 

(<I«)-(7,i,) 

ist,  so  haben 

wir  auch : 

tg(5«)   .ig(ro)  -c 

tg(«i»i)-tg('i7i)-« 

und  da 

(o).)  -  («0)  +  (»7) 

ist,  so  folgt: 

"*    "         l_tg{.,).tB(.,) 

i|!f«i'i)  +  tg(',r,) 

l-tg(ß,T,)tg(r,v,) 

=  tgKr,)> 

also  {«;')  =  (Kii-,)     u.  s.  w. 

Durch  Veränderung  der  willkürlichen  Ebene  k  des  ersten 
Bftschela  erhalten  wir  das  ganze  doppelte  System  von  ent- 
sprechenden gleichen  Flächenwinkeln  in  den  beiden  projek- 
tivischen  Ebenenbiisoheln. 


§  4.    Koaxiale  Ebenenbüschel.    Doppelelenaente. 
Eben  enin  volution. 

Haben  zwei  projelttivische  Ebenenbüschel  dieselbe  Axe, 
in  welchem  P'alle  wir  sie  koaxial  nennen,  so  wird  die  Frage 
nach  zusammenfallenden  entsprechenden  Elementen  (Doppel- 
elementen) zurückgeführt  auf  die  analoge  Frage  bei  zwei 
konzentrischen  Strahlenbüscheln,  indem  man  irgend  eine  Ebene 
rechtwinklig  zur  gemeinsamen  Axe  legt  und  die  Durch- 
schnittsflgur  betrachtet.  Das  früher  gefundene  Resultat  diesei 
Untersuchung  (Th.  d.  K.  §  14)  läfst  aich  hiernach  so  aus- 
sprechen : 

Zwei  koaxiale  projectivische  Ebenenbüschel  haben  im 
allgemeinen  zweimal  zusammenfallende  entsprechende  Ebenen- 
paare (Doppelebenen) ;  diese  sind  immer  reell  vorhanden 
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bald  die  Ebenenbßschel  ungleiclilaufend  sind ;  sind  sie  dagegen 
gleichlaufend,  so  entecheidet  die  Lage  der  Poteazebenen  y 
und  y, ,  %  und  %^  zu  einander  über  die  Realität  der  Doppel- 
ebenen; wird  nämlich  das  eine  Paar  Potenzebenen  y%  durch 
das  entsprechende  Paar  y,j;,  getrennt,  so  giebt  es  keine 
Doppelebenen;  wird  das  Paar  y%  durch  j-j^i  iiicht  getrennt, 
so  giebt  es  zwei  reeUe  Doppelebenen,  und  stofsen  die  Winkel- 
laump  y%  und  y^%^  an  einander,  so  dafs  sie  eine  Ebene  ge- 
mem-ichalthch  haben  (was  bei  gleichlaufender  Lage  nur  da- 
duich  geschehen  kann,  dafs  entweder  y  und  y^  oder  %  und  i^ 
zua ininientallen),  dann  ist  diese  die  einzige  Doppelebene,  d.  h. 
m  ihi  fallen  beide  Doppelebenen  zusammen. 

Em  besonderer  Fall  koaaialer  projektivi scher  Ebenen- 
buschel  ist  für  die  Folge  von  hervorragendem  Interesse,  näm- 
hch  dei  der  Ebenen-Involution.  Wie  bei  der  Puntt- 
und  Strahlen-Involution  heifsen  auch  hier  zwei  koaxiale  pro- 
jektivische  Ebenenbüsehel  involutorisch  liegend,  sobald  es 
einmal  vorkommt,  dafs  einer  Ebene,  als  a.  und  /Sj  aufgefafst, 
in  dem  doppelten  Sinne  der  projektivischen  Beziehung  die- 
selbe Ebene  «,  =  ^  entsprechend  ist,  d.  h.  sobald  die  ent- 
sprechenden gleichen  Flächenwinkel  «/3  und  /Sj«,  so  koinzi- 
dieren,  dass  «  mit  /S,  und  ^  mit  k,  zusammenfällt;  denn,  sobald 
dies  nur  einmal  eintritt,  wird  es  immer  eintreten,  weil  wegen 
der  Projektivität  die  Doppelverhältnisse: 

C.(i|,)-(«,ft|,,,)_(/S,  «,,,§,) 

einander  gleich  sind;  wenn  alsowund^j,  /Sundftj,  ^  und  j;, 
koincidieren,  ao  mufs  auch  i;  mit  |j  zusammenfallen.  Es  liegt 
also  das  eine  ganze  System  entsprechender  gleicher  Winkel 
verkehrt  auf  einander.  Eine  solche  Lage  heifst  involu- 
torisch und  die  Ebenenpaare  eines  solchen  Doppelgebildes 
konstituieren  eine  Ebeneninvolution. 

Die  Ebeneninvolution  heifst  eine  hyperbolische,  so- 
bald die  sie  erzeugenden  projektivischen  Ebenenbüsehel  un- 
gleichlaufend sind;  in  diesem  Falle  bat  sie  zwei  reelle  Doppel  - 
ebenen  (Äaymptotenebenen)  durch  welche  sämtliche 
Ebenenpaare  der  Involution  harmonisch  getrennt 
werden.  Die  beiden  zu  einander  rechtwinkligen  Halbierungs- 
ebenen der  Neigungswinkel  zwischen  den  Asymptotenebenen 
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heifsen  die  Hauptebenen  der  Involution;  sie  sind  das  einzige 
Paar  rechtwinkliger  konjugiorter  Ebenen  der  Involation  und 
sind  hervorgegangen  aus  der  Koiiicidenz  der  entsprechenden 
rechtwinkligen  Ebenenpaare  der  projekti vischen  Ebeuenböschel, 
während  die  Äeymptotenebenen  die  zusammenfallenden  Potenz- 
ebenen sind  (y  und  y, ,  %  und  ^J, 

Die  Ebenen  Involution  heisst  eine  elliptische,  sobald 
die  sie  erzeugenden  projektivisehen  Bbenenbüschel  gleichlau- 
fend sind  und  (Tb.  d.  K.  S.  51)  die  Potenzebenen  verkehrt  auf 
einander  fallen  y  auf  %^  und  y,  auf  %.  In  diesem  Falle  existieren 
keine  reellen  Doppelebenen,  sondern"  die  elliptische  Ebenen- 
involution ist  der  Vertreter  eines  imaginären  Ebenenpaares, 
dessen  reelle  Schnittlinie  die  Äxe  ist. 

Die  Eigenschaft  der  konstanten  Potenz  ist  für  beide 
Involutionen  dieselbe;  bezeichnen  ft  {und  ft,)  die  Hauptebenen, 
g  und  Ij  irgend  ein  Paar  konjugierter  Ebenen,  so  ist: 

von  konstantem  Werte;  aber  während  bei  der  hyperbolischen 
Involution  jedes  Ebenenpaar  durch  die  beiden  Asymptoten- 
ebenen (harmonisch)  getrennt  wird  und  der  Wert  (c)  der  kon- 
stanten Potenz  positiv  ist,  wird  bei  der  elliptischen  Involution 
jedes  Paar  konjugierter  Ebenen  durch  die  Hauptebenen  getrennt 
und   der  Wert   der  konstanten  Potenz  ist  negativ. 

Ein  besonderer  Fall  der  elliptischen  Ebenen  in  volution 
tritt  ein,  wenn  der  Wert  der  konstanten  Potenz : 

c=  —  l 
ist;  in  diesem  Falle  sind  sämtliche  Paare  konjugierter  Ebenen 
rechtwinklig   zu    einander   und    die  Ebeneninvolution   heifst 
orthogonal. 

Im  allgemeinen  hat  jede  Ebenen  Involution  nur  ein  Paar 
rechtw'inkliger  konjugierter  Ebenen;  sobald  sie  aber  zwei 
solcher  Paare  hat,  sind  sämtliche  Paare  konjugiei-ter  Ebenen 
rechtwinklig  zu  einander  und  bilden  die  orthogonale  Ebenen- 
involution. 

Ein  besonderer  Fall  der  hyperbolischen  Ebeneninvolutioii 
tritt  ein,  wenn  der  Wert  der  konstanten  Potenz : 

c  =  +  l 
ist;  in  diesem  Falle  haben  sämtliche  Paare  konjugierter  Ebenen 
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ein  und  dasselbe  Paar  von  Halbier ungsebeneii ,  die  Haupt- 
ebenen ,  und  die  Asymptotenebenen  sind  daher  zu  einander 
rechtwinklig.  Die  EbeneninvoJution  heifst  in  diesem  Falle 
gleichseitig-hyperbolisch,  weil  jedes  Paar  konjugiei-ter 
Ebenen  gleich  geneigt  ist  zu  den  Hauptebenen. 

Die  bekannten  metrischen  Beziehungen  zwischen  drei 
Paaren  konjugierter  Ebenen  einer  Ebeneninvolution  sind  die- 
selben wie  für  eine  Strahleninvolution  (Th.  d.  K.  §  17). 

Als  übergangsfall  Ton  der  hyperbolischen  zur  ellipti- 
schen Ebeneninvolution  oiufs  derjenige  aufgefafst  werden,  bei 
welchem  die  beiden  Asymptoten  ebenen  zusammenfallen  (para- 
bolische Ebeneninvolution).  In  diesem  Falle  haben  alle 
Paare  konjugirter  Ebenen  in  der  Doppelebene  eine  gemein- 
scbafthche  Ebene  und  der  Wert  der  Potenz  ist  c  =  0. 

Die  Aufgabe  „bei  zwei  beliebig  koaxial  liegen- 
den projektivischen  Ebenenbüseheln  die  Doppel- 
ebenen  zu  finden"  lafst  sich  zurückführen  auf  die  Er- 
mittelung der  Asymptotenebenen  einer  bestimmten  Ebenen- 
involution; oder  es  läfst  sieb  diejenige  Ebeneninvolution 
konstruieren,  deren  {reelle  oder  imaginäre)  Asymptotenebenen 
die  Doppelebenen  der  gegebenen  koaxial  liegenden  projektivi- 
schen Ebenenbüscbel  sind.    Diese  Konstruktion  ist  folgende: 

In  den  beiden  gegebenen  koaxial  liegenden  projektivischen 
Ebenenbüseheln  sei  eine  beliebige  durch  die  gemeinsame  Axe 
gelegte  Ebene  mit 

5  und  7jf 
bezeichnet,  indem  sie  gleichzeitig  dem  einen  und  dem  andern 
Ebenenbüscbel    angehört;    die   ihr   iu   doppeltem   Hinne   ent- 
sprechenden Ebenen  der  Büschel  seien: 

Ij  und  tj; 
dann  konskuiere  man  die  vierte  harmonische  Ebene  ^' ,  welche 
der    ersten  Ebene   §   zugeordnet  ist,    währen  |j   und  tj   das 
andere  Paar  zugeordneter  Ebenen  ist,  so  dafs  also  das  Doppel- 
verhältnis : 

u.'jir)--  i 

ist.  Das  Ebenenpaar  |  und  |' beschreibt  alsdann  bei  der  Bewegung 
von  §  die  gesuchte  Ebeneninvolution,  deren  Asymptotenebenen 
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mit  den  Doppelebenen  der  beiden  projcktiTischcn  BSachel  zu- 
sammenfallen. 

Sobald  nur  bewiesen  ist,  dafs  das  Ebenenpaar  ^1'  wirk- 
lich eine  Ebeneninvolution  beschreibt,  ist  die  letztgenannte 
Eigenschaft  derselben  unmittelbar  ersichthch;  denn  sobaJd 
zwei  zugeordnete  von  vier  harmonischen  Elementen  (^  und  |') 
zusammenfallen,  mufs  auch  eines  (1;)  der  beiden  andern  mit 
jenen  zusammenfallen,  also  ein  Doppelelement  der  Involution 
ist  notwendig  ein  Doppelelement  der  projektivischen  Büschel. 

Für  den  Fall  reeller  Doppelebenen  der  beiden  projektivi- 
schen Büschel  ist  der  Nachweis  für  die  Ebeneninvolution 
[Ü'l  sehr  einfach;  denn  seien  diese  Doppelebenen  6  und  6,, 
T  und  TT, ,  so  müssen  die  Doppel  Verhältnisse  einander  gleich  sein : 

und  da  ff  mit  ff, ,  r  mit  t,  zusammenfällt,  so  bilden  die  Ele- 
mente up  aar  e  : 

6  und  r,     I  und  i^j,     ij  und  §, 
eine   Ebeneniuvolution ,  von  der  das   zusammenfallende  Ele- 
mentenpaar I  und  7]^  eine  Asjmptotenebene  ist;   die   andere 
Asymptoten  ebene  muls  also   die  vierte   harmonische   |'  sein, 
so  dafs  das  Doppelverhältnis: 

wird ,  d,  h.  g  und  i'  trennen  0  und  t  harmonisch,  also  auch 
umgekehrt,  oder  ^  und  §  erzeugen  eine  Ebeneninvolution, 
deren  Äsymptotenebenen  ff  und  t  sind,  w.  z.  b.  w. 

Sobald  aber  die  Doppelebenen  der  koaxial  liegenden  pro- 
jektivischen Ebenenbüschel  nicht  reell  sind,  wird  der  Nach- 
weis für  die  Ebeneninvolution  [|^']  etwas  umständlicher.  Wir 
leiten  ihn  aus  den  bekannten  Eigenschaften  der  Doppelver- 
hältnisse und  den  involntorischen  Beziehungen  in  folgender 
Weise  ab: 

Es  werden  drei  beliebige  Ebenen  durch  die  gemeinsame 
Äxe  angenommen: 

R  =  ^1     und  ihre  entsprechenden     «,  und  ß 

-■■=ß:   „    ,.  „  «■.  .,  ß' 

»"-ff  „    „         „  «r  „  ß-i 

sodann  werden  die  vierten  harmonischen  Ebenen: 
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y  ?'  ?" 

konstruiert,  so  dafs  die  Werte  der  Doppel  Verhältnisse  gelten : 

(.,    (t   »  ,)=-! 

(r'i  (3'   u  /)  =  —  1 

(«■;(!"«•>'•)  _-l, 

dillin  ist  nachzuweisen,  dars  die  drei  Ebenenpaare: 

H  und  y,     «'  und  /,     a"  und  /" 
einer  Ebenen  Involution  angehören. 

Aus  der  Projektivität  der  beiden  Büschel  folgt: 

(««■/j/5')-(«,«;^,ft) -(«,«;.«■) 

woraus  hervorgeht,  dafs'  die  Ebeneupaare 

u  und  tt' ,     ß  und  a[,     ß'  und  k, 
einer  Involution  angehören,  weil  das  Paar  aa    verkehrt  mit 
dem  Paare  a'a  zusammenfällt. 

Derselben    Involution   muss    auch    das  Ebenenpaar   yy 
angehören;  denn  weil 

- 1  =  Ki?.«)_=j^_>:/o_=  - 1. 

so  folgt  nach  dem  Moebiusschen  Satire:  (Th.  d.  Keg.  §  6) 

ia,ßya')  =  iß-cc[y'a), 
i'oJglich  gehören  auch  yy   als  Paar  konjugierter  Ebenen  der 
vorigen  Involution  an. 

Wir  haben  in  dieser  Weise  dreimal  vier  Paare  konjugierter 
Elemente  je  einer  Involution: 
1}  aa,     yy',      ßa'i,      /J'«, 

2)  aa",     yy",     ßa',\      ^"k, 

3)  a'a',     yy",     ß' a';     ß-'a\. 
Nun  ist  aber  wegen  dieser  Involutionen: 

(ayy'y")    ^{ayy'ß)       .{ayßy")       ={ayy'ß)       («'>"«;» 
{ay'fy)  =  W  Y  y"  ß')  ■  («V/^»      ={ayy"ß')    (ayD:,y) 
{K"y"yy)  =  (a'y'rß')  ■  ia"y"ß"y')  =  ja'y'yß")  (ay^iy") 
{ayyy")  .{c'yYy)  .  («"/>/)  ^Ik^Kj^  («'/«i^')  («>"«;T) 
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18  g  5.  Zwei  besondere  Aufgalien. 

Die  Bedingung: 

(«y/r")  («'//» («"/'rr') i*) 

ist  aber  gleichwertig  mit  der,  dass  die  drei  Eben eup aar e : 
ay,     a'y,     «"}'" 

mner  Iiivnlution  angehören;  denn  da  identisch: 
iayyf)  -^{y-'y'ya) 
{a'y'fy)  =  (y/V«)  •  (?/'««') 
{ay'yy)  =  {y'yf'^)  •  (yV««")  ? 

so  folgt  durch  Multiplikation,  weil 

(/»«)  ■(y)'"y'aMj'Vj'"«)  =  'f^Tzr;c'--7*  =  "  ^ 
ist, 

{yy'citt)'=itta"yy'), 

d.  li.  die  drei  Elementenpaare  ay,  a  y  ,  a"y"  gehören  einer 
Involution  an. 

Wenn  wir  nun  zwei  von  den  Ebenenpaaren  ay,  a'y', 
a"y"  festhalten  nnd  das  dritte  der  Konstruktion  gemüfs  ver- 
ändern, so  durchläuft  dasselbe  die  ganze  Ebeneninvolutioa, 
welche  durch  die  beiden  ersten  Ebeuenpaare  bestimmt  wird. 
Es  liefert  also  für  beide  Fälle,  seien  die  Doppelelemente  der 
beiden  koaxialen  projekti  vi  sehen  Ebenenbüschel  reell  oder 
nicht,  eine  und  dieselbe  Konstruktion  eine  bestimmte  Ebenen- 
involution, welche  für  den  hyperbolischen  Fall  zu  iliren 
Asymptotenebenen  jene  Doppelebenen  hat  und  für  den  ellip- 
tischen Fall  als  Vertreter  des  imaginären  Ebenenpaarea  der 
Doppelelemente  aufzufi^sen  ist. 

§  5.    Zwei  besondere  Aufgaben. 
Wir  wollen  hier  zunäclist  eine  besondere  Aufgabe  an- 
schliefsen,   welche  später  Verwendung  finden  wird,    iiämlidi 
folgende : 

*)  LaBsen  wir  msbeeondere  ay  Eiisainmenfallen,  also  ein  Doppel-- 
element  sein,  eljenso  a'y'  das  zweite  Doppelelemeat,  so  driiekt  diese 
Bedingung,  welche  sich  reJnaiert  auf: 

(o"y"y'y)~—  1, 
weiter  »ioliis  aus,  als  dafs  irgend  ein  Paar  konjugierter  Elemente  durch 
die  Doppel elemente  hannonisch  getrenat  wird. 
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Eine  gegebene  elliptische  Ebeneninvolution 
durch  eine  solche  Ebene  zu  durchschneiden,  dafs 
die  Durchschüittsfigur  eine  orthogonale  Strahlen- 
involution wird. 

Mit  dieser  Aufgabe  gleichbedeutend,  aber  für  die  An- 
schauung einfacher  ist  die  folgende: 

Durch  eine  gegebene  elliptische  Stralileninvo- 
lution  eine  orthogonale  Ebeneninvolution  zu  legen. 
Die  eine  dieser  beiden  Aufgaben  ist  auf  die  andere  zurück- 
filhrbar,  und  die  Lösiing  der  einen  giebt  zugleich  die  der 
anderen.  Denn  sei  in  der  ersten  Aufgabe  l  die  Äxe  der 
Ebeneninvolution  und  s  die  durchschneidende  Ebene,  und 
legen  wir  durch  den  Schnittpunkt  {l,  e)  einmal  die  Normalen 
der  Ebenenpaare  der  gegebenen  Ebeneninvolution,  so  Hegen 
dieselben  sämtlich  in  einer  Ebene  fj  und  sind  Strahlenpaare 
einer  Strahleninvolution;  legen  wir  aber  andererseits  durch 
den  Schnittpunkt  {1,  a)  alle  Ebenenpaare  normal  zu  den 
Strahlenpaareu  der  Strahleninvolution  in  b,  so  laufen  die- 
selben sämtlich  durch  eine  Axe  i, ,  die  Normale  der  Ebene  £, 
und  bilden  eine  Ebennninvolution.  Ist  nun  die  Strahlen- 
involution in  B  eine  orthogonale,  so  ist  auch  die  Ebenen- 
involution durch  i,  eine  orthogonale,  weil  sie  von  den  Normal- 
ebenen  zu  allen  jenen  Strahleapaaren  gebildet  wird.  Die 
Aufgabe,  die  Ebeneninvolution  [l]  durch  eine  orthogonale 
Strahlen  Involution  [i]  zu  schneiden  kommt  also  mit  der  Auf- 
gabe überein,  durch  die  Strahleninvo- 
lution [f|]  eine  orthogonale  Ebenen- 
involution [Z,]  zu  legen  und  die  Lösung 
der  einen  Aufgabe  liefert  zugleich  die 
der  anderen. 

Nehmen  wir  demgemäfs  die  Strah- 
leuiüvolution  als  gegeben  an  und  legen 
sie  in  die  Ebene  des  Papiers,  ermit- 
teln ihre  Axen  st  (d.  h.  die  recht- 
winkligen konjugierten  Strahlen)  und 
"'"■  "  ihre  Potenzstrahlen  ^A,  deren  Winkel 

und  Nebenwinkel  durch  s  und  t  halbiert  werden,  dann  bilden 
si(/h  vierharmonischesicIiinOdurchkreuzendeStrahlen(Fig.  1); 
es  soll  nun  durch  0  eine  solche  Axe  x  im  Kaume  gelegt  werden, 
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20  §  ^'.  2wei  beeondere  Autgaben. 

dafs  sowohl  das  Ebenenpaac  [xs,  xt]  als  auch  das  Ebenen- 
paar [xg,  xh"]  je  ein  Paar  rechtwinkliger  Ebenen  werden; 
dann  ist  offenbar  x  die  Axe  einer  orthogonalen  duiuh  die 
gegebene  Strahleninvolution  gelegten  Ebenenin Solution  Di 
aber  die  vier  Ebenen  xlstgh]  ebenfalls  harmoniscli  aem  müssen 
und  jedes  Paar  zugeordneter  ein  rechtwinkliges  Paai  ist,  so 
müssen  die  Ebenen  des  einen  Paares  die  Winkel  des  andern 
Ebenenpaares  halbieren  und  umgekehrt,  also  müssen  alle  vier 
Winkel: 

(xg,  xs)  =  45" 

{xs,  xh)  =  45" 

{xh,  a^i)  =  45'> 

[xt,  3;^)  =  45" 
sein,  und  hieraus  folgt,  dafs  der  Strahl  x  nur  in  je  einer  der 
Ebenen  gesucht  werden  kann,  welche  durch  s  und  t  recht- 
winklig zur  Ebene  der  gegebenen  Strahleninvolution  X^es 
Papiers)  gelegt  werden.  Denken  wir  uns  daher  in  0  auf  der 
Ebene  des  Papiers  das  Perpendikel  r  errichtet  und  suchen 
den  Strahl  x  zuerst  in  der  Ebene  [rs];  errichten  wir  zu  diesem 
Zweck  in  einem  beliebigen  Punkte  A  des  Strahles  s  das 
Perpendikel  AB,  welches  in  B  dem  Strahle  h  begegne  und 
fällen  aus  A  das  Perpendikel  AG  auf  den  gesuchten  Strahl  x 
in  der  Ebene  [rs],  so  wird  AB  eine  Normale  sein  der  Ebene 
\rs\  •=  [sx]  =  AOG;  daher  werden  die  Ebenen  AOü  und 
ABCza  einander  rechtwinklig  sein,  und  weil  auf  ihrer  Schnitt- 
linie AC  der  Strahl  CO  =  x  rechtwinklig  ist,  so  ist  x  eine 
Normale  der  Ebene  ABC,  folglich  der  Winkel  ÄCB  der 
Neigungswinkel  der  Ebenen  (xs,  xh)  =  45",  und  da  der  Winkel 
JiJ.C=90"  ist,  so  ist  das  Dreieck  BAC  ein  gleichschenk- 
liges rechtwinkliges  Dreieck,  mithin 

AB=^AC 
oder 

Oyl.tg(s;*)  =  0^.sin(sa:) 
tg(s/0==sin{sa;). 
Durch   diese  Bedingung  ist  der  Strahl  x  in  der  Ebene   [rs] 
bestimmt  und  leicht  zu  konstituieren,  unter  der  Voraussetzung, 
daf^  der   Winkel  (sh)  <  45"  ist;    von  den  beiden   Winkebi 
(sä)  und  {ih)y    welche   sich  zu  90"  ergänzen,  ist  aber  einer 
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§  5.  Zwei  besondere  Aufgaben.  2] 

immer  Ideioür  als  45"  and  der  andere  daher  gröfaer  als  45" 
(mit  der  einzigen  Ausnahme,  wenn  beide  gleich  45"  sind); 
wenn  daher  der  gesuchte  Strahl  x  in  der  Ebene  \rs\  reell  vor- 
handen ist,  so  kann  er  in  der  Ebene  \rV\  nicht  reell  seiu 
und  ßmgekehrt;  die  Bedingung: 

tg  isK)  =  sin  [sx) 
liefert  zwei   gesuchte  Strahlen  x  uud  x' ,   deren  Konstruktion 
(unter   Annahme   (sÄ)  <  45")   sich  so  bewerkstelligen   lälst: 

Man  schlage  über  A  0  als  Durchmesser  in  der  Ebene  [rs] 
einen  Ifreis  und  trage  das  Perpendikel  AS  in  diesen  Kreis 
als  Seime  AC  oder  AC  ein,  dann  ist  jeder  der  beiden  Strahlen 
OC  =  X  und  OC'  =  x  der  gesuchte,  d.  h.  er  genügt  der 
Forderung  der  Aufgabe  oder  ist  Axe  einer  orthogonalen 
Ebeneninvolution,  die  durch  die  gegebene  Strahleninvolution 
gelegt  werden  kann.  Die  Aufgabe  hat  also  zwei  und  immer 
nur  zwei  reelle  Lösungen,  während  die  beiden  anderen  Lö- 
sungen, welche  der  Bedingung; 

tg  {th)  =  sin  ity) 
entsprechen,  in  der  Ebene  [rfj  immer  imaginär  sind;  die  Strahlen 
X  und  x'  liegen  selbstverständlich  symmetrisch  zur  Ebene 
der  Strahleninvolution.  Hierdurch  ist  die  vorgelegte  Aufgabe 
vollständig  gelöst.  Mit  ihr  ist  aber  zugleich  eine  zweite 
Aufgabe  gelöst,  nämlich  folgende: 

Eine  gegebene  hyperbolische  Ebeueninvolution 
durch  eine  solche  Ebene  zu  schneiden,  dafs  die 
Durchschnittsfigur  eine  gleichseitig-  hyperboli- 
sche Strahleninvolution  wird,  oder  die  mit  ihr  gleich- 
bedeutende : 

Durch  eine  gegebene  hyperbolische  Strahlen- 
invoiutioneinegleicbseitig-hyperbolischeEbenen- 
involution  zu  legen. 

Beide  Aufgaben,  von  denen  die  eine,  wie  oben,  auf  die 
andere  zurückführbar  ist,  werden  in  ganz  gleicher  Weise  ge- 
löst, wie  die  vorigen. 

Nennen  wir  in  einer  gegebenen  Strahleninvolution  s  und  t 
die  Äsen,  g  und  h  die  Asymptotenstrahlen,  so  wird  die  Axe  x 
einer  gleichseitig- hyperbolischen  Ebeneninvolution,  welche 
durch  die   Strahleninvolution  gelegt  werden  soll,   so   liegen 


y  Google 


22  §  5.  2wei  besondere  Aufgaben. 

,  dafs  die  beiden  Ebenen  [xg]  und  [xK],  welche  Asym- 
.  der  Ebeneaiavolutiozi  werden  müssen,  recht- 
winldig  zu  einander  sind  un<l  die  beiden  Halbier ungsebeneu  der 
Winkel  zwischen  den  Asymptotenebeiien  durch  die  Strahlen 
s  und  t  gehen.  Wir  erkennen  hieraus,  dafs  die  gesuchte  Ase 
X  genau  dieselbe  Lage  zu  den  gegebenen  Strahlen  s  t  g  h  hat, 
wie  in  der  oben  gelösten  Aufgabe,  also  auch  in  gleicher  Weise 
gefunden  wird. 

Eine  der  vorigen  sehr  nahestehende  Betrachtung  führt 
zu  der  Losung  der  Aufgabe: 

Zwei  gegebene  projektivische  Büschel:  ein 
ebenes  Strahlenbüschel  und  ein  Ebenenbüschel  in 
perspektivische  Lage  zu  bringen. 

Beatinimen  wir  in  den  beiden  gegebenen  projekti  vis  eben 
Büscheln  die  ausgezeichneten  Elenientonpaare,  einmal  das 
rechtwinklige  Strahlenpaar  st  des  Strahlenbüschels  und  das 
ihm  entsprechende  rechtwinklige  Ebenenpaar  öj  und  t,  dos 
Ebenenbüschels ,  sodann  die  Potenzatrahlen  gh  cies  Strahlen- 
büschels und  die  entsprechenden  Potenzebenen  7,  %,  des 
Ebenenbüschels,  ao  daCs  die  Grleichheit  der  Winkel  stattfindet: 

(«s')  =  («,)'i)  =  (»s)-ö;,»,) 

und  die  konstante  Potenz  der  projekti  vischen  Beziehung; 

%  (Sic)  .  tg  (irj,)  =  c 
oder 

tg  (te) .  tg  (,r,S,)  -  i 

]hrem  abholuten  Werte  nadi  durch  tg^isg)  =  c  repräsentiert 
wird;  denken  wir  uns  sodann  das  Strahlenbüschel  in  die 
Ebene  des  Papiers  gelegt,  so  wird  die  Axe  des  Ebenen- 
büschels, welches  mit  dem  Strahlenbüschel  perspektivisch  ge- 
legt werden  soll,  so  data  also  das  rechtwinklige  Ebenenpaai- 
ß^Tf  resp.  durch  das  rechtwinklige  Strahleupaar  st  geht, 
seine  Axe  nur  in  einer  der  beiden  Ebenen  haben  können, 
welche  durch  s  und  t  rechtwinklig  zur  Ebene  des  Papiers 
gelegt  werden.  Errichten  wir  also  in  dem  Mittelpunkte  0 
des  Strahlcnböschels  ein  Perpendikel  r  auf  der  Ebene  des 
Papiers,  so  kann  die  gesuchte  Axe  3.  des  Ebenen büschels  nur 
entweder  in  der  Ebene  [rs]  oder  in  der  Ebene  |r/J  liegen, 
Sueben  wir  x  zunächst  in  der  Ebene  [rs],  und  errichten  wir 
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in  einem  beliebigen  Punkte  A  des  Strahles  s  das  Perpendikel 
AB,  welches  g  in  B  trifft  (Fig.  2),  dann  ist 

0  A.  ig  {sg)=^  AB. 

Denken  wir  uus  sodann  aus  A  ein  Perpendikel  A  C  auf  den 

gesuchten  Strahl  x  herabgelassen 

in  der  Ebene  [rs],  so  wird,  weil 

AS  eine  Normale  der  Ebene  [rs] 

ist,  die  Ebene  -AGB  rechtwinklig 

zur  Ebene  [rs]  oder  jIOC  sein, 

und  weil  x  reehtwinkKg  ist  auf 

der  Schnittlinie  ^  0  beider  reeht- 

nkligeu   Ebenen    AOB    und 

ACO,  so  mufs  X  eine  Normale 

der  Ebene  AGB  sein,  folglich 

ist  auch  CB  normftl  auf  x;  also 

der  ebene  Winkel  ACB  ist  der 

N ei gungs winke!  der  Ebenen  \ws} 

und  [xg]  oder  <J,  und  y^.    Nun 

I  dem  bei  A  rechtwinkligen  Dreieck  OAB: 

AC.ig{ß^y,^  =  AB 

und  in  dem  Dreieck  OAC: 

OA.ün(sx)  =  AC, 

g{sg)^&m{sx)  .tg(ff,y,) 

oder,  da  die  Winkel  (ff, y,)  und  (tiJ',)  sich  zu  90"  ergÜnKen, 

tg(s£')tg(r,)',)  =  ain(sa;). 
Dies  ist  aber   der  Wert  der  konstanten  Potenz   der  projek- 
tivischen  Beziehung,    also   entweder   c  oder  — ;    von    diesen 
beiden  Werten  mufs  notwendig  einer  >  1,   der  andere  <  1 
sein  (mit  einziger  Ausnahme,  wenn  beide  =  1  sind);  nennen 
wir  X  den  gesuchten  Strahl  in  der  [rs]-Ebene  und  y  in  der 
[r(J- Ebene,  so  wird  von  den  beiden  Gleichungen: 
sin  ißx)  =  c 
sin  {ty)  =  - 
nur  eine  reelle  Auflösungen  zulassen,  weil  der  Sinus  <1  sein 
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24  S  ü-  Der  Kegel  zweiter  Ordnung. 

murs;  ülso  wird  ein  reeller  Strahl  nur  in  üinur  der  beiden 
Ebenen  [sr]  oder  [tr]  möglich  sein,  wie  es  auch  die  hieraus 
hervorgehende  Konstruktion  des  Strahles  x  selbst  zeigt.  Da 
nämlich  g  und  y,  Potenzstrahl  und  Potenzebene  siad,  so  sind 
die  Winke)  (sg)  und  (t^y-,)  einander  gleich;  die  Winkel  (sj/) 
und  («17,)  ergänzen  sich  also  zu  90*',  und  da  mithin 

tg{s5).%(6,j',)=l 
wird,  so  folgt: 

OÄ.AC=ÄB^, 
woraus  folgende  Konstruktion  von  Cund  damit  des  Strahles  x 
hervorgeht;  Man  errichte  in  der  Ebene  des  Papiers  in  einem 
beliebigen  Punkte  A  des  Strahles  s  das  Perpendikel  AB, 
welches  in  B  dem  Strahl  g  begegnet;  in  B  errichte  man  auf 
dem  Strahl  g  das  Perpendikel,  welches  in  D  dem  Strahl  s 
begegnet.  Beschreibt  man  sodann  in  der  [rs]  -Ebene  über  OA 
als  Durchmesser  einen  Kreis  und  trägt  in  denselben  AC  =  AD 
als  Sehne  ein,  was  in  doppelter  Weise  geschehen  kann,  so 
erhält  man  zwei  Punkte  G  und  C  dieses  Kreises,  welche 
mit  0  verbunden  die  gesuchten  Strahlen: 
OC=x,  OÜ'^x' 
in  der  [rs] -Ebene  liefern.  Sobald  AD  >  AO  ist,  d.  h.  der 
Winkel  (s^)  >  46^  wird  die  Konstruktion  in  der  [j-s]- Ebene 
zu  keiner  reellen  Lösung  führen,  dagegen  dieselbe  Konstruk- 
tion in  der  [r^]- Ebene  die  reellen  Strahlen  y  und  /  liefern 
und  umgekehrt,  so  dafs  aucli  diese  Aufgabe,  wie  die  früheren, 
nur  zwei  reelle  Lösungen  hat  und  dieselben  immer  vorhan- 
den sind. 

In  dem  Grenzfalle,  wenn  (s^)  =  45",  fallen  offenbar  beide 
reelle  Lösungen  in  dem  Strahle  r  zusammen,  zu  dem  sie  im 
allgemeinen  symmetrisch  liegen.*) 

§  6.    Der  Eegel  zweitor  Ordnung. 
Nachdem  wir  die    drei  Gruudgebildc   crsLer   Stufe,    die 
gerade  Punktreihe,  das  ebene  Sti'ahlenbüsebel  und  das  Ebenen- 
bftschel,  die  projektivische  Beziehung  derselben  und  ihre  aus- 
gezeichneten Elemente  kennen  gelernt  haben,  wollen  wir  sie 

*)  Vgl.  die  AuflösuQg  dieser  Aufgabe  iojSteiaer's:  „Sj-stematische 
Bntwickelung  der  Abhängigkeit  geometriacher  Gfestalteii  etc."  S.  231, 


y  Google 


g  6.  Dur  Kegel  zwüiter  Ordmiiig.  25 

bei  beliebiger  Lage  iiu  Räume  auffassen  und  ihre  Erzeugnisse 
aufsuchen. 

Wir  beginnen  mit  einer  geraden  Punlctreihe ; 

l(o.tt...t...) 
auf  dem  Träger  l  und  einem  ebenen  Straldenbiischel : 

^\ahc  .  .  .X  .  .  .\, 
(Sie  beliebig  im  Itaume  liegend  angenommen  und  in  projek- 
tivisclie  Beziehung  gesetzt  werden.  Vorausgesetzt,  dafs  der 
Mittelpunkt  ®  des  Strahlenbüsebels  nicht  in  dem  Träger  l  der 
Punktreihe  liegt,  können  wir  jeden  Punkt  j:  der  Punktreihe 
mit  dem  entsprechenden  Strahl  x  des  Strahlenbiischels  durch 
eine  Ebene  g  verbinden  und  den  Ort  sämtlicher  Ebenen  | 
untersuchen. 

Verbinden  wir  den  Mittelpunkt  B  des  Strahlenbüschels  mit 
den  Punkten  atc .  .  .  V  -  .  .  der  Punktreihe,  so  erhalten  wir 
ein  zweites  mit  dem  ei-sten  projektivisches  Strahlen büschel, 
welches  denselben  Mittelpunkt  ©  hat,  und  dessen  Ebene  [23 1] 
ist;  nennen  wir  den  Strahl  \^x\  desselben  x^,  so  haben  wir 
zwei  projektivisehe  Strahlenbüschel; 

m  Iahe  .  .  .  X  .  .  .\     und    58  |«i&|C|  .  .  .  x,  .  .  . ', 
welche   denselben  Mittelpunkt  haben,   aber  in  verschiedenen 
Ebenen  liegen  und  wir  erkennen,   dass  das  Erzeugnis  dieser 
beiden   Gebilde    mit    dem    vorigen  Erzeugnis    identisch    ist, 
indem  die  Ebene 

.ist. 

Legen  wir  durch  die  räumliche  Figur  eine  beliebige 
Transveraalebene  s,  so  sehneidet  dieselbe  die  beiden  ebenen 
Strahlenbüschel  ^\x\  und  ^\x^\  in  zwei  geraden  Punktreihen 
(i)  und  (j:,),  welche  projektivisch  sind,  weil  es  die  Strahlen- 
büschel sind;  die  Gerade  Ij:).-,  |  umhüllt  also  in  der  Transversal- 
ebene  £  einen  Kegelschnitt  (Tb.  d.  K.  §  20)  und  der  ge- 
suchte Ort  der  Ebene  S,  wird  nichts  anderes  sein  als  der 
Ort  sämtlicher  Ebenen,  welche  einen  festen  Punkt 
iß  im  Räume  mit  den  Tangenten  eines  ebenen  Kegel- 
schnitts  verbinden. 

Diese  Gesamtheit  von  Ebenen  nennen  wir  einen  Kegel 
zweiter  Klasse.    Dieselbe  Gesamtheit  von  Ebenen  erhalten 
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wir  auch,  wenn  wir  zwei  beliebige  Panktreihen  (x)  und  (v,), 
die  mit  den  Sti-ahlenbüschelu  ^|a;|  und  ^\Xj\  perspelitivisch 
liegen,  ohne  in  derselben  Ebene  enthalten  zu  sein,  zur  Er- 
zeugung verwenden.     Also: 

Wenn  ein  beliebiger  fester  Punkt  33  im  Räume 
mit  je  zwei  entsprechenden  Punkten  irgend  zweier 
projektivischen  geraden  Punktreihen: 

({a6c  .  .  .j: . . .)  und  ii(a,lJiCi . . .  j:,  .  .  .) 
durch  eine  Ebene  [ä&j:K|]  verbunden  wird,  so  umhüllt 
dieselbe  einen  Kegel  zweiter  Klasse.  Ebenso  wie  der 
Kegelschnitt  gleichzeitig  als  Tangentengebilde  (von  Geraden 
eingehüllt)  und  als  Pnnktgebilde  (von  Punkten  besebrieben) 
auftritt  [die  Identität  beider  Gebilde  ist  in  d.  Th.  d.  K.  g  23 
nachgewiesen],  tritt  nun  auch  der  Kegel  gleichzeitig  als  Ebenen- 
gebilde (von  Ebenen  umhüllt)  und  als  Strahlengebilde  (von 
Strahlen  beschrieben)  auf;  in  letzterem  Sinne  heifst  er  Kegel 
zweiten  Grades  und  ist  als  die  Gesamtheit  aller 
Strahlen  aufzufassen,  welche  einen  festen  Punkt  B 
im  Räume  mit  sämtlichen  Punkten  eines  ebenen 
Ke'gelsehnitts  verbinden. 

Aus  der  Perspektive  von  dem  Punkte  ^  aus,  dem  Mittel- 
punkt des  Kegeis,  nach  den  Punkten  oder  nach  den 
Tangenten  eines  ebenen  Kegelschnitts  geht  also  der  Kegel 
zweiter  Ordnung  als  Strahlen-  oder  als  EbenengebiJde  hervor, 
und  die  Identität  beider  Gebilde  folgt  aus  derjenigen,  welche 
für  den  Kegelschnitt  nachgewiesen  ist. 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  eine  Erzeugung  des  Kegels  als 
Strahlengebilde ; 

Wenn  zwei  projektivisehe  Ebenenbüschel: 
l[<^ßy...^...-}  und  kla^ß.Y,  .  .  .  ii  .  .  .} 
so  liegen,  dafs  ihre  Axeu  l  und  i,  sieh  in  einem 
Punkt  58  treffen,  ohne  dafs  die  sie  verbindende 
Ebene  zwei  entsprechende  Ebenen  beider  Büschel 
vereinigt  (perspektivische  Lage,  §  2),  dann  schneiden 
sich  entsprechende  Ebenen  ||i  in  Strahlen,  deren 
Gesamtheit    einen    Kegel    zweiten    Grades    bildet. 

Ferner  folgt  als  Haupt  eigens  chaft : 

Jede    Ebene    hat    als    Durchscbnittsfigur    mit 
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eiuem  Kegel  einem  Kegelschnitt,  denn  diese  Durch- 
schnittßfigur  ist  das  Erzeugnis  zweier  projektivischen  StrahJen- 
büsehel,  welche  die  Ebene  aus  den  beiden  erzeugenden  Ebenen- 
büscheln l[^]  und  ?, [ij]  ausschneidet.  (Die  Durch schnittsfigar 
zerfällt  in  ein  Linienpaar,  sobald  die  schneidende  Ebene  durch 
den  Mittelpunkt  S5  des  Kegek  geht.) 

Es  folgen  ferner  hieraus  die  Konstruktionen  des  Kegels 
durch  fünf  Strahlen  oder  fünf  B er ührungs ebenen,  die  dem 
Pasealschen  und  BrianchonschenSatze  analogen  Sätze  für 
den  Kegel  und  eine  grofse  Menge  von  Eigenschaften,  welche 
unmittelbar  aus  dieser  perspektivischen  Beziehung  abzulesen 
sind,  und  deren  besondere  Aussprache  eine  unnötige  Wieder- 
holung wäre;  es  treten  nur  bei  dieser  perspektivischen  Auf- 
fassung an  Stelle  von 

Punkten  und  Strahlen  .  .  .  beim  Kegelschnitt 
Strahlen  und  Ebenen  .  .  .  beim  Kegel. 

Dagegen  giebtes  besondere  Eigenschaften  des  Kegelschnitts, 
welche  beim  Kegel  ihre  Eigentümlichkeit  verlieren,  nämlich 
alle  diejenigen,  weiche  an  die  unendlich-entfernte  Gerade  g^ 
in  der  Ebene  des  Kegelschnitts  geknüpft  sind.  Legen  wir 
durch  den  Mittelpunkt  35  des  Kegels  eine  Ebene  parallel  zu 
derjenigen  des  Kegelschnitts,  aus  dessen  Perspektive  der  Kegel 
hervorgeht,  aö  hat  diese  Ebene  nichts  voraus  vor  jeder  andern 
durch  S  gelegten  Ebene,  während  die  unendlich -entfernte 
Gerade  ff^  in  der  Ebene  des  Kegelschnitts  eine  ausgezeichnete, 
ein  für  alle  Mal  voraus  bestimnfte  Gerade  dieser  Ebene  ist. 
Während  also  beim  Kegelschnitt  die  g^  eine  Einteilung  in 
drei  Gattungen  (Ellipse,  Parabel  und  Hyperbel,  Th.  d.  E.  %25) 
hervorruft,  fällt  diese  beim  Kegel  fort. 

Hiervon  macht  nur  ein  Fall  eine  Ausnahme,  nämlich 
wenn  der  Mittelpunkt  B  des  Kegels  selbst  im  Unendlichen 
liegt,  also  sämtliche  Kegelstrahlen  einander  parallel  sind. 
In  diesem  Falle  nennt  man  den  Kegel  einen  Cylinder  und 
die  unendlich-entfernte  Ebene  e^,  welche  im  Räume  eine 
unveränderliche,  ein,  für  alle  Mal  gegebene  ist,  wie  in  der 
Ebene  die  unendlich- entfernte  Gerade  g^,  geht  beim  Cylinder 
durch  dea  Mittelpunkt  desselben.  Sie  schneidet  also ,  wie 
jede  durch  den  Mittelpunkt  eines  Kegels  gelegte  Ebene,  den 
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Cyünder  im  allgemeinen  in  einem  Linienpaar,  welches  ent- 
weder aus  zwei  reellen  Geraden  oder  aus  zwei  zusammeii- 
fallenden  Geraden  bestehen  oder  imaginär  sein  kann.  Üem- 
gemäfa  heirst  der  Cylinder  entweder  ein  hyperbolischer, 
oder  ein  parabolischer  oder  ein  elliptischer,  je  nachdem 
er  die  parallele  Perspektive  einer  Hyperbel,  Parabel  oder 
Ellipse  ist. 

Die  ebenen  Durchschnitts  kurven  durch  irgend  einen  Cy- 
linder dieser  duei  Gattungen  gehören  also  auch  immer  einer 
und  derselben  Gattung  an  und  es  kann  [durch  eine  Trans- 
versalebene] z.  B.  aus  einem  elliptischen  Cylinder  niemals 
eine   Hyperbel   geschnitten  werden. 

Dagegen  können  aus  einem  und  demselben  Kegel  (mit 
endlichem  Mittelpunkt  SS)  alle  drei  Gattungen  von  Kegel- 
schnitten durch  eine  Ebene  ausgeschnitten  werden.  Dies  hängt 
allein  von  der  Stellung  der  sehneidenden  Ebene  ab.  Jede 
durch  den  Mittelpunkt  des  Kegels  gelegte  Ebene  schneidet 
denselben,  wie  wir  wissen,  in  einem  Linienpaar,  welches  ent- 
weder reell  oder  imaginär  sein  oder  zusammenfallen  kann. 
Nennen  wir  diese  drei  Gattungen  von  Ebenen  (hyperbolische, 
elliptische,  parabolische  oder  Berührungsebenen) 

ik,  £^,  Sp, 
Bo  wird  eine  beliebige  Durchschnittsebene,  die  durch  den 
Kegel  gelegt  wird,  denselben  in  einer  Hyperbel,  Ellipse  oder 
Parabel  schneiden,  je  nachdem  sie  die  Stellung  S/,,  e^  oder 
Ep  hat;  iu  letzterem  Falle  mnfs  sie  also  einem  Kegelstrahle 
parallel  sein. 

Obwohl  der  Kegel  0^^  aus  der  Perspektive  des  Kegel- 
schnitts hervorgeht,  so  tritt  er  doch  andererseits  selbst  als 
dualistisch  gegenüberstehendes  Gebilde  des  ebenen 
Kegelschnitts  auf;  wenn  wir  nämlich  anstatt,  wie  zu  An- 
fang, von  Strahlenbüschel  und  Punktreihe  in  projektivischer 
Beziehung  und  beliebiger  räumlicher  La^e  auszugehen,  von 
Strahl enbfischel  und  Ebenenbüschel  aiisgehen: 

^\abc  ...X  .  .]     und     ^,  [«ji^in  -  ■  ■  I,  ■  ■  ■] 
in   projektivischer  Beziehung  und  bei  beliebiger  räumlicher 
Lage,  so  trifft  jeder  Strahl  x  die  entsprechende  Ebene  |j  in 
einem  Punkte,   dessen  Ort  offenbar  ein   ebener  Kegelschnitt 
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ist,  welcher  ganz  in  der  Ebene  des  Stralenbiischels  ^\x\  liegt 
und  als  Erzeugnis  der  beiden  projektivischeji  Strahlenbüschel 
erscheint,  deren  eins  ^\x\  ist  und  das  andere  der  Durch- 
schnitt der  Ebene  des  erster en  mit  dem  EbeJienbüscheH,[li]. 
Hiernach  steht  dieser  Kegelschnitt  dualistisch  gegenüber  dem 
vorigen  Kegel.  Den  Punkten  des  Kegelschnitts  entsprechen 
die  Berührungsebenen  des  Kegels,  der  Ebene  des  Kegelschnitts 
der  Mittelpunkt  des  Kegels,  den  Tangenten  des  Kegelschnitts 
die  Strahlen  des  Kegels.  Überhaupt  steht  dem  Kegelschnitt 
in  der  Geometrie  der  Ebene  dualistisch  gegenüber  der  Kegel 
in  der  Geometrie  des  Punktes.  Ebenso  wie  wir  uns  die  Ebene 
erfüllt  denken  mit  Punkten  und  Strahlen  (als  Punkt-feld 
imd  Strahlen-feld),  können  wir  durch  einen  Punkt  im 
Kaume  die  gleiche  Mannigfaltigkeit  von  Strahlen  und  Yon 
Ebenen  hindurchlegen  und  nennen  dieses  Gebilde  gleichzeitig 
Strahlenbündel  und  Ebenenbündel.  Obwohl  nun  diese 
Gebilde  der  zweiten  Stufe  angehören  und  demgemäl's  auch 
erst  in  dem  zweiten  Abschnitt  näher  untersucht  werden  sollen, 
so  ist  es  doch  ein  von  ihnen  abhängiges  Gebilde,  welches 
wir  schon  beim  Kegelsclmitt  kennen  gelernt  haben,  und  dessen 
dualistisch  gegenüberstehendes  Gebilde  bei  der  Untersuchung 
des  Kegels  unser  hauptsUchlichstes  Interesse  in  Anspruch 
nimmt.  Wir  haben  in  der  Theorie  der  Kegelschnitte  das 
ebene  Polarsystem  kennen  gelernt,  als  dessen  besondere 
Elemente  die  Punkte  und  Tangeuten  des  Kegelschnitts  auf- 
treten (Th.  d.  K.  §  56}  und  weiches  als  der  Vertreter  des 
Kegelschnitts  anzusehen  ist,  auch  wenn  derselbe  gar  keine 
reellen  Punkte  und  Tangenten  hat  Dem  entsprechend  ist  die 
Perspektive  des  ebenen  Polarsystems  von  irgend  einem  Punkte 
23  des  Raumes  aus  genommen,  das  Polarbündel,  der  Ver- 
treter des  Kegels,  und  iu  dem  reellen  Falle  sind  die  incidenten 
konjugierten  Elemente  des  Polarbündels  die  Strahlen  und  Be- 
rührungsebenen  des  Kegels,  welche  aber  auch  sämtlich  imaginär 
sein  können. 

Bevor  wir  auf  die  nähere  Untersuchung  des  Polarbün- 
dels eingehen,  bemerken  wir  einen  charakteristischen  Unter- 
schied zwischen  ihm  und  dem  ebenen  Polarsystera.  Dieses 
hat  nämlich  eine  ausgezeichnete  von  vom  herein  gegebene 
Gerade  g^,  die  unendhch-entfernte  Gerade,  während  ein  ein- 
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gezeichnetes  Element  beim  Polarbändel  nicht 
Torhanden  ist.  Welche  besonderen  Elemente  hier  an  die 
Stelle  treten,  werden  wir  später  sehen. 

§  7.    Das   Polarbündel.      Konstruktion    desselben   aus    den 
Elementen  der  projektivisohen  Gebilde. 

Obwohl  wir  die  allgemeinen  .Eigenschaften  des  Polar- 
bündels aus  der  Perspektive  des  ebenen  Polarsystema  ableiten 
können,  so  ziehen  wir  es  doch  vor,  dieselben  aus  den  Ele- 
menten der  projekti vischen  Gebilde,  welche  den  Kegel  er- 
zeugen ,  unabhängig  herzuleiten  und  das  Polarbündel  in  fol- 
gender Weise  an  konstruieren: 

Gegeben  sind  zwei  projektivische  Gebilde:  ein  ebenes 
Strahlen  büsch  el : 

Sßja&c.  ..X.  ..\ 
und  eine  gerade  Punktreihe: 

!,Co,t,c,...  >•,...)■ 
Eine  beliebige  durch  95  gelegte  Ebene  e  schneidet  die  Ge- 
bilde im  allgemeinen  in  zwei  sich  nicht  entsprechenden  Ele- 
menten, einem  Strahl  x  und  einem  Punkt  i),,  denen  ent- 
sprechen mögen  der  Punkt  y:^  und  der  Strahl  y\  durch  y 
und  y^^  wird  eine  Ebene  gelegt,  welche  6  in  einem  Strahle  l 
schneidet;  von  B  aus  gehen  dann  drei  Strahlen  in  einer 
Ebene,  nämlich  der  letzte  Sehnittsti'ahl  l  und  die  Strahlen  y 
und  j^J.'|  I;  zu  diesem  wird  der  vierte  harmonische  dem  Schnitt- 
strahl l  zugeordnete  Strahl  s  konstruiert  und 
der  Ebene  6  .  .  .  der  Strahl  s 
zugeordnet,  dann  konstituieren  fl  und  s  als  Polarebene  und 
Polarstrahl  ein  Polarbftndel,  dessen  Kernfläche  der  Kegel  ist, 
welcher  von  den  gegebenen  projekti vischen  Gebilden  erzeugt 
wird,  (d.  h.  für  diesen  Kegel  sind  allemal  0  und  s  Polarebene 
und  Polarstrahl). 

Die  Betrachtung  gestaltet  sich  symmetrischer,  wenn  wir 
statt  der  Punktreihe: 

i,(a,b,c,...)vO 
ein  mit  derselben  perspektivisches  Strahlen  biisehej  von  35  aus 
legen  und  dessen  Strahlen  bezeichnen: 
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3i\a,b,c,...x,...\; 
WO  I S  Vi  I  •=  3:,  ist. 

Dann  haben  wir  zwei  projektivisohe  Strahlenböseliel  mit 
gemeinsamem  Mittelpunkt  in  verschiedenen  Ebenen.  Die 
Schnittlinie  der  beiden  ebenen  Träger  vereinigt  zwei  nicht 
entsprechende  Strahlen  e  und  f^ ,  deren  entsprechende  Strahlen 
e,  und  f  seien;  diese  werden  durch  eine  Ebene  z  verbunden. 
Nehmen  wir  irgend  zwei  Paare  entsprechender  Strahlen  xxi 
und  yy,  hinzu,  so  giebt  die  Projektivitat  der  Büschel  die 
Gleichheit  der  D oppel Verhältnisse ; 

(efxy)  =  (etfiX^yt) 
oder  (ef^J/)  =  ifieiJ/i^i); 

da  nun  e  mit  /,  koinzidiert,  so  liegen  diese  vier  Strahlenpaare 
perspektivisch,  d.  h.  in  demselben  Ebenenbüachel,  durch  dessen 
Axe  also  die  drei  Ebenen  gehen : 

[/"ejlj     [^Vi],     {y^^]■ 
Dies  sagt  aus,  dass  die  Schnittlinie: 

l^\xy,,  yx,  I 
in   der   festen  Ebene  t  sich   bewegt,   welche  die  Strahlen  /' 
und  e,  verbindet. 

Wir  bezeichne»  nun  die  veränderliche  Ebene  [xy,}  durch 
0  und  suchen  zu  dem  Schnittstrahl  (  und  den  Strahlen  ;/x, 
den  zugeordneten  vierten  harmonischen  Strahl  s,  so  dafs 

(yxjs)^  —  1 
wird.     Dadurch   wird   der  Ebene  0  der  Strahl  s  zugeordnet 
und   wir  wollen  die  Abhängigkeit   dieser  einander   zugeord- 
neten Elemente  untersuchen,  indem  wir  zeigen,  dass 

1)  wenn  einer  beliebigen  Ebene  ff  (durch  23)  mittelst  der 
angegebenen  Konstruktion  der  Strahl  s  zugeordnet  ist,  als- 
dann irgend  einer  durch  s  gelegten  Ebene  6'  ein  Strahl  s 
zugeordnet  ist,   welcher  in  der  ersten  Ebene  0  liegen   muis. 

Beweis. 

Möge  eine  beliebige  durch  s  gelegte  Ebene  0'  die  Träger 
s  und  £,  der  beiden  projekti vischen  Strahle nbüschel  in  den 
Strahlen 

u  und  V, 
schneiden,  deren  entsprechende 
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u^  und  v_ 
seien,  dann  wird  sowohl  die  Schnittlinie 

als  auch  die  Schnittlinie 

\yv^,  vy^\  =  n 
nach    dem   Obigen    in  derselben  feston  Eijene  t   liegen,    in 
welcher  auch  l  liegt. 

Werden  nun  die  vier  harmonischen  Strahlen: 
y  x^ls 
mit  Vy   durch   vier  Ebenen   verbunden,  so   erhalten  wir  vier 
harmonische  Ebenen,  welche  die  Ebene  z  wieder  in  vier  har- 
monischen Strahlen  schneiden  müssen,  nämlich: 

n  e^  l  m, 
und  diese    vier  harmonischen   Strahlen   werden    mit  j/,   ver- 
bunden Tier  neue  harmonische  Ebenen  liefern,  dtsrcn  Durch- 
schnitt   mit    der    Ebene    \v «,]    folgende    vier    harmonische 
Strahlen  liefert: 

V  li^  s   in, 

wo  s'  den  Schnittstrahl  der  Ebene  [«/,  l\  oder  6  mit  der  Ebene 
[■üMj]  bedeutet;  hiernach  ist  also  s'  der  vierte  harmonische 
Strahl  zu  »m,  und  m,  dem  letzteren  Strahle  zugeordnet  und 
liegt  in  der  Ebene  iS,  wodurch  unser  Satz  bewiesen  ist. 

2)  Wenn  wir  die  Ebene  6  um  eine  beliebige  in  ihr  fest- 
gehaltene Axe  s'  herumdrehen,  so  verändert  sich  auch  ihr 
zugeordneter  Strahl  s  und  besehreibt  eine  bestimmte  Ebene  o', 
so  dafs  das  Ebenenbüschel  s'[ff]  und  das  ebene  Strahlenbüschel 
o'\  s  I  projektivisch  sind  und  involatorisch  liegen. 

Beweis. 

Bei  der  Drehung  der  veränderlichen  Ebene  a  um  den 
in  ihr  festgehaltenen  Strahl  s'  beschreiben  die  beiden  Strahlen 
X  und  y^  zwei  perspektivisch  liegende  Strahl enbüschel  in  den 
Ebenen  £  und  f, ,  welche  das  Ebenenbiischel  s'[e]  durch- 
schneiden. Wegen  dfr  Projektivität  der  beiden  gegebenen 
Gebilde  beschreibt  nun  /,  ein  mit  x  und  y  ein  mit  y^  pro- 
jektivisches  Strahleubü&chel ,  folglich  sind  auch  die  von  den 
Strahlen  Xy  und  y  beschriebenen  Strahlenbiischel  mit  dem 
Ebenenbüschel  s'[ö],  also  auch  unter  sich  projektivisch. 
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Die  veränderliche  Ebene  [a^,  y]  wird  daher  einen  ICegel  um- 
hölleß,  welcher  aul'ser  den  beiden  Trägern  e  und  e,  offenbar  auch 
die  Ebene  t  berührt,  denn  sobald  die  veränderliche  Ebene  ff  in 
die  Lage  [s'e]  (oder  [s'/",])  gelangt,  geht  x,  in  e,  und  ^inf  über, 
also  ist  [e,  f]^T  auch  eine  Berührungsebene  des  vorigen  Kegels. 
Dieser  Kegel  (der  ein  anderer  ist,  als  der  von  den  gegebenen 
projekti viachen  Strahlen  büscheln  erzeugte)  hat  drei  feste  Berüh- 
rungaebenen  s  b^  r,  und  eine  veränderliche  Berührungsebene 
schneidet  dieselben  in  drei  Strahlen  y  x^  l,  zu  denen  allemal 
der  vierte  harmonische,  dem  l  zugeordnete  Strahl  s  konstruiert 
wird.  Wir  wissen  aber,  dafs  „wenn  vier  feste  Ebenen,  die 
durch  einen  Punkt  33  gehen,  von  einer  durch  diesen  Punkt 
gelegten  veränderlichen  Ebene  in  vier  Strahlen  geschnitten 
werden,  deren  Doppel  Verhältnis  bei  gegebener  Zuordnung 
einen  konstanten  Wert  bat  (hier  =  —  1),  die  veränderliche 
Ebene  einen  Kegel  umhüllt,  welcher  die  vier  festen  Ebenen 
berührt",  und  können  diesen  Satz  so  umkehren :  „Wenn  drei 
feste  Berührungsebenen  {a  £,  t)  eines  Kegels  von  einer  ver- 
änderlichen Berührungsebene  desselben  in  drei  Strahlen  {yx^l) 
geschnitten  werden  und  in  dieser  Ebene  ein  vierter  Strahl  (s)  so 
konstrniert  wird,  dafs  das  Doppel  Verhältnis  derselben  (yx^ls) 
bei  gegebener  Zuordnung  einen  unveränderlichen  Wert  behäJt 
{hier= — l),dann  mufs  derStrahl  seine  vierte  feste  Berührungs- 
ebene des  Kegels  durchlaufen"  (vergl.  Th.  d.  K.  S.  124). 

Hierdurch  ist  also  nachgewiesen,  dafs  bei  der  Drehung 
der  Ebene  6  um  einen  festen  Strahl  s'  der  ihr  zugeordnete 
Strahl  s  eine  Ebene  ß"  beschreibt  und  in  dieser  ein  Strahlen- 
bftschel  um  den  Punkt  2^  erzeugt.  Die  Projektivität  dieses 
Strahlenbüschels  mit  dem  vorigen  Ebenenbüsehe!  s'  [ö]  leuchtet 
unmittelbar  ein,  weil  eine  veränderliche  Berührungs ebene 
eines  Kegels  irgend  zwei  feste  Berührungsebenen  allemal  in 
pro jekti vischen  Strahlenbüscbeln  schneidet,  also  hier  die  ver- 
änderliche Berührnngsebene  [a;,  y]  des  vorigen  Kegels  die  beiden 
festen  Berührungsebenen  ö'  und  t  in  den  Strahlen  s  und  l 
schneidet,  welche  projektivische  Strahlenbüschel  beschreiben 
müssen.  Das  von  l  beschriebene  Strahlenbüschel  liegt  aber 
perspektivisch  mit  dem  Ebenenbüschel,  welches  6  beschreibt, 
also  sind  auch  Ebenenbüschel  s'  [e]  und  Strahlenbüschel  a'  |  s  | 
projektivisch.    Dafs  endlich  die  beiden  projektivischen  Gebilde 
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involutorisch  liegen,  zeigt  der  Satz  I,),  welcher  aussagt,  dafs, 
wenn  man  eine  Ebene  e  nnd  den  ilir  zugeordneten  StraM  s 
hat,  einer  darcli  s  gelegten  Ebene  ß'  ein  Strahl  s  zugeordnet 
ist,  welcher  in  6  liegen  mufs.  Hierdurch  ist  aber  die  involu- 
torische  Lage  erwiesen,  und  es  folgt  zugleich,  dafs  zu  der 
Ebene  e'  der  zugeordnet«  Strahl  s'  sein  mufa.  Denn  denken 
wir  uns  zwei  Ebenen  0  durch  s'  gelegt,  eine  erste  und  eine 
zweite,  so  sind  ihnen  zwei  Strahlen  s  zugeordnet,  welche  die 
Ebene  0'  beatimmen.  Da  nun  diese  Ebene  0'  durch  den 
ersten  und  auch  durch  den  zweiten  der  Strahlen  s  geht,  so 
mufs  der  ihr  zugeordnete  Strahl  sowohl  in  der  ersten  als 
auch  in  der  zweiten  der  Ebenen  s  liegen  kraft  des  Satzes  1), 
folglich  der  Strahl  s   sein. 

Hierdurch  ist  nun  die  Natur  des  Polarbändels  vollständig 
klar  gelegt: 

Jeder  durch  den  Mittelpunkt  ?8  des  Polarbündels  gelegten 
Ebene  <?  wird  ein  bestimmter  durch  23  gehender  Strahl  s 
(vermittelst  der  oben  angegebenen  Eonstruktion)  zugeordnet; 
er  soll  der  Polaratrahl  der  Ebene  heifsen.  Gleichzeitig  wird 
jedem  Strahl  s  durch  S8  eine  bestimmte  Ebene  a'  zugeordnet, 
welche  die  Polarebene  des  Strahls  heisst,  indem  für  alle  durch 
s'  gelegten  Ebenen  die  Polarstrahlen  in  der  Polarebene  0'  liegen. 
Dreht  sich  die  veränderliche  Ebene  0  um  einen  in  ihr  fest- 
gehaltenen Strahl  s',  und  beschreibt  also  ein  Ebenenbüschel, 
so  bewegt  sich  ihr  Polarstrahl  s  in  einer  festen  Ebene  0',  der 
Polarebene  des  Strahls  s'  und  beschreibt  ein  ebenes  Strahlen- 
buschel,  welches  mit  dem  von  0  beschriebenen  Ebenenbüachel 
projektivisch  ist  und  involutoriseh  hegt,  d,  h.  legt  man  durch 
s'  ein  Ebenenbüschel  [ff]  und  verbindet  zugleich  s'  mit  den 
Polarstrahlen  s  der  Ebenen  ff,  hO  erhält  man  Ebeuenpaare 
einer  Ebeneninvolution.  Dreht  man  in  einer  beliebigen  Ebene 
0'  einen  Strahl  s  um  den  Mittelpunkt  33  und  bestimmt  zugleich 
den  Sehnittstrahl  der  Polarebene  ff  von  s  mit  der  Ebene  ff', 
so  erhält  man  in  dieser  Ebene  eine  Strahleninvolution.  Im 
Polarbündel  ist  also  jede  durch  iß  gelegte  Ebene  der  Träger 
einer  bestimmten  Strahlen  Involution  und  jeder  durch  Ü 
gehende  Strahl  die  Äxe  einer  bestimmten  Ebeneninvolution; 
sind  6  und  s  Polarebene  \uu\  Poiarstrahl,  so  liegen  die  ihnen 
zugehörigen  Involutionen  persj 
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§  8.    Einige  allgemeins  Eigens ohaften  des  Polarbündels. 

Unter  den  sämtlichen  Strahlen-  und  Ebenen -Involutionen, 
welche  in  einem  Polarbiindel  enthalten  sind,  kann  es  hyper- 
bolische, parabolische  und  elliptische  geben ;  die  parabolischen 
erfüllen,  wie  wir  sehen  werden,  einen  gewissen  Ort,  die 
andern  gewisse  Gebiete,  welche  durch  jenen  Ort  von  einander 
getrennt  werden. 

Im  allgemeinen  werden  Polarebene  und  Polarstrahl  eines 
Polarbündels  nicht  in  einander  liegen;  suchen  wir'zunächst 
solche  besondere  Ebenen  im  Bündel  (®)  auf,  deren  Polar- 
strahlen  in  ihnen  selbst  liegen.  Wenn  eine  Ebene  [^J/,]  =  U 
(§  7),  welche  in  l  die  Ebene  t  schneidet,  ihren  Polarstrahl 
selbst  enthalten  soll,  so  mufs  die  Ebene  [a^^j^],  welche 
sowohl  den  Polarstrahl  s  als  auch  den  Strahl  (  enthält,  mit 
der  vorigen  zwei  Strahlen  gemein  haben,  die  zusammenfallen, 
d.  h,  es  musa  x  mit  y  und  j/,  mit  x^  zusammenfallen,  oder 
die  gesuchte  Ebene  a  muls  eine  Beröhrungsebene  des  Kegels 
sein,  welcher  das  Erzeugnis  der  beiden  ursprünglich  gegebenen 
projektivischen  Büschel  ©[«I  und  i8[a:||  ist.  In  diesem  Falle 
wird  der  Polarstrahl  s  der  vierte  harmonische  zu  l  zugeordnete 
und  ist  als  Schnittstrahl  zweier  unendlich-naher  Berührungs- 
ebenen ([a^a;,]  und  [j/^i])  d.  h.  als  Berührungsstrahl  oder 
Kegelstrahl  erkennbar. 

Eine  Eerührungsebene  des  Kegels  [des  Erzeugnisses  der 
gegebenen  projektivischen  Büschel  S[3;|  und  iö|a:J]  hat  also 
zu  ihrem  Polarstrahl  den  in  ihr  liegenden  Kegelstrahl  (Be- 
ruh rungsstrahl),  und  umgekehrt  hat  ein  Kegelstrahl  zu  seiner 
Polarebene  die  ßerührungsebene  am  Kegel  längs  dieses 
Strahles.  Berührungsebene  und  Kegelstrahl  erscheinen  hier- 
nach als  besondere  Fälle  von  Polarebene  und  Polarstrahl; 
die  zugehörigen  Strahlen-  und  Ebeneninvolutionen  nehmen 
in  diesem  Falle  den  parabolischen  Charakter  an.  Da  die 
Strahlen  und  Berühraugs ebenen  des  Kegels  unabhängig  sind 
von  der  Erzeugung  desselben  durch  die  ursprünglichen  Büschel 
^\x\  und  ®l3;i|,  so  bleiben  auch  die  parabolischen  Strahlen- 
und  Ebeneninvolutionen  unabhängig  von  der  Erzeugung  des 
Kegels.  Sie  trennen  die  Gebiete  der  hyperbolischen  und 
elliptischen  Involutionen  von  einander. 
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Nehmen  wir  einen  Btrahl  s  (durch  93)  als  die  Äse  einer 
hyperbolischen  Ebeneninvolution  im  Polarbündel  an,  so  müssen 
die  beiden  Asymptoten  ebenen  derselben  offenbar  Berührungs- 
ebeaen  des  Kegels  sein,  weil  ihre  Polarstrablen  in  ihnen  selbst 
liegen;  also  die  Polarebeue  ö  des  Strahls  s  ist  nichts  anderes, 
als  diejenige  Ebene,  welche  die  beiden  Berührungsstrahlen 
der  dureb  s  an  den  Kegel  gelegten  Beruh rungaebenen  ver- 
bindet. Diese  Ebeneninvolution  ist  aber  durch  die  beiden 
Äsymptotenebenen  vollständig  bestimmt,  also  auch  unabhängig 
von  der  Erzeugung  des  Kegels.  Ebenso  ist  der  Polarstrahl  s 
einer  Ebene  ff,  welche  den  Kegel  in  zwei  Strahlen  schneidet, 
nichts  anderes  als  die  Schnittlinie  der  beiden  Berübrungs- 
ebenen  des  Kegels  längs  jenen  Strahlen  und  die. Strahle ninvolii- 
tion,  welche  einer  Ebene  ö  im  Polarbündel  zugehört,  hat  zu 
Asymptoten  die  beiden  Kegeistrahlen ,  in  welchen  die  Ebene 
G  den  Kegel  schneidet. 

Für  den  hyperbolischen  Fall  sind  also  ebenso  wie  für 
den  paraboliseben  Fall  Polarebene  und  Polarstrahl  mit  ihren 
Involutionen  imabhängig  von  der  ursprünglichen  Erzeugung 
des  Kegels.  Hyperbolische  Strahlen  s  sind  diejenigen  in  dem 
ganzen  Gebiete  aufserbalb  des  Kegels,  welclies  von  sämtlichen 
Berührungs ebenen  des  Kegels  erfüllt  wird;  hyperbolische 
Ebenen  ff  alle  diejenigen,  welche  den  Kegel  in  reellen  Strahlen- 
paaren schneiden.  Jetzt  bleiben  für  das  übrige  Gebiet  nur 
noeii  die  elliptischen  Involutionen.  Dafs  auch  diese  unab- 
hängig sind  von  der  ursprünglichen  Erzeugung  des  Kegels, 
folgt  daraus,  dafs  die  hyperbolischen  und  paraboliseben  es 
sind  und  die  elliptischen  vermittelst  der  hyperbolischen  kon- 
struiert werden  tonnen. 

Nehmen  wir  einen  Strahl  s  (durch  SB)  als  die  Axe  einer 
elliptischen  Ebeneninvolution  im  Polarbündel  an,  so  darf 
keine  Berührungsebene  des  Kegels  durch  ihn  gehen ;  er  mufs 
also  ganz  in  dem  Gebiete  innerhalb  des  Kegels  liegen,  welches 
von  keiner  Berührungsebene  getroffen  wird.  Hieraus  folgt, 
dass  jede  durch  s  gelegte  Ebene  ff'  eine  hyperbolische  sein 
mufs,  d,  h.  den  Kegel  in  zwei  reellen  Strahlen  schneidet; 
denn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  müfste  die  Ebene  ff'  ganz 
in  dem  von  den  ßerührungsebenen  erfüllten  Gebiete  liegen, 
und  es  müfsten  in  jedem  durch  23  gebenden  Strahle  der  Ebene 
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u"  (also  auch  in  s)  zwei  Beriihrungs ebenen  des  Kegels  sich 
schneiden,  was  gegen  die  Voraussetzung  ist.  Die  Polar  ebene 
ö  des  elliptischen  Strahls  s  ist  aber  offenbar  der  Träger  einer 
elliptischen  Strahl eninvolntion  wegen  der  perspektivischen 
Lage  zweier  Involutionen,  deren  Träger  Polarebene  und  Polar- 
strahl sind. 

Wir  nennen  kurz  elliptischen  oder  hyperbolischen  Strahl 
im  Polarböndei,  elliptische  oder  hyperbolische  Ebene  solche, 
welche  die  Axen  oder  Träger  bez,  zugehöriger  elliptischer 
oder  hyperbolischer  Involutionen  sind,  und  haben  demgemäls 
folgendes  Verhalten: 

Durch  einen  elliptischen  Strahl  im  Polarbündel  gehen 
nur  hyperbolische  Ebenen,  in  einer  elliptischen  Ebene  liegen 
nur  hyperbolische  Strahlen;  durch  einen  hyperbolischen  Strahl 
gehet!  sowohl  elliptische,  als  auch  hyperboUache  Ebenen, 
welche  durch  zwei  parabolische  Ebenen  (Berührungsebenen) 
von  einander  getrennt  werden;  in  einer  hyperbolischen  Ebene 
liegen  sowohl  elliptische  als  auch  hyperbolische  Strahlen, 
welche  durch  zwei  parabolische  Strahlen  (Kegelstrahlen)  von 
einander  getrennt  werden. 

Konjugierte  Strahlen  im  Polarbündel  (oder  in  Bezug 
auf  den  Kegel)  heifsen  zwei  solche  Strahlen  durch  ^,  welche 
lionjugierte  Strahlen  in  derjenigen  Strahleninvolution  sind, 
deren  Träger  die  Verbindungsebene  beider  Strahlen  ist,  oder 
auch:  zwei  solche  Strahlen,  von  denen  jeder  in  der  Polar- 
ebene des  andern  liegt. 

KonjugierteEbenenimPolarbUndelheiisen  zwei  solche 
Ebenen  durch  S&,  welche  konjugierte  Ebenen  in  derjenigen 
Ebeneninvolution  sind,  deren  Axe  die  Schnittlinie  beider 
Ebenen  ist,  oder  auch:  zwei  solche  Ebenen,  deren  jede  durch 
den  Polarstrahl  der  andern  geht. 

Konjugierte  Strahlen  und  Ebenen  im  Polarbündel  bieten 
mehrere  bemerkenswerte  Sätze  dar: 

Wenn  wir  in  einer  beliebigen  durch  S  gelegten  Ebene 
£  einen  veränderlichen  Strahl  x  bewegen,  so  ist  das  von  ihm 
beschriebene  Strahlenbiischel  projektivisch  mit  dem  Ebenen- 
büschel, welches  die  Polarebene  |  des  Strahles  x  beschreibt; 
möge  diese  Polarebene  §  irgend  eine  zweite  durch  ©  gelegte 
Ebene  t   in  dem  Strahle  x'  schneiden,  so  sind  x  und  cc'  kon- 
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jugierte  Strahlen  im  Polarbüudel  und  beschreiben  in  deu 
Ebenen  e  und  b  zwei  projektivische  Strahlenbüsehel,  Deni 
Schnittstrahl  |  i  e'  |  entspricht,  weil  er  in  beiden  Ebenen  liegt, 
je  einmal  ein  konjugierter  Strahl  in  jeder  der  beiden  Ebenen 
und  die  Ebene  t,  welche  diese  beiden  Strahlen  verbindet, 
raufs  die  Polarebene  des  Strahles  |££'|  sein,  weil  sie  zwei 
zu  ihm  konjugierte  Strahlen  enthält.  Wir  wissen  aber  (§  7), 
dai'a  in  der  Ebene  r  allemal  die  Schnittlinie : 

\xy,  x'y\ 
liegen  mnfs,  wo  xx'  und  yy  irgend  zwei  Paare  konjugierter 
Strahlen  in  den  Ebenen  £  und  s  bedeuten ;  folglich  liegt  der 
Sclmittstrahl  \xy',  x'y\  in  der  Polarebene  des  Sehnittstrahls 
\xy,x'y'\,  d.h.  diese  beiden  Strahlen  sind  ebenfalls  konjugierte. 
Wir  haben  also  folgenden  Satz: 

Wenn  im  Polacbiindel  (©)  irgend  zwei  Paare 
konjugierter  Strahlen  xx  und  yij  sind,  so  sind  die 
Strahlen 

\xy',  x'y\     und     \xy,  xy'\ 
allemal  ein  drittes  Paar  konjugierter  Strahlen. 

Und  in  gleicher  Weise  gilt  der  polar-gegenüberstehende 
Satz: 

Wenn  im  Potarböndel  (ß)  irgend  zwei  Paare 
konjugierter  Ebenen  |S'  und  ijij'  sind,  so  sind  die 
Verbindungsebenen: 

[In,  ^n\   ^»1    ll'^,  S'VJ 

allemal  ein  drittes  Paar  konjugierter  Ebenen, 

Wenn  wir  irgend  zwei  konjugierte  Strahlen  xx'  im  Polar- 
bündel  durch  eine  Ebene  verbinden  und  von  derselben  den 
Polarstrahl  x"  nehmen,  so  ist  offenbar  nicht  blofs  x"  der 
Polarstrahl  der  Ebene  \xx"\,  sondern  auch  x  der  Polarstrahl 
der  Ebene  [/«"]  und  /  der  Polarstrahl  der  Ebene  [a^a;"];  es 
ist  also  jeder  der  drei  Strahlen  xx'x"  der  Polarstrahl  der  die 
beiden  übrigen  verbindenden  (gegenüberliegenden)  Ebene,  und 
zugleich  jede  der  drei  Ebenen  \xx~\,  [_xx  '],  \x'x"'\  die  Poiar- 
ebene  des  dritten  (^gegenüberliegenden)  Strahles.  Ein  solches 
Tripel  von  Strahlen  und  gleichzeitig  Ebenen  nennt  man 
ein  Polardreikant  und  gleichzeitig  Polardreiflach  im 
Polarbundel, 
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Ist  einer  von  drei  Strahlen  eines  Polardreikants  ein 
elliptischer,  so  müssen  nach  dem  Vorigen  die  beiden  durch 
ihn  gehenden  Ebenen,  also  auch  die  beiden  übrigen  Strahlen 
des  Polardreikants  hyperbolische  sein;  ist  dagegen  einer  der 
drei  Strahlen  eines-  Polardreikants  hyperbolisch,  so  mufs  die 
ihm  gegenüberliegende  Ebene  auch  eine  hyperbolische  sein, 
und  da  die  beiden  in  ihr  liegenden  konjugierten  Strahlen  des 
Polardreikants  durch  die  Asymptoten  harmonisch  getrennt 
werden,  so  mufs  einer  derselben  ein  elliptischer,  der  andere 
ein  hyperbolischer  sein;  wir  haben  also  wie  im  vorigen  Fall 
dasselbe  Ergebnis; 

Von  den  drei  Strahlen  eines  Polardreikants 
(und  den  drei  Ebenen  eines  Polardreiflachs)  ist 
immer  einer  (eine)  elliptisch  und  die  beiden  anderen 
hyperbolisch. 

Nehmen  wir  zwei  beliebige  Paare  konjugierter  Strahlen: 
xx     und     yy' 
und  seien  die  Polarstrablen  der  Ebenen  \xx\  und  {yy"\  durch 
x"  und  y"  bezeichnet,   dann  haben  wir  zwei  Polardrei  kante; 

xx'x"    und    y^y"\ 
da  nun  nach  dem  vorigen  Satze  die  beiden  Strahlen 

\xy',  x'y\     und     \3)y,  a//[ 
auch  konjugierte  Strahlen  sein  müssen,   also  der  eine  in  der 
Pülarebenu   des  andern   liegen  mufs   und  die  Polarebene  des 
erstcren  die  Verbind  imgsebene  der  beiden  Strahlen: 

\x'3f',  yy"\    und    \scx",  y'y"\     ist, 
so  müssen  die  drei  Strahlen: 

\xy,  x'y\,     \xx",  y'y"\,     \x'x",  yy"\ 
in   einer  Ebene  liegen;    diese   sind  aber    die    Durchschnitts- 
linien  der  gegenüberstehenden  Seitenflächen   eines  einfachen 
Sechskants : 

x'  x"  X  y  y"  y', 
dessen  sechs  Kanten  infolge  der  Umkehrung  des  P  a  s  c  a  1  sehen 
Satzes  auf  einem  Kegel  liegen  müssen;  wir  erhalten  also  denSatz: 

Die  sechs  Strahlen  zweier  Polardreikante  im 
Polarbündel  sind  allemal  sechs  Strahlen  eines 
Kegels,  und  ebenso  den  polaren  Satz; 


y  Google 


40        §  S.    Biaigö  allgemeine  Eigousoliaften  des  rolai'büiidGla, 

Die  secha  Ebenen  zweier  Folardreif lache  im 
Poiarbündel  sind  allemal  sechs  ßerührungsebeaea 
eines  Kegels. 

Eine  weitere  Folge  des  obigen  Satzes  liefert  eine  Be- 
ziehung zwischen  irgend  einem  Dreikant  und  seinem  Polar- 
dreiflach. 

Seien  drei  beliebige  durch  den  Mittelpunkt  33  eines  Polar- 
bündels gezogene  Strahlen  xy  z  und  ihre  drei  Polarebenen 
I  »j  £;  bezeichnen  wir  die  Schnittlinien; 

\n^\^x-,    \m='y,   \U\-^', 

Dann  sind  offenbar  x'  und  y  ein  Paar  konjugierter  Strahlen 
Lind  ebenso  auch  y'  und  x,  mithin  nach  dem  vorigen  Satze 
auch 

\xy,  «VI  und  \xx',  yy\ 
ein  drittes  Paar  konjugierter  Strahlen;  nun  ist  aber  [«'y']  ==  t, 
die  Polarebene  von  3  und  [xy'\  die  Polar  ebene  von  ||ij|  =  s', 
also  der  Strahl  \xy,  x'y'\  der  Polarstrahl  der  Ebene  [s/j,  in 
in  welcher  notwendig  der  zweite  Strahl  \xx',  yy' \  liegen 
muaa,  d,  h. 

Die  drei  Ebenen  [a^a^],  \jiy"\,  [ßz"\  schneiden  sich- in 
einem  Strahle  und  daher  gilt  der  Satz: 

Im  Polarbündel  liegen  ein  beliebiges  Dreikant 
und  seine  Polarfigur  perspektivisch  d.  h. 

Sind  'X  ij  s  drei  beliebige  Strahlen  im  Poiarbündel  und 
ihre  Polarebenen  | )/  £,  und  bezeichnen  wir  die  Schnittlinien : 

W,-"',    ItSI-s,   IM-t! 

und  die  V erbind ungs eben en : 

so  schneiden  sich  sowohl  \a:x''\,  [«/j/'j,  [^^']  in  eineiu  Strahle, 
als  auch  liegen  [SS'li  \1]^'\■,  !SS'|  in  einer  Ebene  und  diese 
ist  die  Polarebene  des  vorigen  Strahls. 

Zu  den  Kegelstrahlen  (parabolischen  Strahlen  des  Polar- 
bündels) steht  ein  beliebiges  Polardreikant  in  eigentdmlicher 
Beziehung,  die  wir  noch  hervorheben  wollen: 

Seien  x  y  s  die  drei  Kanten-  eines  Polardreikants  im 
Polarbündel  (oder  in  Bezug  auf  den  Kegel),  und  wird  durch 
einen  Polarstrahl  x  eine  solche  Ebene  gelegt,  welche  den 
Kegel  in  zwei  reellen  Strahlen  h  und  c  schneidet;  möge  ferner 
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die  Ebene  [cy]  dem  Kegel  iu  dem  zweiten  Kegelstrahl  w  lie- 
gegneii,  dann  mufa  die  Ebene  [ys],  als  Polarebene  von  x 
durcli  den  vierten  harmonischen  Strahl  x'  gehen,  so  dafs 

{icxx')  =  —  1 
ist  und  ebenso  mufs  die  Ebene  [xe],   als  Polarebene  von  3/, 
durch  den  vierten  harmonischen  Strahl  f/  gehen,  so  dafs 

(catiy-)  =  -  1 
ist;  aus  der  Gfleichheit  der  Doppel  Verhältnisse 

,  {cixx')  =  {cay'y) 
folgt  die  Projektivität  und  ans  der  Koinzidenz  von  c  die  per- 
spektivische Lage  der  beiden  ebenen  Strahlenbüschel,  so  dals 
also  die  drei  Ebenen; 

[ab],  [xy],  [x'y] 
eich  in  einem  Strahle  schneiden  müssen;  die  Ebene  [xi/\  ist 
aber  identisch  mit  [0:0]  und  die  Ebene  [yif]  identisch  mit  [j/s], 
also  die  Schnittlinie  ja^2/',  3;'j;|  =  suud  daher  mufs  [dt]  durch 
s  gehen;  die  drei  Flächen  des  Dreikants  abc  gehen  also 
durch  die  drei  Strahlen  xys  des  Polardreikants;  [6c]  durch  x, 
[ca]  durch  y,  [ab]  durch  s. 

Durch  Veränderung  der  ersten  durch  x  gelegten  Ebene  er- 
halten wir  unendlich  viele  dem  Kegel  einbeschriebene 
Dreiflache,  deren  Ebenen  durch  die  drei  Kanten 
eines  gegebenen  Polardreikanta  gehen. 

Halten  wir  andererseits  in  der  Figur  den  Strahl  c  und 
den  Strahl  0  fest,  verändern  aber  das  Paar  konjugierter 
Strahlen  x  und  ^  in  der  fest  bleibenden  Polarebene  von  0, 
welches  die  dieserEbene  zugehörige  Strahle ninvolution  erzeugt, 
so  werden  die  Ebenen  [cx'j  und  [ci/]  eine  Ebeneninvolution 
erzeugen,  und  während  die  Kegelstrahlen  a  und  b  sieh  ver- 
ändern, wird  die  Verbindungsebene  [ai]  durch  den  festen 
Strahl  s  laufen.     Wir  erhalten  hierdurch  folgenden  Satz: 

Wenn  man  irgend  einen  Kegelstrahl  (c)  mit  den 
Strahlenpaaren  der  einer  beliebigen  Ebene  im 
Polarbiindel  zugehörigen  Strahleninvolution  durch 
Ebenenpaare  verbindet,  so  durchschneiden  die- 
selben den  Kegel  zum  andern  Maie  iu  Strahlen- 
paaren  {ab),    deren  Verbindungsebene  durch  einen 
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festen    Strahl    iäuft,    den    Polar  strahl   der    ebenen 
Strahieninvolution. 


Oder  umgekehrt; 
Wenn  man  e 
i  einer  Ebenen 


non  beliebigen  Kegelstrahl  zur 
linvolution  wählt,  so  durchbohren 
tlie  Ebenenpaare  derselben  den  Kegel  zum  andern 
Male  in  Strahlenpaaren,  deren  Verbindungsebene 
durch  einen  festen  Strahl  läuft,  welcher  ein  ellip- 
tischer oder  hyperbolischer  Strahl  ist,  je  nachdem 
die  gegebene  Ebenen  Involution  elliptisch  oder 
hyperbolisch  ist. 

Wir  unterdräcken  die  weitere  Urakehrung  dieses  Satzes, 
sowie  die  Aussprache  des  polaren  Nebensatzes. 

In  dem  Vorstehenden  sind  die  hauptsächlichsten  allge- 
meinen Eigenschaften  des  Polarbündels  abgeleitet  aus  der 
Konstruktion  desselben  vermittelst  der  Elemente  der  pro- 
jektiviechen  Gebilde,  welche  den  Kegel  erzeugen,  der  die 
parabolischen  Elemente  des  Polarbündels  enthält.  Wir  können 
aber  auch  das  Polarbünde]  konstruieren  durch  gewisse  Be- 
stimmungsstücke aus  seinen  eigenen  Elementen,  nämlich: 
Polarstrahlen  und  Polarebenen,  konjugierte  Strahlen  und 
konjugierte  Ebenen,  Polardreikante  und  Polardreiflache,  unab- 
hängig davon,  ob  das  Polarbündel  parabolische  Elemente 
enthält  oder  nicht.  In  der  That  führen  solche  Konstruktionen 
(vgl.  Th.  d.  K.  §  58)  auch  zu  Polarbündeln,  welche  kein 
einziges  parabolische^  Element  besitzen.  In  diesem  Falle  sagen 
wir,  der  Kegel  sei  imaginär  und  in  dem  Poiarbündel  haben 
wir  ein  reelles  Gebilde  als  Vertreter  des  imaginären  Kegels. 
Alle  übrigen  Eigenschaften  des  Polarbündels  bleiben  unver- 
ändert bestehen,  nur  diejenigen  hören  auf,  welche  sieh  auf 
die  parabolischen  Elemente  (Kegelstrahlen  und  Berührungs- 
ebenen) beziehen.  Sämtliche  Strahlen-  und  Ebenen  Invo- 
lutionen in  einem  solchen  Polarbündel  sind  natürlich  ellip- 
tische, und  ein  solches  Polarbündel  heifst  daher  ein  ellip- 
tisches, gegenüber  dem  hyperbolischen,  dessen  Kegel 
der  Kern  des  Polarbündels  genannt  wird. 

Der  elliptische  oder  hyperbohsche  Charakter  des  Polai'- 
bündels  wird  am  einfachsten  erkannt  aus  den  Involutionen 
zweier  konjugierter  Strahlen  oder  Ebenen: 
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1)  Siud  irgend  zwei  konjugierte  Strahlen  im  Polarbündet 
die  Axen  zweier  zugehöriger  elliptischer  Ebeueninvolutäonen, 
so  sind  sämtliche  Ebenen-  und  Strahleninvolutionen ,  die  im 
Polarhündel  vorkommen,  elliptisch;  das  Polarbündel  ist  ein 
elliptisches  und  besitzt  keinen  reellen  Kemkegel. 

2)  Wenn  dagegen  von  den  Ebeneninvolutionen,  welche 
zweien  konjugierten  Strahlen  im  Polarhündel  zugehören,  nur 
eine  (oder  beide)  hyperbolisch  sind,  so  ist  das  Polarhündel 
ein  hyperbolisches  und  hat  einen  reellen  Kernkegel.  Die 
Involutionen  zerfallen,  wie  wir  gesehen  haben,  in  hyper- 
bolische und.  elliptische,  welche  durch  die  parabolischen 
(Kegelstrahlen  und  Berührangsehenen)  von  einander  getrennt 
werden. 

Nehmen  wir  im  Falle  1)  zwei  beliebige  konjugierte  Ebenen 
des  Polarhündels  und  die  ihnen  zugehörigen  Strahleninvo- 
lutionen als  elliptisch  an;  sei  a  die  Schnittlinie  der  beiden 
Träger,  b  und  c  die  dem  a  konjugierten  Strahlen  in  den  beiden 
Strahleniuvolutionen ,  so  dal's  also  «Je  ein  Polardreikant  im 
Bündel  ist.  Schneidet  endlieh  eine  beliebige  Ebene  e,  die 
durch  den  Mittelpunkt  des  Bündels  gelegt  wird,  die  Ebenen 

[»i|,    [6  c],     [««] 
in  den  Strahlen 

5,  X,  y, 
so  werden  in  den  beiden  konjugierten  Ebenen  [o&]  und  [ac] 
die  zu  s  und  y  konjugierten  Strahlen  s  und  y  der  Annahme 
gemäfs  so  liegen  müssen,  dafs  sowohl  die  Strahlenpaare  ah 
und  ss',  als  auch  die  Strahlenpaare  ac  und  yy  einander 
trennen.  Nun  ist  aber  von  y  die  Polarebene  offenbar  \hy'\ 
und  von  s  die  Polarebene  [cs'j;  schneiden  sich  daher 

\hy,  tg'i=Ä- 
in  dem  Strahle  s,  so  ist  s  der  Polarstrahl  zur  Ebene  s. 

Nun  ist  bekanntUch  der  Werf  eines  Doppel  Verhältnisses 
negativ  oder  positiv,  je  nachdem  das  eine  Paar  zugeordneter 
Elemente  durch  das  andere  Paar  getrennt  wird  oder  nicht; 
folglicii  sind  unserer  Annahme  gemäl's  die  Doppelverhältnisse : 

y  [a  &  c  2]  negativ , 

s[ac6y]  negativ. 


y  Google 


44        §  8.    Einige  allgcmoitie  Eigenschaften  des  Polarbiindeis . 

Wenn  aber  s[aic0]  negativ  ist,  so  mnCs  s[ac^b]  positiv  sein, 
und  weil  das  Produkt: 

s[ac^h]  .s[acby]=s[acsy] 
den  ersten  Faktor  links  positiv,   den  zweiten  negativ  hat,  so 
ist  es  negativ.     Da  also  das  Doppel  Verhältnis : 

slacsy] 
negativ  ist,  so  mufs  s[ayc0^  positiv  sein,  oder,  was  dasselbe 
ist  s[eisay^  positiv;    nun  ist    aber    der  Voraussetzung  na«h. 
s[c3&a]  negativ,  also  das  Produkt: 

sicsia]  .  s[c3ay]  =s[csi!/] 
negativ  und  hieraus  folgt,  daFs  das  Ebenenpaar  [sc],  [ss]  durch 
das  Ebenenpaar  [sb],  [sy]  getrennt  werden  niufs.  Die  dem 
Strahl  5  im  Polarbflndel  zugehörige  Ebeneniiivolution  ist  also 
notwendig  eine  elhptische,  ebenso  wie  die  der  Ebene  s  zu- 
gehörige Strahlen  in  volution ,  welche  mit  der  Ebeneninvolution 
perspektivisch  liegt.  Da  nun  die  Ebene  s  ganz  willkürlich 
im  Polarbündel  angenommen  war,  so  enthalten  sämthche 
Ebenen  und  also  auch  sämtliche  Strahlen  des  Polarbttndels 
in  diesem  Falle  elliptische  Involutionen.  Die  einzige  Aus- 
nahme, bei  welcher  der  von  uns  geführte  Nachweis  illusorisch 
wird,  macht  die  Ebene  [bc]  und  ihr  Polarstrahl  a;  denn  so- 
bald die  willkürliche  Ebene  t  in  die  Lage  von  [bei  rückt,  geht 
s  nach  a  und  die  vorige  Betrachtung  läfst  uns  im  Stich. 
Wir  können  aber  auch  für  die  Ebene  [bc]  den  elliptischen 
Charakter  auf  folgende  Art  nachweisen: 

Die  dem  Strahle  s  zugehörige  Ebeneninvolution  ist,  wie 
wir  nachgewiesen  haben,  eine  elliptische,  und  wir  kennen  von 
ihr  drei  Paare  konjugierter  Ebenen,  nämlich: 

[s&],  [sy'],         [sc],  [s2]         und         [s«],  [sx], 
von  denen  jedes  Paar   ein  anderes  trennen  mufs. 

Da  nun  das  Doppel  Verhältnis  s[acby]  der  Annahme  nach 
negativ  igt,  so  mufs  s[abcy]  positiv  sein;  da  iernex  s[axby\ 
negativ  ist,  so  mufs  auch  s[ffifiic^]  positiv  sein,  folglich  auch 
das  Produkt: 

s[abcy]  .  s[ahyx]  =  s[al>cx] 
positiv  d.  h.  slabcx]  ist  positiv. 

Zweitens  haben  wir  der  Annahme  nach  s[ahcß]  negativ. 
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folglich  slacbs]  positiv,  ferner  s[axc0]  negativ,  also  s[acics] 
positiv,  mithin  auch  das  Produkt: 

s[ache]  .  s[acsx]  =slachx} 
positiv,  d.  h,  s[acbx]  ist  positiv. 

Weil  aber  s{ahcx]  und  s[achx}  beide  positiv  sind  uud 
zusammen  1  geben,  so  mui's  der  Wert  eines  jeden  von  beiden 
unter  1  liegen,  folglich  mak  das  Doi>i)elverhältniB 

s{bcax] 
negativ  sein,  d.h.  die  Ebene  [s6J  und  [sc]  werden  durch  die 
Ebenen  [sa]  und  [sx]  getrennt;  mithin  werden  auch  die  Ebenen 
[ai]  und  [ac]  durch  die  Ebenen  [as]  und  [asc]  getrennt,  also 
ist  die  Ebeneninvolution  des  Strahles  «  eine  elliptische  d.  b. 
die  drei  Strahlen  des  Polarbündels  ahc  also  auch  die  drei 
Ebenen  [bc\,  [ca],  [ha]  sind  sämtlich  elliptischen  Charakters. 

In  dem  andern  Falle  2)  aber,  sobald  nur  irgend  ein 
hyperbolischer  Strahl  oder  eine  hyperbolische  Ebene  im  Polar- 
bündel vorkommen,  giebt  es  natürlich  parabolische  Elemente, 
also  einen  reellen  Eernkegel. 

Ein  besonders  einfacher  Fall  von  Polarbündeln  elliptischen 
Charakters  ist  das  orthogonale  Polarbündel;  wir  ver- 
stehen darunter  sämtliche  Strahlen  x  und  die  darauf  recht- 
winkligen {Ibenen  |  als  Polarstrahlen  und  Polarebenon  durch 
den  Mittelpunkt  3i  des  Bündels  gelegt.  Dieses  Gebilde 
erfüllt,  wie  unmittelbar  ersichtlich,  alle  Bedingungen  des 
Polarbündels ,  indem  alle  Strahlen-  und  Ebeneninvolutionen 
orthogonale  werden,  und  die  projektivische  Beziehung  in 
Gleichheit  übergeht;  auch  ist  ersichtlich,  dafs  das  orthogonale 
Polarbündel  keine  parabolischen  Elemente  d,  h.  keinen  reellen 
Kernkegel  haben  kann, 

Sueben  wir  den  Durchschnitt  dieses  besonderen  (ortho- 
gonalen) Polarbündels  mit  der  unendlich-entfernten  Ebene 
Sa.  auf,  so  haben  wir  in  derselben  ein  ebenes  elliptisches 
Polarsystem  mit  imaginärer  Kernkurve  und  erkennen  zugleich 
welchen  besonderen  Charakters  dieser  imaginäre  Kegelschnitt 
sein  mufs.  Irgend  eine  Ebene,  durch  den  Mittelpunkt  des 
Polarbündels  gelegt,  schneidet  nämlich  aus  demselben  eine 
orthogonale  (cirkulare)  Strahleninvolution  aus,  deren  imaginäre 
Doppelstrahlen  nach   den  beiden  unendlich -entfernten  imagi- 
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nären  Kreispunkten  hingehen  (Th.  d.  IC.  S.  78,  162),  durch 
welche ,  unserer  Auffassung  nach ,  sämtliche  Kreise  der 
Ebene  hindurchgehen.  Denken  wir  uns  demgemäls  um  den 
Mittelpunkt  *B  des  Polarbündeb  eine  behebige  Kugel  gelegt, 
so  schneidet  dieselbe  ««  in  allen  denjenigen  imaginären 
Punkten ,  welche  als  imaginäre  Ereispunkte  auf  irgend  einer 
Ebene,  die  e,,  in  einer  unendlich- entfernten  Geraden  schneidet, 
aufzufassen  sind.  Da  aber  eine  Ebene  eine  Kugel  im  all- 
gemeinen in  einem  Kreise  schneidet,  so  halten  wir  dies  kon- 
sequent auch  für  den  imaginären  Schnitt  mit  c«  fest  und 
sprechen  von  dem  imaginären  Kreise  in  der  unendlich- 
entfernten  Ebene;  durch  ihn  gehen  sämtliche  Kugeln,  die 
irgendwie  im  Räume  liegend  angenommen  werden,  und  wir 
haben  ihn  als  einen  unveränderlichen  ein  für  alle  Mal  ge-' 
gebenen  aufzufassen,  der  durch  keine  Verschiebung  des 
Baumes  geändert  wird.  Das  orthogonale  Polarhündel. 
hat  einen  imaginären  Kernkegel,  dessen  Strahlen 
von  dem  Mittelpunkte  S8  des  Bündels  nach  dem 
imaginären  Kreise  der  unendlich-entfernten  Ebene 
hingehen.  Jedes  irgendwie  im  ßaume  gestellte  orthogonale 
Polarbündel  schneidet  aber  f«,  immer  in  demselben  ebenen 
Polarsystem,  folglich  bleibt  auch  der  imaginäre  Kreis  in  £«, 
immer  derselbe,  und  alle  Kugeln  im  Räume  müssen  durch  ihn 
gehen. 

§  9.    Die  Hauptaxen  und  Hauptebenen  des  Polarbündels. 

Bei  dem  zuletzt  betrachteten  orthogonalen  Polarbündel 
fanden  wir  sämtliche  Polardrei  kante  als  Tripel  rechtwinkliger 
Strahlen;  es  drängt  sieh  daher  die  Frage  auf,  ob  in  dem 
allgemeinen,  beliebig  gegebenen  Polarbündel  auch  solche 
rechtwinklige  Polardreikante  vorkommen.  Unmittelbar  leuchtet 
ein,  dafs  höchstens  ein  solches  Tripel  von  Strahlen  vorkom- 
men kann  im  allgememen  Polarhtlndel ;  denn  kämen  zwei 
vor,  so  wäre  dasselbe  dadurch  schon  mehr  als  bestimmt  und 
zeigte  sich  als  orthogonales  Polarbündel.  Ob  aber  wirklich  und 
immer  ein  rechtwinkliges  Dreikant  als  Polardreikant  iui  Bündel 
vorhanden  ist,  erfahren  wir  durch  Beantwortung  der  Frage: 

Gieht  es  im  Polarbündel  einen  Strahl,  dessen 
Polarebene  zu  ihm  rechtwinklig  ist? 
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Legen  wii  dmc)  den  Mittelpunkt  Si  des  gegebenen  Polar- 
bündels einen  l>eliebjgeii  btrahl  x,  suchen  dessen  Polarebeiie 
I  auf  und  zugleich  seine  Normalebene  1,  (d.  b.  diejenige 
Ebene,  welche  auf  y  lechtwmklig  steht),  so  schneiden  sich 
die  Ebenen  §  k^  m  einem  fetrihle 

X  und  s  bjnd  dei  Kon^stiuktitn  zufolge  konjugierte  Strahlen 
im  Polaibundel  und  lechtwinklig  zu  einander,  weil  s  in  der 
Nonnalebene  von  /  hegt  Verändern  wir  jetzt  den  Strahl  x 
in  einer  beliebigen  durch  ib  gelegten  Ebene  £,  so  verändert 
sich  auch  §  und  beschieibt  auf  Grund  des  Polarbündela  ein 
Ebenenbüschel  [Z],  welches  piojektivisch  ist  mit  dem  Strahlen- 
büschel  \x\;  l  ist  der  Polarstrahl  der  Ebene  e.  Es  verändert 
sich  aber  auch  l,  und  beschreibt  ein  EbenenbKschel  [Z,], 
welches  projektiviseh-gleich  ist  mit  dem  Strahlenbüschel  \x\; 
l,  ist   die  Normale   der  Ebene  e.     Die  beiden  Ebenenbüschel 

m    und     i,[|,] 
sind   daher   unter  einander  projektiviseh  und  erzeugen  einen 
Kegel  Ä<^' .    Alle   Strahlen  s  =  [  |  gj  |    dieses   Kegels   besitzen 
also    die    verlangte   Eigenschaft,    rechtwinklige    konjugierte 
Strahlen  zu  sein  zu  dem  jedesmaligen  x. 

Legen  wir  jetzt  eine  zweite  Ebene  8  durch  iß  und  drehen 
in  ihr  einen  veränderliehen  Sti'ahl  x'  und  wiederholen  die 
vorige  Konstruktion,  so  erhalten  wir  einen  zweiten  Kegel, 
dessen  Strahlen  s'  dieselbe  Eigenschaft  haben,  wie  die  vorigen 
Strahlen  s. 

Die  beiden  Kegel  haben  nun  von  vom  herein  einen 
gemeinschaftlichen  Strahl  s^ ,  der  leicht  zu  ermitteln  ist.  Die 
beiden  Ebenen  e  und  e'  schneiden  sich  nämlich  in  einem 
Strahle  x^,  dessen  Polarebene  und  Normalebene  sich  in  s^ 
schneiden.  Für  diesen  besonderen  Strahl  s^,  der  beiden 
Kegeln  gemeinschaftlich  ist,  fallen  also  die  Sti'ahlen  x^  und 
Xq  zusammen.  Aul'serdem  schneiden  sich  aber  die  beiden 
Kegel  im  allgemeinen  noch  in  drei  andern  Strahlen  Sj  s^  s^ 
(Th.  d.  K.  §  54),  deren  jeder  die  Eigenschaft  haben  mufs, 
dafs  es  für  ihn  zwei  verschiedene  zu  ihm  rechtwinklige  und 
zugleich  konjugierte  Strahlen  x  und  x'  geben  mufs;  die 
Ebene,  welche  beide  verbindet,  muls  also  seine  Polarebene 
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sein  und  zugleich  auf  ihm  rechtwinklig  stehen.  Die  vorgelegte 
Aufgabe  läCst  daher  im  allgemeinen  drei  und  nur  drei  Auf- 
lösungen zu. 

Von  diesen  drei  Auflösungen  mufs  wenigstens  eine  (a.  a. 
a.  0.)  immer  reell  sein;  sei  dieser  reelle  Strahl  s,  und  seine 
zu  ihm  rechtwinklige  Polarehene  e, ,  dann  ist  diese  der  Tr^er 
einer  Strahl eninvolution  im  Polarbtlndel,  welche  immer  zwei 
reelle  rechtwinklige  konjugierte  Strahlen  (Axen)  hat;  diese 
sind  nichts  anderes,  als  die  beiden  übrigen  gesuchten  Strahlen 
Sj  und  S3,  denn  offenbar  ist  s^  der  Polarstrahl  der  Ebene  [Sj  S3] 
und  auf  ihr  rechtwinklig  und  ebenso  S3  der  Polarstrahl  der 
Ebene  [sj  s,]  und  auf  ihr  rechtwinklig ;  da  es  aber  nicht  mehr 
als  drei  solcher  rechtwinkliger  Paare  geben  kann,  so  sind 
dies  die  gesuchten;  die  drei  Strahlen 

und  die  drei  Ebenen 

-^J  =  [^283].       «2  =  [S3S,],       63  =   [SiSj] 

bilden  zugleich,  wie  wir  sehen,  ein  Polardreikant  und  Polar- 
dreiflach im  Bündel.     Also: 

Es  giebt  im  Polarbündel  immer  drei  reelle 
Strahlen,  deren  Polarebenen  zu  ihnen  rechtwinklig 
sind;  jene  sind  selbst  zu  einander  rechtwinklig  (bil- 
den ein  rechtwinkliges  Dreikant),  und  diese  sind  die 
Ebenen,  welche  je  zwei  von  ihnen  verbinden.  Die 
Strahlen  und  Ebenen  dieses  rechtwinkligen  Polar- 
dreikants und  Polardreiflachs  im  Bündel  heifsen 
die  Hauptaxen  und  Hauptebenen  desselben. 

Jede  der  Hauptebenen  ist  der  Träger  einer  Strahlen- 
involution, jede  der  Hauptaxen  die  Axe  einer  Ebeneninvolution 
im  Polarbündel.  Aus  unserer  frühem  Untersuchung  über 
die  Art  dieser  Involutionen  bei  jedem  Polar-Dreikant  oder 
-Dreiflach  folgt  in  dem  Falle  des  elliptischen  Polarbündels 
(mit  imaginärem  Kernkegel) ,  dafs  sämtliche  Involutionen 
elliptisch  sind,  dagegen  beim  hyperbolischen  Polarbündel 
(mit  reellem  Kemkegel): 

Von  den  drei  Hauptebenen  des  Kegels  schneiden 
zwei  denselben  in  reellen  Linienpaaren,  die  dritte 
nicht     (in     einem     imaginären     Linienpaar);      von 
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den  drei  Hauptaxen  ist  eine  elliptisch  (liegt  im 
inneren  Räume  des  Kegels,  welcher  von  keiner 
Berührungsebene  getroffen  wird),  die  beiden  an- 
dern sind  hyperboliscb  (die  Schnittlinien  von 
Paaren  reeller  Berührungaebenen  des  Kegels). 

Dasselbe  Resultat  folgt  auch  ans  einer  Beziehung  zwischen 
den  P.otenzen  der  drei  Strahleninvolutionen,  welche  in  den 
Hauptebenen  des  PoIarbÜudels  liegen.  Bezeichnen  wir  näm- 
lich abweichend  von  der  früher  gewählten  Bezeichnung  die 
drei  Hauptaxen  durch: 

«,     b,    c 
und  die  drei  Hauptebenen  durch: 

»  -  Itc], 

/s_[™i, 

y  -  [ab]; 
seien    die    Potenzen    der    Strahleninvolutionen   in    den    drei 
Hauptebenen  Ps„j  P^a,  Pab  d.  h.  indem  wir  irgendein  Paar 
konjugierter  Strahlen  in  der  [öc]-Ebene  durch  s:x,  in  der  [ca]- 
Ebene  durch  yy,  in  der  [t[&]-Ebene  durch  s/  bezeichnen: 

F.,  -  tg(J»)  .  tg(U)  =  ,j-„-,-'55^.y  =  ^, 

ft.  -  ig(cy)  ■  tg(»j,-)  _  ij(,-^jij5^  -  T-^  > 

F.,  -  tgCo«)  .  tg(<,/)  -  -^jf^-f-iuy  -  TT^- 

Denken  wir  uns  nun  irgend  eine  Ebene  rechtwinklig  zur 
«-Ase,  also  parallel  zur  [ftc]-Ebene  gelegt  m  der  Entfernung 
r  vom  Mittelpunkte  SB  des  Bündels,  so  wird  die  Durchschnitts- 
flgur  ein  ebenes  Polarsystem  sein ,  dessen  Mittelpunkt  in  dem 
Durchschnittspunkt  mit  der  a-Axe  liegt,  und  dessen  Haupt- 
axen die  Schnittlinien  mit  der  [ac]-Ebene  und  [ctöj-Ebene  sind. 
Die  Strahlen  in  volution  der  konjugierten  Durchmesser  dieses 
ebenen  Polarsystems  wird  parallel  und  gleich  sein  der  Strahlen- 
involution in  der  [&c]-Ebene  unseres  Bündels,  also  die  Potenz 
dieser  Involution  ist  Pjc;  nwo  läfst  sich  diese  leicht  ausdrücken 
durch  die  Potenzen  auf  den  beiden  Hauptaxen  des  ebenen 
Polai-systems ;  sie  ist  nämlich  gleich  dem  negativen  Quotienten 
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dieser  beiden  Potenzen  der  PtiiiktinTolutionen  auf  den  Haupt- 
axen*)  und  diese  sind: 

r^  .  tg  (as)  .  tg  {as)  =  r'^Fan, 

r"^  ■  tg  (ay)  .  ig  {aj/')  =  -f-  ■ 
Der  negative  Quotient  ist  also: 

oder: 

P,„.P„„.PöS=—   1. 

Da  das  Produkt  der  drei  Potenzen  dieser  Strahleninvolutionen 
in  den  drei  Hauptebenen  gleich  —  1  ist,  so  müssen  entweder 
alle  drei  elliptisch  oder  zwei  hyperbolisch  und  eine  elliptisch 
sein,  wie  oben  gefunden  wurde. 

Für  den  Fall  des  reellen  Kegels  sei  a  die  elliptische  Axe 
desselben,  durch  welche  die  beiden  hyperbolischen  Haupt- 
ebenen gehen;  jede  derselben  enthält  zwei  reelle  Strablen- 
paare  des  Kegels,  und  die  Halbierungslinien  der  Winkel  jedes 
Strahlenpaars  sind  die  Hauptaxen  des  Kegels;  die  Potenzen 
Paj  und  Pac  werden  also  die  Quadrate  der  Tangenten  der 
halben  Winkel,  welche  die  Kegelstrahlen  in  der  [ab]-  und  [ac]- 
Ebene  bilden,  (die  man  auch  Kegelöffinung  zu  nennen 
pflegt.)  Die  obige  Relation  liefert  die  Potenz  der  Strahlen- 
inTolution  in  der  dritten  (elliptischen)  Hauptebene,  aus- 
gedrückt durch  die  beiden  Kegelöffnungen. 


*)   Siehe   Th,  d.  K.  S.  453.     Bei  dev   Bestimmung   dei'  Hauptaxeii 
des  ebenen  Polarsystems  wurde  gefunden; 

Mx  .  Mx  =  I\     und    Jf  I .  Mg'  =  Pj , 
es  sind  aber  die  Vetliältnisse : 

und  %  (»58)  ,  fg  (aä)  ist  die  Potenz  der  Strableninvolution  der  kon- 
jugierten Durclmieasei',  welche  wir  mit  P^^  bezeiolmen  wollen.  Das 
Vorzeiolien  in  dem  Ausdruck: 


bestimmt  sich  leicht  daraus,  dafs  für  entgegengesetzte  Werte  Ton 
P„  und  Pj  die  Strahlen  Involution  der  konjugiei-ten  Durchmesser  hyper- 
bolisch, für  gleichartige  dagegen  ellipÜBct  werden  miifa;  also  gilt  nur 
das  untere  Zeichen. 
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Vermittelst  der  Haupiaxen  und  Hauptebeuen  des  Kegels 
können  wir  uns  leicht  eine  anschauliche  Vorstellung  von  der 
Gestalt  der  Kegeloberfläche  machen;  denn  sei  a  die  elliptische 
Kegelase,  also  die  [b  c]-Ebene  die  elliptische  Hauptebene,  und 
drehen  wir  um  a.  eine  veränderliche  Ebene ,  so  mufs  dieselbe 
allemal  zwei  reelle  Kegelstrahlen  ausschneiden,  und  diese  sind 
die  Asymptoten  der  Strahleninvolution,  von  welcher  die  Axe 
a  und  die  Schnittlinie  mit  der  [fcc]-Ebene  ein  Paar  konjugierter 
Strahlen  sind ;  da  aber  letztere  immer  rechtwinklig  auf 
einander  bleiben,  so  sind  sie  für  jede  dieser  Strahleninvolutionen 
die  Äsen  und  halbieren  also  allemal  die  Winkel  zwischen  den 
Asymptoten  und  hieraus  folgt: 

DieKegelstrahlen  liegen  paarweise  symmetrisch 
in  jeder  durch  eine  der  Hauptaxen  gelegten  Ebene 
zu  dieser  Hauptaxe. 

Hieraus  folgt  auch,  dafs  die  Kegelatrahlen  symmetrisch 
liegen  zu  der  [&c]-Ebene,  der  Normalebene  des  Strahls  a, 
und  demnach  teilt  auch  jede  der  drei  Hauptebenen 
den  Kegel  in  symmetrische  Hälften.  Ebenso  folgt, 
dafs  jede  Ebene,  welche  zu  einer  der  drei  Hauptaxen  normal 
gestellt  wird,  den  Kegel  in  einem  Kegelschnitt  schneidet,  für 
welchen  der  Schnittpunkt  mit  jener  Axe  der  Mittelpunkt  und 
die  Schnittlinien  mit  den  beiden  durch  diese  Axe  gehenden 
Hauptebenen  die  Hauptaxen  der  Durchschnittsfigur  sind. 
Wenn  wir  also  zur  elliptischen  Hauptaxe  des  Kegels  eine 
rechtwinklige  Ebene  legen,  so  sehneidet  dieselbe  den  Kegel 
in  einer  Ellipse,  deren  beide  Axen  gegeben  sind,  und  die 
Kegel  Oberfläche  entsteht  durch  die  Bewegung  eines  Strahls, 
welcher  eich  um  einen  Punkt,  der  senkrecht  über  dem  Mittel- 
punkt der  Ellipse  liegt,  dreht  und  sich  an  den  Umring  der 
Ellipse  anlehnt. 

§  10.     Die  Brennatrahlen  und  Kreisebenen  des  Polar- 
bündels (Kegels). 
Eine  Frage  von  besonderer  Wichtigkeit  beim  Polarbündel, 
mag  dasselbe  einen  reellen  oder  imaginären  Kerukegel  haben, 
ist    die    nach     solchen    Ebenen-    und    Strahleninvolutionen, 
welche  orthogonal  sind,  d.  h.  die  Doppelfrage: 
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Gfiebt  es  Strahlen  im  Giebt  es  im  Polarbfin- 
Polarbündel,  deren  zuge-  del  Ebenen,  deren  zuge- 
hörige Ebeneninvohition  hörige  Strahleninvolution 
eine  orthogonale  ist,  und  eine  orthogonale  ist,  und 
■wie  findet  man  dieselben?  wie  findet  man  dieselben? 

Von  diesen  beiden  Fragen  ist  die  eine  auf  die  andere 
zurückzuführen.  Denken  wir  uns  namhch  m  dem  gegebenen 
Polarbündel  33  zu  jedem  Strahle  -*  die  Noimalebene  S,'  und 
zu  der  entsprechenden  Polarebene  |  den  Noimalstrah!  xf  ge- 
zogen, so  bestimmen  die  Element enpaare  /'  und  §'  ein  neues 
PoiarMlndel,  welches  wir  das  reziproke  nennen  wollen; 
denn  es  ist  leicht  zu  erkennen,  dafs  die  Paare  x  und  |'  alle 
notwendigen  Bedingungen  eines  Polarbündeis  erfüllen,  Ist 
das  gegebene  Polarbündel  ein  hyperbolisches  mit  reellem 
Kerukegel,  so  ist  auch  das  reziproke  Polarbüiidel  ein  hyber- 
bolisches,  und  die  Berührungsebenen  seines  Kernkegels  sind 
die  Normalebenen  zu  den  entsprechenden  Strahlen  des  ICern- 
kegels  im  gegebenen  Polarbündel;  ebenso  die  Strahlen  des 
Kernkegels  im  reziproken  Polarbündel  die  Normalen  auf 
den  entsprechenden  Berührungsebenen  des  Kerukegel s  im 
gegebenen  Polarbündel.  Ist  nun  in  dem  gegebenen  Polar- 
bündel ein  Strahl  von  der  verlangten  Beschaffenheit  gefunden, 
so  wird  die  Normalebene  desselben  eine  Ebene  der  verlangten 
Beschaffenheit  für  das  reziproke  Polarbündel  sein  und  um- 
gekehrt. Wenn  wir  daher  die  beiden  obigen  Fragen  betrachten, 
so  liefert  die  Antwort  der  Frage  links  für  das  gegebene 
Polarbündel  zugleich  die  Antwort  der  Frage  rechts  für  das 
reziproke  Polarbündel  und  umgekehrt. 

Die  eine  Frage  ist  also  auf  die  andere  zurückgeführt. 
Jede  der  beiden  einander  gegenüberstehenden  Fragen  ist  in 
ganz  gleicher  Weise  selbständig  zu  beantworten,  wie  aus 
der  dualen  Natur  des  Polärbündels  hervorgeht;  wir  werden 
daher  nur  eine  der  beiden  Fragen  beantworten  und  die 
erlangten  Resultate  in  bekannter  Weise  übertragen. 

Um  eine  solche  Ebene  im  Polarbündel  zu  erraitt«ln,  deren 
zugehörige  Strahleninvolution  eine  orthogonale  ist  d.  h.  aus 
Paaren  rechtwinkhger  Strahlen  besteht,  bemerken  wir  zuerst, 
dafs  diese  Ebene  notwendig  durch  eine  der  drei  Hauptaxen 
des  Polarbündels  gehen  mufs.    Denn  ginge  die  gesuchte  Ebene 
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uiclit  dureil  eine  der  Hauptaxen  (z,  ß.  nicht  durch  die  ra-Axe), 
so  würde  sie  die  [Öc]-Ebeiie  in  einem  Strahle  s  sehneiden,  dessen 
Polarebene  6  sowohl  durch  den  zu  s  rechtwinkligen  Strahl  t  in 
ihrer  Ebene,  als  auch  durch  a  gehen  müfste;  folglieh  müi'ste  die 
Polarebene  0  des  Strahles  s  auf  demselben  rechtwinklig  stehen, 
d.  h.  ein  viertes  Paar  von  zu  einander  rechtwinkligen  Polar- 
strahlen und  Polarebenen  sein ;  das  Polarbündel  selbst  würde 
also  den  partikularen  Charakter  haben,  dafs  die  [&c]-Haupt- 
ebene  eine  orthogonale  Strahleninvolution  enthielte,  was  bei 
einem  gegebenen  Polarbündel  im  allgemeinen  nicht  der  Fall 
sein  wird.  Wir  haben  daher  eine  Ebene  von  der  verlangten 
Beschaffenheit  nur  unter  denjenigen  Ebenen  zu  suchen,  welche 
durch  eine  der  Hauptaxen  des  Bündels  gehen, 

Wir  drehen  nun  um  die  ra-Äxe  des  Polarbündels  eine 
veränderliche  Ebene  |',  welche  einer  festen  durch  den  Mittel- 
punkt 3i  des  Bündels  gelegten  Ebene  £  in  dem  Strahle  x 
begegne,  der  ein  ebenes  Strahlenbüschel  \x\  beschreibt.  Die 
Polarebene  |  des  Strahles  x  beschreibt  zufolge  der  Natur  des 
Polarbündels  ein  Ebenenbüsehel,  dessen  Ase  e  der  Polarstrahl 
der  festen  Ebene  £  ist.  Legen  wir  ferner  noch  die  Normal- 
ebene zu  dem  veränderlichen  Strahl  x  und  bezeichnen  sie  durch 
Ii ,  so  wird  bei  der  Bewegung  von  x  die  Ebene  |,  sich  um  einen 
festen  Strahl  e,  drehen,  die  Normale  der  Ebene  e,  und  die  .drei 
Ebenenbüschel : 

<■[!■],  >m,  «,[«  . 

müssen  projektivisch  sein,  das  erste  mit  dem  zweiten  zufolge 
der  Natur  des  Polarbündels,  das  erste  mit  dem  dritten  pro- 
jektivisch-gleich ;  folglieh  sind  auch  die  beiden  Ebenenbüschel: 

ed)  und  e,[U 
mit  einander  projektivisch,  und  der  veränderliche  Sehnittstrahl 
\tii\  entsprechender  Ebenen  beschreibt  daher  einen  Kegel, 
welcher  offenbar  auch  durch  die  «-Axe  gehen  mufsj  denn 
sobald  der  Strahl  x  in  die  Schnittiinie  von  s  mit  der  [&c]-Ebene 
fällt,  mufs  sowohl  §  als  auch  §,  durch  a  gehen  Wenn  wir 
daher  a  mit  der  veränderlichen  Schnittlinie  |§|||  verbinden, 
so  erhalten  wir  um  die  Äxo  a  zwei  koaxiale  projektivische 
Ebenenbüschel ,  einmal  das  ursprüngliche  «[!']  und  zweitens 
das  Ebenenbüschel j  dessen  Element  durch  die  feste  Axe  a 
und  die  veränderliche  Schnittlinie  |^^, |  geht.' 
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Diese  beiden  koasialen  Ebenenbüsche]  sind  nicht  alleiu 
projektivisch ,  sondern  sie  liegen  auch  inv.olutorisch ;  denn 
gelangt  die  Ebene  §'  insbesondere  in  die  [«i]-Ebene,  so  mufs 
von  dem  Schnittstrahl  der  Ebene  e  mit  [«&]  sowohl  die  Polar- 
ebene, als  auch  die  Normalebene  durch  den  Strahl  c  gehen, 
also  ist  der  zugehörige  Bchnittstrahl  ||^,  |  in  diesem  besonderen 
Falle  c,  und  gelangt  andererseits  die  Ebene  |'  in  die  Lage 
von  \ac],  so  mufs  von  dem  Schnittstrahl  der  Ebene  £  mit  [ac] 
sowohl  die  Folarebene  als  auch  die  Normalebene  durch  den 
Strahl  h  gehen,  also  ist  der  zugehörige  Schnitistrahl  ||^, | 
in  diesem  besonderen  Falle  b;  die  Strahlen  h  und  c  entsprechen 
sich  also  in  beiderlei  Sinn  und  dadurch  ist  die  involutorische 
Lage  nachgewiesen.  Die  veränderliche  Ebene  £,'  und  die  durch 
den  Schnittstrahl  |^|j|  und  die  feste  Äxe  a  gelegte  Ebene 
sind  also  ein  Paar  konjugierter  Ebenen  einer  Ebeneninvolution. 

Da  die  Ebene  ^j  rechtwinklig  ist  zu  dem  Strahle  sJ^I^'l], 
so  wud  auch  der  Strihl  I^^J  rechtwinklig  sein  zu  x;  diese 
beiden  Strihlen  sind  also  konjugierte  rechtwinklige  in  der 
sie  veibmdenden  Ebene,  also  die  Axen  der  Strahleninvolutionj 
welche  dieber  Mene  im  Polarbündel  zugehört;  umgekehrt 
^lebt  es  m  ]edei  beliebigen  durch  den  Mittelpunkt  des  Bündels 
gelegten  Ebene  nur  ein  einziges  bestimmtes  Axenpaar  st;  sei 
dieses  gefunden,  und  fassen  wir  dann  die  Ebene  [as]  als  unsere 
frühere  e  auf,  so  mul's  die  Polarebene  von  s  durch  t  gehen, 
die  Normalebene  aber  auch,  folglich  wird  t^  \^^\\  und  wir 
können  folgenden  Satz  aussprechen: 

Wenn  man  im  Polarbündel  für  jede  beliebige 
Ebene  das  Axenpaar  s^  der  ihr  zugehörigen  Strahlen- 
involution ermittelt  und  durch  eine  der  Hauptaxen, 
z.  B,  die  a-Axe,  das  Bbenenpaar  [as]  und  [af]  legt, 
so  gehören  alle  diese  Paare  einer  bestimmten  neuen 
Ebeneninvolutiqn  an. 

Wir  erhalten  also  die  drei  Hauptaxen  des  Polarbündels 
als  die  Axen  dreier  bestimmter  Ebeneninvolutionen,  deren 
Konstruktion  wir  kennen;  diese  können  nun  entweder  elliptisch 
oder  hyperbolisch  sein;  ist  aber  eine  hyperbolisch,  so  fallen 
in  eine  Asymptotenebene  dieser  Involution  zwei  Ebenen  [as] 
und  [at\  zusammen;  folglich  liegen  in  ihr  zwei  rechtwinklige 
konjugierte  Stfahlen  st  und  aufserdem  der  Strahl  a  und  der 
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Sclmittstrahl  der  Ebene  mit  der  [&c]-Ebene,  welches  offenbar 
ein  zweites  Paar  konjugierter  rechtwinkliger  Strahlen  ist. 
Daraus  iolgt  nun,  dals  diese  Asymptotenebene  der  Träger 
einer  im  Polarböndei  ihr  zugehörigen  orthogonalen  Strahlen- 
involotion  sein  mufs,  weil  diese  zwei  Paare  rechtwinkliger 
Strahlen  hat.  Die  Ebenen  von  der  verlangten  Beschaffenheit 
sind  also  gefunden  als  die  Asymptoten  ebenen  dreier  bestimmter 
Ebeneninvolutionon ,  deren  Axen  die  drei  Hauptaxen  des 
Polarbündels  sind.  Es  kommt  jetzt  darauf  au,  zu  ermitteln, 
ob  und  welche  von  diesen  drei  Ebeneninvolutionen  hyper- 
bolisch sind. 

Nehmen  wir  zu  diesem  Behufe  irgend  ein  Paar  recht- 
winkliger konjugierter  Strahlen  s  und  t  im  Polarbündel  an  und 
legen  die  Hbenenpaare : 

[»4]     [ac]     I     \U]     [ha]    |     [co]   [cS] 

las-]     iat]     I     \hs]     [bi]    1     [«]    [et], 

SO    wird    zu    untersuchen    sein,    ob    in    jedem    dieser    drei 

Fälle   das  eine  Ebeu^paar   durch  das  andere  getrennt  wird 

oder  nicht. 

Jede  der  drei  Hauptaxen  des  Polarbändela  wird  durch 
den  Mittelpunkt  $5  in  zwei  unendlich-lange  Hälften  geteilt, 
die  nach  entgegengesetzten  liichtungen  verlaufend  unter- 
schieden werden  sollen  durch  die  Bezeichnung: 

a  und  ß,         b  und  b,        c  und  c. 

+  -         +  -  +  - 

Die  llalbstrahlen  teilen  jede  der  Hauptebenen  in  vier  Qua- 
dranten, die  paarweise  als  Gegenquadranten  auftreten  und  so 
bezeichnet  werden  sollen: 


ab        ah        ab        ab  ; 

endlich  teilen  die  drei  Hauptebenen  den  ganzen  unendlichen 
ilaum  um  den  Mittelpunkt  SS  des  Btmdela  in  acht  Oktanten, 
die  paarweise  als  Gegenoktanten  auftreten  und  so  bezeichnet 
werden  sollen: 
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a  b  c  a  h  c  a  b  c  -      a  b  c  , 

+  ++  +  +  -  H h  -4-4- 

a  b  c  a  b  c  a  h  c  a  h  c. 
~-+  -  +  -  4--- 

Nach  dieser  Bezeichnung  können  wir,  ohne  die  Allgemein- 
heit zu  h eschr unken ,  denjenigen  Olttanten,  in  welchen  der 
Strahl  s   hineinfällt,  als    den    Oktanten   übe   und   zugleich 

+  +  + 
seinen  Gegenoktanten  ahc  annehmen;  der  zu  s  rechtwinklige 

Strahl  t  kann  alsdann  nur  in  einem  der  drei  übrigen  Oktanten- 
paare  liegen;  wir  haben  aiso  nur  drei  Fälle  zu  untersuchen: 
1)  s  in    a  h  c ,      t  in     a  h  c 


s  in     ahc,      t  in     a  b  c  . 


Bestimmen  wir  nun  die  Durchachnittslinien  der  Ebenen 
\as\  und  [ai]  mit  der  Ebene  [&c],  so  erkennen  wir  in  jedem  der 
drei  Fälle,  in  welchen  Quadranten  dieselben  liegen  (denn,  ist  der 
Oktant  ahc  mit  irgend  welchen  Vorzeichen  gegeben  und  fällt 
der  Strahl  s  in  denselben  hinein,  so  kann  die  Ebene  [asj  die 
Ebene  \bc\  nur  in  einem  solchen  Strahle  sehneiden,  der  in 
denjenigen  Quadranten  hineinfällt,  welchen  die  Vorzeichen  von 
b  und  c  bestimmen),  nämlich: 

\as,  bc\  I  \at,   hc\ 

1)    he,      2)    b  c,      3)    /;  c,\i)    b  e,       2)    he,      3)    h  c, 


-  \ 


\bf,   i 


1)    c  a,       2)    c  a,      3)    c  a,   \)    c  i 


\es,  ab\ 
1)   ab,      2)    a  i,      3)   a  l. 


\üt,  ab\ 
I)    ah,      2)    u  h,      3)    M  b. 


Aus  dieser  Tabelle  ^sehen  wir  unmittelbar,  daCs  in  jedem 
der  di"ei  Fälle  1),  2),  s),  welche  eintreten  können,  immer 
eine  der  zu  untersuchenden  Ebeneninvolutionen 
hyperbolisch  und  die  beiden  andern  elliptisph  sein 
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müssen.  Hieraus  folgt,  dal's  von  den  gesuchten  Ebenen 
immer  zwei  reell  und  die  vier  übrigen  imaginär  sein  müssen. 
Also:  es  giebt  durch  den  Mittelpunkt  des  Folar- 
biindels  nur  zwei  bestimmte  reelle  Ebenen,  deren 
zugehörige  Strahleninvolutionen  orthogonal  sind. 
Diese  gehen  durch  eine  der  drei  Hauptaxen  des 
Bündels  und  sind  gleich  geneigt  zu  den  beiden 
Hauptebenen,  welche  durch  diese  Axe  gehen. 

Wir  nennen  diese  Ebenen  die  Kreisebenen  des  Polar- 
bündels, weil  jede  von  ihnen  den  Kernkegel  in  demjenigen 
imaginären  Liuienpaar  schneidet,  welches  nach  den  imaginären 
Kreispunkten  im  Unendlichen  hingeht.  Hieraus  folgt,  dafs 
jedeEbene,  die  zu  einer  dieser  beiden  Kreisebenen 
parallel  ist,  den  Kernkegel  des  Polarbündeis  in 
einem  (reellen  oder  imaginären)  Kreise  schneiden 
mufs,  also  för  den  Fall  des  hyperbolischen  Polarbündels: 

Eine  Ebene  kann  nur  in  zwei  bestimmten  reellen 
Stellungen  einen  gegebenen  Kegel  zweiter  Ord- 
nung in  einem  Kreise  schneiden;  diese  beiden 
Stellungen  haben  die  Richtung  einer  der  drei  Haupt- 
axen gemeinschaftlich  und  gleiche  Neigung  gegen 
die  beiden  Hauptebenen,  welche  durch  diese  Haupt- 
axen gehen. 

Hieraus  folgt  umgekehrt,  dafs  jeder  Kegel  zweiter  Ord- 
nung erzeugt  werden  kann  durch  die  Bewegung  eines  Strahles, 
welcher  beständig  durch  einen  festen  Punkt  5Ö  läuft  und  sich 
an  die  Peripherie  eines  Kreises  anlehnt.  Eine  Hauptebene 
des  Kegels  ist  diejenige ,  welche  durch  den  Punkt  S  und  den 
Mittelpunkt  des  Kreises  rechtwinklig  zu  seiner  Ebene  gelegt 
werden  kann.  Diese  Ebene  schneidet  den  Kreis  in  einem 
Durchmesser,  dessen  Endpunkte  mit  3i  verbunden  die  zwei 
Kegelstrahlen  in  dieser  Hauptebene  sind;  die  Halbierungs- 
linien zwischen  den  Winkeln  dieser  Kegelstrahlen  sind  zwei 
Hauptaxen  des  Kegels,  die  dritte  ist  die  Normale  zur  ersten 
Hauptebene  im  Punkte  S.  Legen  wir  durch  diese  Hauptaxe 
eine  Ebene,  welche  zu  den  beiden  andern  Hauptaxen  die 
symmetrische  Stellung  hat  mit  der  Ebene  des  ursprünglichen 
Kreises,  so  hat  dieselbe  die  Stellung  der  zweiten  Kreisebene 
des  Kegels. 


y  Google 


58     ä  10.    Die  Brencatrahlca  imd  Kreisebeneu  des  Polarbüadels. 

Die  der  vorigen  Untevsucliuiig  dual  gegenüber  steh  eude 
führt  zu  einem  durchaus  analogen  Keaultat,  welciiüs  wir,  wie 
oben  bemecld;  ist,  unmittelbar  aus  dem  reziproken  Bündel 
ablesen  können: 

Wenn  man  im  Polarbündel  durcb  jeden  belie- 
bigen Strahl  das  rechtwinklige  konjugierte  Ebenen- 
paar der  dem  Strahle  zugehörigen  Ebeneninvolu- 
tion ermittelt,  so  schneiden  alle  solche  Eben enpaare 
eine  der  drei  Hauptebenen  in  Strahlenpaaren,  die 
einer  neuen  Strahleninvolution  angehören.  Eür 
jede  dieser  drei  Strahleninvolutionen  in  den  drei 
Hauptebenen  sind  die  beiden  in  einer  Hauptehene 
liegenden  Hauptaxen  des  Polarbündels  gleich- 
zeitig ein  Paar  konjugierter  Strahlen  der  neuen 
Strahleninvolution,  also,  da  sie  rechtwinklig  zu 
einander  sind,  die  Axen  dieser  Strahleninvolution. 

Von  den  drei  neuen  Strahleninvolutionen  in 
den  drei  Hauptebenen  sind  zwei  elliptisch  und  eine 
hyperbolisch;  die  letztere  hat  zwei  reelle  Asymp- 
toten; jede  derselben,  welche  „Brennstrahlen" 
heifsen,  besitzt  die  ausgezeichnete,  ihr  allein  zu- 
kommende Eigenschaft,  dafs  die  im  Polarbündel 
ihr  zugehörige  Ebeneninvolution  eine  orthogonale 
ist.  Die  beiden  reelien  ßrennstcahlen  liegen  in 
einer  der  drei  Hauptebenen  symmetrisch  zu  jeder 
der  beiden  in  dieser  Hauptebene  liegenden  Haupt- 
axen. 

Ferner  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dafs  jede  Ebene, 
welche  auf  einem  der  beiden  Brennstrahlen  des 
Kegels  rechtwinklig  steht,  denselben  in  einem 
Kegelschnitt  schneidet,  für  welchen  der  Durch- 
bohrungspunkt des  Brennstrahles  ein  Brenn> 
punkt  ist. 

Wenn  wir  zudem  gegebenen PolarbSndel  das  reziproke, 
wie  es  oben  genannt  wurde,  dadurch  herstellen,  dafs  wir 
zu  jedem  Paar  von  Polarstrahl  und  Polarebene  die  auf  dem 
Polarstrahl  rechtwinklige  Ebene  und  den  auf  der  Polarebene 
rechtwinkligen  Strahl  als  die  Elementenpaare  eines  neuen 
Polarbündels  auffassen,  so   haben  wir  zwischen  den  Brenn- 
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strahlen    und  Kreisebenen    dieser  beiden    reziproken  Bündel 
die  Beziehung: 

Die  auf  den  Brenn  strahlen  des  gegebenen  Polar- 
böndels  rechtwinklig  gestellten  Ebenen  sind  die 
Kreisebenen  des  reziproken  Polarbiiudels,  und  die 
zu  den  Kreisebenen  des  gegebenen  Polatbündels 
rechtwinkligen  Strahlen  sind  die  Brennstrahlen 
des  reziproken  Polarbündels. 


§  11.    Einige  Eigenschaften  der  Brennstrahlen  und 
Kreisebenen. 

Legen  wir  jetzt  der  Betrachtung  ein  Polarbüntlel  mit 
reellem  Kemkegel  zu  Grunde,  so  bieten  die  Brennstrahlen 
und  Kreisebenen  des  Kegels  mehrere  besonders  einfache 
Eigenschaften  desselben  dar. 

Zunächst  erkennen  wir,  daCs,  wenn  wir  irgend  awci 
ßerührungsebenen  TT,  des  Kegels  nehmen,  die  sich  in  einem 
Strahle  s  schneiden,,  die  hyperbolische  EbeneninToIution  für 
s  durch  diese  beiden  Asymptotenebenen  gegeben  ist.  Sind 
nun  f  und  f^  die  beiden  Brennstrahlen  in  einer  der  drei 
Haupt-ebenen,  so  sind  [sf]  und  [sf^]  die  Asymptoten  ebenen  einer 
neuen  Ebeneninvolution ,  deren  rechtwinklige  konjugierte 
Ebenen  die  Winkelhalbierenden  zwischen  z  und  rj  sein  müssen ; 
also  gilt  der  Doppelsatz: 


Irgend  zwei  Berüh- 
rungsebenen des  Kegels 
und  die  beiden  durch 
ihren  Schnittstrahl  und 
die  Brennstrahlen  des 
Kegels  gelegten  Ebenen 
haben  dieselben  Winkel- 
halbierungsebenen. 


Irgend  zwei  Kegel- 
strahlen und  das  Strahlen- 
paar, in  welchem  die  sie 
verbindende  Ebene  von 
den  beiden  Kreisebenen 
des  Kegels  geschnitten 
wird,  haben  dasselbe  Paar 
Halbierungsstrahlen. 


Fallen  insondere  die  beiden  Berührungsebenen  zusammen, 
so  wird  ihr  Sehnittstrahl  der  BerührungsstrahJ ,  und  fallen 
zwei  Kegeistrahlen  zusammen,  ao  ist  die  sie  verbindende  Ebene 
die  Berührungsebene ;  wir  haben  also  den  speeiellen  P'all  des 
vorigen  Satzes: 
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Verbindet  man  irgend 
einenKegelstrahi  mit  dei 
beidenBrennstrahlen  de 
Kegels  durch  Ebenen,  si 
halbiert  die  Berührungs 
ebene  am  Kegelst rahl  den 
Winkel  des  Ebenenpaari 


Eine  Berührungsebene 
I  des  Kegels  wird  von  den 
beiden  Kreisebenan  alle- 
mal in  einem  Stralilen- 
paar  geschnitten,  dessen 
Winkel  halbiert  wird 
durch  den  Kegelatrahl 
der  Berührungsebene. 
Sei  s  der  Schnittstrahl  zweier  beliebiger  Berührungs- 
ebenen TT,  desifegels,  dessen  Brennstrahlen  ff^  seien  und 
wir  denken  uns  zu  f  den  gegen  die  Ebene  t  symmetrisch 
liegenden  Strahl  g  bestimmt,  so  dafs  die  Winkel  (sf)  und 
{sg)  einander  gleich  sind  und  die  Ebene  t  den  Neigungswinkel 
der  Ebenen  {sf],  [sß]  halbiert;  denken  wir  uns  in  gleicher 
Weise  zum  Strahl  f,  den  gegen  die  Ebene  t,  symmetrischen 
Strahl   i/i  ermittelt,  dann  werden  die  beiden  Dreikante: 

gsfi  und  fsg^ 
einander  kongruent  sein,  weil  sie  zwei  Plächenwinkel  und 
den  eingeschlossenen  Kantenwinkel  gleich  haben,  also  mufs 
auch  der  Winkel  der  dritten  Fläche  bei  beiden  Dreikanten  gleich 
sein;  daraus  folgt,  wenn  wir  die  beiden  Berührungsstrahl eö 
der  Ebenen  t  und  t,  mit  dem  Kegel  durch  t  und  t,  bezeichnen: 

im  +  iifi)  -  (iJ)  +  (tJih 
Halten  wir  nun  den  Kegel  strahl  t  fest,  verändern  aber  ^,,  so 
bleibt  die  linke  Seite  der  Gleichung  konstant  und  wir  haben 
den  Doppelsatz: 

Die  Summe  der  Winkel,  Die  Summe  der  Winkel, 
welche  ein  veränder-  welche  eine  veränder- 
licher Kegelstrahl  mit  liehe  Berührungsebene 
den  beidenBrennstrahlen  des  Kegels  mit  den  beiden 
bildet,  ist  konstant.  Kreisebenen     bildet,     ist 

konstant. 
Wir  können  mit  gleichem  Hecht  an  Stelle  der  konstanten 
Summe  auch  eine  konstante  Differenz  einführen;  denn  zwei 
Strahlen  bilden  zwei  Paare  von  Scheitelwinkeln  mit  einander, 
die  sich  zu  ISO"  ergänzen;  bezeichnen  wir  den  einen  Winkel 
(t^f)  =  ö-,  und  den  komplementären  mit  -&'  =  180  —  ö-j,  so 
haben  wir  aus  der  Beziehung: 
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Brenn  strahlen 

0  + 

»1 

=  c 

die  ander 

e            *  +  180"  - 

-&■ 

=  c 

oder 

»  — 

-&' 

=--€- 

-  180" 
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Je  nachdem  wir  also  den  einen  oder  den  andern  der  Halb- 
strahlen oder  Halbebenen  auffassen,  in  welche  ein  Strahl 
durch  einen  auf  ihr  befindlichen  Punkt,  eine  Ebene  durch 
einen  in  ihr  befindlichen  Strahl  geteilt  wird,  gelangen  wir 
zu  einer  konstanten  Summe  oder  einer  konstanten  Differenz. 
Die  bei  Ellipse  und  Hyperbel  getrennt  auftretenden  Fokal- 
eigenschaften fliefsen  beim  Kegel  zusammen  (s.  o,  S,  27). 

Ans  dieser  Eigenschaft  der  konstanten  Summe  der  Winkel 
zwischen  einem  veränderlichen  Kegel  strahl  und  den  zwei 
festen  Brennstrahlen  ergiebt  sich  die  bekannte  und  einfachste 
mechanische  Konstruktion  des  Kegels,  welche  zugleich  die 
deutlichste  Anschauung  von  seiner  Gestalt  gewährt. 

Wir  können  nach  dem  Vorigen  leicht  die  Lage  der  Brenn- 
strahlen und  der  Kreiseheuen  zu  den  Hauptaxan  und  Haupt- 
ebenen des  Kegels  aus.  metrischen  Belationen  ermitteln.  Sei 
a  die  elliptische  Axe  des  Kegels,  welche  also  in  den  innern 
Kaum  desselben  hineinfällt,  und  durch  welche  die  beiden 
hyperboliscken  Hauptebenen  des  Kegels,  die  [a&]-Bbene  und 
die  [(/.e]-Ebene  gehen,  deren  jede  zwei  reelle  Kegelstrahlen 
enthält;  bezeichnen  wir  die  Kegelöffnungen  in  diesen  beiden 
Hauptebenen,  d.  h.  die  Winkel  zwischen  den  beiden  Kegel- 
strahlen und  zwar  denjenigen  Winkeiraum,  iu  welchen  die 
elliptische  Axe  a  hineinfällt: 

in  der,[«6]-Ebene  durch  2(p, 
„    „    [c(c]-Ebene      „     2», 
und  nehmen  aufserdem,  da  diese  beiden  Winkel  im  allgemeinen 
nicht  gleich  sein  werden,  an; 

die  beiden  Brennstrahlen  mögen  den  Winkel  2£  mit  einander 
bilden,  und  zwar  sei  dies  derjenige  Winkelraum,  in  welchen 
die  ö-Axe  hineinfällt.  Die  beiden  Brenn  strahlen  müssen 
entweder  in  der  [ab]-  oder  in  der  [«e]-Ebene,  hegen,  und  wir 
können  nun  leicht  erkennen,  in  welcher  von  beiden  sie 
wirklich  liegen,  und  welche  Winkel  sie  mit  der  «-Axe  bilden; 
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die  konstante  Summe  ist  nämlich  ^  2cp  oder  ^  29,  je 
nachdem  die  reellen  Brennstvahlen  in  der  einen  oder  andern 
Hauptebene  liegen;  nehmen  wir  an,  sie  liegen  in  der  [a6]-Ebene 
und  es  sei  s  einer  der  beiden  Kegelstrahlen  in  der  [ac]-Ebene, 
dann  bilden  die  drei  Strahlen  afs  ein  Dreikant,  welches 
TOn  einer  zu  a  rechtwinkligen  Ebene  in  dem  Dreieck  a  f  g 
getroffen  wird.     Nun  sind  die  Winkel 

(OS)-»,   (of)-.,   (sn  =  r, 

wenn  wir  also  die  Seite  f§  doppelt  ausdrücken  in  dem  Dreieck 
faäl  und  in  dem  Dreieck  fffiS,  so  folgt': 

ivonm  folgt: 

,,,  COS  w 

(1) cos  E  =  ~o~^^ 


2cOBqi 


und  hieraus  ergiebt  sich,  dafs  s  nur  reell  sein  kann,  wenn 
<p>Q-,  die  beiden  Erennstrahlen  Hegen  also  in  der  [öZi]-Ebene, 
d.  h.  in  derjenigen  der  beiden  hyperbolischen  Hauptebenen, 
welche  die  gröfsere  Kegelöffnung  darbietet.  Vertauschen  wir 
in  der  letzten  Formel  tp  und  d-,  so  ergiebt  sich  kein  reeller 
Wert  für  s,  weil  der  Cos  >  1  wird. 

Wir  können  aber  auch  für  die  imaginären  Brennstrahlen 
die  Potenzen  der  sie  vertretenden  elliptischen  Strahlen! nvoln- 
tionen  ermitteln,  wenn  wir,  wie  in  §  9,  die  Potenzen  der 
SfcrahleninvoJutionen  in  den  drei  Hauptebenen  einführen, 
nämlich  die  Werte: 

Pa:-  =     ^  P^^  =  —  F  ,  =     ^ 

-Pcft  -^(1=  ^'ba 

welche  der  Bedingung  unterworfen  sind: 

P,„.P„„.Pa6  =  —  1. 
Für  die  beiden  hyperbolischen  Hauptebenen  ist  nämlich: 

P„j  =  tgä9),         Pa=  =  tg^ö- 
also,  da  aus 

cos  q?  PI]  (     T  t^T"  OJ   —  t^^v^ 

und  tg'  £  die  Potenz  der  Strahleninvolution  in  der  |fl!fi]-Ebene 
ist,  deren  Doppel  strahlen  die  Brennstrahlen  sind,  folgt: 
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Bezeichnen  wir  demgemäfs  die  Potenzen  der  drei  Strahlen- 
involutionen in  den  Hauptebenen  des  Kegels,  deren  Doppel- 
strahlen die  Brennstrahlen  sind,  durch 

F,i,     F,,,     F,,, 
80  ergiebt  sich: 


F,a  =  - 


!  Beziehung  folgt: 

F^t  .  Fi,  .  F,^  =  +  1. 

Hiernach  könnten  entweder  alle  drei  Strahleninvolutionen 
hyperbolisch  oder  zwei  elliptisch  und  eine  hyperbolisch  sein ; 
daCs  der  erst«  Fall  aber  in  der  That  nicht  eintreten  kann, 
folgt  leicht  ans  der  Bedingung: 

P«sP*.  P=«  =  - 1, 
denn  sowohl  für  den  Fall,  daCs  alle  drei  Werte  Fat  P/,e  Pca 
negativ  sind  (imaginärer  Kegel),  als  auch  für  den  Fall,  dafs 
von  den  drei  Werten  F^i  Pjo  Pca  zwei  positiv  und  der  dritte 
negativ  ist  (reeller  Kegel),  immer  mufs  von  den  drei  Werten 
^ab  ^bc  -ffla  einer  positiv  und  die  beiden  indem  negativ  sein. 

Aus  der  Beziehung  (I),  welche  die  La^e  dei  beiden  reellen 
Brennstrahlen  liefert;  läfst  sich  sofoit  eine  zweite  Relation 
ableiten,  aus  welcher  die  Lage  der  beiden  Kreisebenen  hervor- 
geht. Wenn  wir  nämlich  den  reziproken  Kegel  bilden,  dessen 
Berührungsebenen  normal  sind  zu  den  Strahlen  des  gegebenen 
Kegels,  so  ist  ersichtlich,  dafs  die  elliptische  Axe  a  für  beide 
Kegel  denselben  Charakter  hat;   dagegen   sind  in  den  beiden 
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Hauptebenen ,  welche  durch  dieae  Ase  gehen,   für  den  rezi- 
proken Kegel  die  Kegelöffiiungen : 

in  der  [ab]-Ehem        180"  —  2y, 
„      „    [acJ-Ebene         180"  —  2  Ö' 
und  da,  (p>&,  so  mufs  90°  —  9  <  90«  -  *  sein. 

Die  Brennstrahlen  des  reziproken  Kegels  müssen  daher 
notwendig  in  der  [oic]-Ebene  liegen,  und,  bezeichnen  wir  den 
Winkel,  welchen  sie  mit  einander  bilden  und  zwar  den 
Winkelraum,  in  welchen  die  a-Axe  hineinfällt,  durch 

180«  ~2E, 
dann  haben  wir  nach  dem  Obigen  die  Beziehung: 

(II) ■'i-^-^l- 

Die  Kreisebeneu  geben  also  durch  die  J-Axe  des  Kegels, 
d.  b,  diejenige  von  den  beiden  hyperbolischen  Axen  des  Kegels, 
deren  B er ührungs ebenen  an  den  Kegel  den  kleineren  Winkel 
einschlief  seil.  Wenn  daher  die  ä-Axe  diejenige  (elliptische) 
Hauptaxe  des  Kegels  ist,  welche  in  denselben  hineinfallt,  die 
beiden  andern  (hyperbolischen)  die  ö-Axe  und  c-Axe,  wenn 
ferner  die  beiden  durch  die  6-Ase  an  den  Kegel  gelegten 
Bernbrungsebenen  einen  Neigungswinkel  =  2&,  die  beiden 
durch  die  c-Axe  an  den  Kegel  gelegten  Berührungs ebenen 
einen  Neigungswinkel  =  2q>  einschliefsen ,  wobei  die  Winkel- 
räome  gemeint  sind ,  in  denen  der  Kegel  selbst  enthalten  ist, 
wenn  endlich 

9  >  ^ 
angenommen  wird,  dann  liegen  die  beiden  Brennstrahlen  in 
der  [afcl-Bbene  und  die  beiden  Kreisebenen  gehen  durch  die 
ft-Äxe.  V  er  tauschen"  wir  &  und  q>,  so  ergiebt  sieh  kein  reeller 
Wert  für  E,  weil  der  Sin  >  1  wird.  Der  Winkel,  welchen 
die  beiden  Kreisebenen  mit  einander  bilden,  und  zwar  der- 
jenige Winkelraum,  in  welchem  die  Kegelfläche  nicht  liegt, 
ist  =2E. 

In  dem  besonderen  Falle,  wenn  y  c=  #  ist,  d.  h.  die 
Kegelöffnungen  in  den  beiden  Hauptschnitten  einander  gleich 
sind,    wird    e  =  0,    d.   h.    die   beiden    Brennstrahlen    fallen 


y  Google 


g  11.    Einige  EigeiiBchaften  d.  Brenastrahlen  ii.  Krciseboiien.      (>5 

mit  der  a-Axe  zusammen  und  £=90",  d.  h.  die  beiden 
Kreisebenen  fallen  mit  der  [6c]-Ebene  zusammen.  In  diesem 
Falle  ergiebt  sich  aus  der  obigen  Eigenschaft  der  konstanten 
Winkelsumme,  dafs  der  Kegel  ein  ßotationskegel  (gerader 
Kegel  oder  Kreiskegel)  ist,  der  nur  in  der  einzigen  Stellung, 
rechtwinklig  zur  ßotationsaxe,  Kreissehnitte  zuläfst. 

Die  obige  Betrachtung,  welche  uns  zu  der  Eigenschaft 
der  konstanten  Wiukelsumme  führte,  läCst  noch  ein  anderes 
bemerkenswertes  Resultat  erkennen,  welches  zu  weiteren 
Folgerungen  führt: 

Aus  der  Kongruenz  der  beiden  obigen  Dreikante: 
gsfi  und  fsff^ 
folgt,  dafs  der  Winkel  der  Ebenen  [^'sj  und  [gfj}  oder,  was 
dasselbe  ist,  der  Ebenen  [fs]  und  [ft]  gleich  sein  mufs  dem 
Winkel  zwischen  den  Ebenen  [fs]  und  [fg^'],  also  auch  dem 
Winkel  zwischen  den  Ebenen  [/'s]  und  [/'i|].  Hieraus  folgt, 
wenn  wir  die  polar  gegenüberstehende  Betrachtung  ergänzen, 
der  Doppeisatz: 


Verbindet  man  einen 
Brennstrahl  mit  den  bei- 
den Berührungsstrahlen 
zweier  beliebiger  Berüh- 
rungaebenen  des  Kegels 
und  zugleich  mit  dem 
Schnittstrahl  beider  Be- 
rührungaebenen,  so  wird 
der  Winkel  des  so  ent- 
stehenden Ebenenpaars 
durch  die  dritte  Ebene 
halbiert. 

Tritt  noch  eine  dritte  Berührungsebene  hinzu,  so  finden 
di^e  Sätze  dreimal  statt  und  ergeben  folgendes  Resultat: 


ZweiBerührungsebenen 
desKegela  schneiden  auf 
einer  Kreisebene  dessel- 
ben einen  Winkel  aus,  wel- 
cher halbiert  wird  durch 
denjenigen  Strahl, in  wel- 
chem die  Verbindungs- 
ebene der  Berührungs- 
strahlen der  beiden  vori- 
gen Berührungsebenen 
die  Kreisebene  schneidet. 


Werden  die  Schenkel 
einesveränderlichen  Win- 
kels, welcher  durch  eine 
veränderliche  Berüh- 

rungsebeue  auf  zwei  fest- 
gehaltenen Berührungs- 

ScHSÜTBK,  Theor.  d.  Oberfl.  3.  Ordii, 


Wird  ein  veränderlicher 
Kegelatrahl  mit  zwei 
festen  Kegelstrahlen 

durch.Ebenen  verbunden, 
so  schneiden  dieselben 
auf  einerKreisebene  einen 
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Winkel  von  ■ 
ter  (rrö  fse  ai 


ebenen  des  Kegels  aus- 
geschnitten wird,  mit 
einem  Brenuatrahl  durch 
ein  Ebenenpaar  verbun- 
den, so  bleibt  der  Nei- 
gungswinkel dieses  Ebe- 
nenpaars von  unverän- 
derter GröTse. 

Hieraus  folgt  eine  doppelte  Erzeugungsart  des  Kegels: 


Gehen  durch  einen 
Punkt  ttes  Raumes  zwei 
feste  Ebenen  und  ein 
fester  Strahl,  und  dreht 
man  um  dieseneinen  die- 
drischen  Winkel  von  un- 
veränderter Gröl'se,  so 
sehneiden  die  Seiten- 
flächen desselben  die  bei- 
den festen  Ebenen  in  zwei 
Strahlen,  deren  Verbin- 
duugsebene  einen  Kegel  idureh  Ebenen,  st 
zweiter  Ordnung  umhüllt,  'den     sich     diese 


Gehen  durch  einen 
Punkt  des  Raumes  zwei 
feste  Strahlen  und  eine 
feste  Ebene,  und  drebt 
man  in  letzterer  um  den 
gemeinsamen  Punkt  alu 
Seheitel  einen  Winkel 
von  unveränderlicher 
Gröfse,  verbindet  die 
Sehenkel  desselben  mit 
den  beiden  f  es tenStrahlen 
^chnei- 
beiden 


für  welchen  die  beiden 
festen  Ebenen  Beruh 
rungsebenen  und  derfesti 
Strahl  ein  Brennstrah 
ist; 


Ebenen  in  einem  Strahle, 
der  einen  Kegel  zweiter 
Ordnung  beschreibt,  für 
weichen  die  beiden  festen 
Strahlen  Kegelstrahlen 
und  die  feste  Ebene  eine 
Kreisebene  ist. 
Wir  müssen  uns  hier  versagen,  auf  eine  weitere  Unter- 
suchung der  Eigenschaften  des  Kegels  einzugehen,  welche 
sich  an  die  Brennstrahlen  und  Kreisebenen  desselben  an- 
schliefsen,  und  deren  Analogie  mit  den'  bekannten  Brenn- 
punktseigenschaften  der  Kegelschnitte  hier  wesentlich  ergänzt 
wird  durch  eine  uneingeschränkte  Dualität.*} 


*)  Vergt.  li,  Vogt,  der  siiliäriEoho  Kegelschnitt,  Breslau  1873. 
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§  12.    Der  orthogonale  Kegel. 

Es  giebt  einen  besonderen  Kegel,  der  in  der  Geometrie 
des  Punkte3_-eine  ähDÜche  Stellung  eimiitnnit,  wie  der  Krei-s 
in  der  Geometrie  der  Ebene.  Da  dieser  Kegel  sich,  mitunter 
bei  räumlicben  Untersuchungen  darbietet,  so  wollen  wir  hier 
näher  auf  ihn  eingehen, 

Dreben  sich  um  zwei  durch  einen  Punkt  93 
gehende  Axen  s  und  Sj  zwei  Ebenen,  die  beständig 
au  einander  rechtwinklig  bleiben,  so  besehreibt 
ihr  Schnittstrabi  einen  Kegel  zweiter  Ordnung  von 
besonderer   Art. 

Dieser  Kegel  soll  orthogonal  beifsen.  Offenbar  ist 
der  Ort  des  Schuittatrahls  der  beiden  rechtwinkligen  Ebenen 
I  und  I,  ein  Kegel;  legen  wir  nun  eine  beliebige  Transver- 
salebene t  normal  zu  dem  einen  Strahle  s,  so  schneidet  die- 
selbe alle  Ebenen  |  des  Büschels  s  in  Strahlen  x  eines 
Strahlenbüscbels  O  und  die  Ebenen  Sj  in  Strahlen  x^  eines 
Strahlenbüschels  Oi ;  da  aber  die  Ebene  |,  zur  Ebene  | 
normal  ist  und  auch  die  Ebene  t  zur  Ebene  |  normal  ist 
ist  (weil  T  durch  die  Normale  s  der  Ebene  |  geht),  so  mufs 
die  Schnittlinie  |  |,t  |  =  x^  eine  Normale  der  Ebene  S,  also 
auf  dem  Strahle  x  rechtwinklig  sein,  d,  h.  der  Schnittpunkt 
{xXf)  beschreibt  in  der  Ebene  r  einen  Kreis,  von  welchem 
O  Oj  ein  Durchmesser  ist.  Wird  also  der  -Schnittpunkt 
(aiiCj)  =  j:  bezeichnet,  so  beschreibt  der  Strahl  |  II]  |  =  9Sv 
einen  Kegel,  dessen  Mittelpunkt  S  ist,  und  der  die  Ebene  t 
in  einem  Kreise  schneidet.  Ebenso  schneidet  der  Kegel  auch 
jede  au  dem  andern  Strahle  Sj  normale  Ebene  t,  in  einem 
Kreise. 

Die  Stellungen  der  beiden  Kreisebenen  unseres  Kegels 
sind  also  rechtwinklig  zu  den  Kegelstrahlen  s  und  s, ,  wie 
wir  auch  auf  folgende  Weise  einsehen :  der  Kegel  geht  durch 
die  Strahlen  s  und  Sj  selbst  und  hat  zu  Berührnngsebenen 
in  denselben  diejenigen  beiden  Ebenen,  welche  zur  Verbin- 
dungsebene  [ss^]  rechtwinklig  durch  s  und  Sj  gelegt  werden. 
Wenn  wir  nocb  die  beiden  Normalebenen  zu  den  Strahlen 
s  und  S|  durch  93  legen,  so  sind  dies  offenbar  die  beiden 
Kreisehenen  [x\  und  [;t,]  des  orthogonalen  Kegels;  denn  sei  x 


y  Google 


08  §  13.   Der  orthogooalo  Kegel. 

ein  beliebiger  Kegelstrahl,  so  müssen  ilie  beiden  Ebenen  [sx] 
und  [Sjx]  auf  einander  rechtwinklig  sein.  Die  Ebene  x  ist 
aber  Normalebene  des  Strahles  s,  folglich  steht  sie  auch 
rechtwinklig  auf  [s;c],  und  daher  müssen  die  beiden  Ebenen 
[saf]  und  [Sj^:]  auf  der  Ebene  x  einen  rechten  Winkel  aus- 
schneiden d.  h.  einen  Winkel  von  unveränderlicher  Gröfse; 
nach  dem  auf  Seite  66  (rechts)  stehenden  Satze  ist  also  [%] 
eine  Kreisebene  des  Kegels  und  aus  demselben  Grunde  [k,]  die 
andere  Kreisebene. 

Der  orthogonale  Kegel  hat  also  die  besondere  Eigen- 
tümlichkeit, dalä  seine  Kreis  ebenen  rechtwinklig 
stehen  auf  zwei  Kegelstrahlen.  Hieraus  entspringt 
sofort  eine  Bedingung  zwischen  den  Kegelöifnungen  in  den 
Hauptebenen.     Die  auf  Seite  64  abgeleitete  Beziehung  (IL): 

sin.E  =  ^ 
aintp 

ergiebt  irö.mlich  hier,  da  &■  -\-  E  =  90"  ist: 

sin  qrj  ^  tg  9- 
als  Bedingung  für  den  orthogonalen  Kegel,  die  sich  auch  so 
schreiben  lässt: 

ctgä'D'  —  ctg' 9:1  =  1. 
Diese  Bedingung  zeigt  zugleich,  dass  &  <  45"  d.  h.  die  Kegel- 
öffnung 29'  in  der  [«cJ-Ebene,  in  welcher  nicht  die  Brenn- 
strahlen liegen,  kleiner  als  90"  sein  mul's.  Die  Kreisebenen, 
welche  durch  die  6-Äxe  gehen,  also  auf  der  [a  c]-Ebene  recht- 
winklig stehen,  schliefsen  daher  einen  über  90*'  betri^enden 
Winkelraum  ein,  in  welchen  der  Kegel  hineinfällt; 

Das  vorige  Resultat  läfst  sich  auch  etwas  anders  aas- 
sprechen. Seien  die  Schnittlinien  der  Ebenen  [sx]  und  [s,x] 
mit  der  Ebene  [k\  die  Strahlen  t  und  i, ,  so  ist  klar,  dafs  die- 
selben mit  a;  zusammen  ein  rechtwinkliges  Dreikant  bilden,  weil 
sie  seibat  einen  Winkel  von  90"  einschliefsen  und  die  Ebenen 
[sx]  und  [Sjir]  zu  einander  unter  90"  geneigt  sind;  mithinist 
auch  der  Winkel  ((a;)  und  (t^x)  gleich  90*.  Wir  haben  daher 
folgenden  Satz: 

Wenn  ein  rechter  Winkel  {t,x)  sich  so  bewegt, 
dafs  seine  Ebene  sich  um  einen  festen  Strahl  (s^) 
dreht   und    der   eine   Schenkel   (i,)  in   einer    festen 
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Ebene  [oi]  sich  bewegt  um  seinen  unvei'änilerten 
Scheitel,  so  beschreibt  der  andere  Schenkel  (x)  einen 
orthogonalen  Kegel  zweiter  Ordnung,  welcher 
durch  den  festen  Strahl  (sj)  selbst  geht  und  die 
feste  Ebene  zu  einer  Kreisebene  hat,  während  die 
andere  Kreisebene  auf  dem  festen  Strahle  (s,)  nor- 
mal steht. 

Oder  auch; 

Wenn  man  eine  feste  Ebene  (x)  und  einen  festen 
Strahl  (Sj)  hat  und  um  denselben  eine  veränder- 
liche Ebene  (ij)  dreht,  welche  die  feste  in  dem  ver- 
änderlichen Strahle  i|  schneidet,  so  beschreibt  die 
auf  ^1  rechtwinklig  stehende  in  der  bewegten  Ebene 
(bj)  liegende  Gerade  (sc)  einen  orthogonalen  Kegei 
zweiter  Ordnung,  welcher  du'rch  den  festen  Strahl 
(s,)  geht  und  die  feste  Ebene  (k)  zu  einer  Kreis- 
ebene  hat,  w'ärend  die  andere  Kreisebene  auf  dem 
festen  Strahl  (s,)  normal  steht. 

Wir  erkennen  unmittelbar,  dafs  die  Ebene  [ss,]  eine 
Hauptebene  des  orthogonalen  Kegels  ^<^'  ist;  denn  nehmen 
wir  irgend  einen  Kegelstrahl  c/,  so  wird  der  zu  demselben  in 
Bezug  auf  die  Ebene  [ss,]  symmetrisch  liegende  Strahl  oder 
das  Spiegelbild  g^  des  Strahles  g  in  Bezug  auf  die  Ebene  [ssj 
notwendig  auch  ein  Kegelatrahl  von  ®*^^  sein;  denn  sobald 
die  Ebenen  [sg'\  und  [s,(?]  zu  einander  rechtwinklig  sind, 
müssen  auch  die  Ebenen  [s^,]  und  [Sj  ^j]  zu  einander 
rechtwinklig  sein.  Die  Halbierungslinien  der  Winkel  (ssi) 
sind  also  zwei  Hauptaxen  des  orthogonalen  Kegels  X'"'  und 
die  dritte  Hauptase  ist  die  Noimale  dei  Ebene  [saj  im 
Punkte  2J.  Die  vier  Strahlen  |si,y3,  |  sind  viei  harmonische 
Strahlen  d^s  Kegels  S'^'.  Wahlen  wii  /  und  ö'i  zu  Äxen 
Kweier  neuen  den  Kegel  ©' '  eizeugenden  piojektivischen 
Ebenenbüschel,  so  erkennen  wir,  dals  dieselbe^  piojekti- 
visch-gleich  sind.  Denn  die  Bern hruugs ebenen  de"*  Kegels 
Sß(äi  längs  der  Strahlen  \gg,  |  sind  gleich  geneigt  zu  lei  Ver- 
biudungsebene  [gg^J,  weil  dieie  notmal  i&t  zui  Ebene  [■j?]. 
Bezeichnen  wir  diese  Berührungsebenen  hngs  dei  Kegel- 
strahlen  g  und  g,  durch  [ßg']  und  [(/ig]  '^o  sinl  die  -vier 
Ebenen  des  Büschels: 
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harmonisch,  und  ebenso  die  vier  Ebenen  des  Büschels: 

harmonisch;  da  aber  die  Ebenen  [j/sj  und  [!J^\]  ^'Uf  einander 
rechtwinklig  stehen,  so  halbieren  sie  die  Neigungswinkel 
zwischen  den  beiden  andern  [gg]  und  \gg,'i  und  da  ebenso 
die  Ebenen  [_g,s}  und  [i/iS,]  auf  einander  rechtwinklig  stehen, 
so  halbieren  sie  die  Winkel  zwischen  den  beiden  andern  l^,*/,] 
und  [ßi^];  nun  ist  aber  der  Winkel,  welchen  die  ^Ebenen 
[gg]  und  \ggt]  bilden,  gleich  demjenigen,  welchen  die  Ebenen 
[ffi3\]  ^'"i  [9\9]  '^^^  einander  bilden,  folglich  sind  auch  die 
Hälften  dieser  Winkel  einander  gleich.  Die  vier  Ebenen  des 
Büschels  ff(ßg,ssi]  bilden  also  dieselben  Winkel  mit  einander, 
wie  die  vier  Ebenen  des  Büschels  g,[g,gss,].  Da  ferner  die 
Dopel Verhältnisse  der  harmonischen  Büschel: 
glggiss^']  und  gtiggiss^] 
einander  gleich  sind,  so  sind  von  den  beiden  projekti vischen 
den  Kegel  *Ö<^'  erzeugenden  Ebenenbüscheln  mit  den  Äxen 
g  und  ^1  vier  Paare  entsprechender  Ebenen  unter  einander 
gleich  geneigt,  mithin  die  beiden  Büschel  g  und  r/,  projek- 
ti visch-glei  eh.     Wir  BchUefsen  also: 

Ein  orthogonalerKegelkann  auf  unendlich  viele 
Arten  durch  zwei  projektiviseh-gleiche  Ebenen- 
biischel  erzeugt  werden. 

Umgekehrt  achliefsen  wir: 

Zwei  projektivisch-gleiche  Ebenenbüschel,  de- 
ren Axen  g  und  g^  sich  in  S  treffen  (und  die  nicht 
perspektivisch  liegen)  erzeugen  allemal  einen  or- 
thogonalen Kegel  23f^i. 

üehen  wir  nämlich  von  der  Verbindungsebene  [ßpj]  der 
Äxen  der  gegebenen  projektivisch-gleichen  Bbenenbüsehel  aus, 
welche  beiden  gemeinsam  ist  und  nehmen  die  ihr  in  doppeltem 
Sinne  entsprechenden  Ebenen  [ggl  und  [sfjf/i],  halbieren  die 
Neigungswinkel  zwischen  dem  einen  Ebenenpaar  [^^J  und 
lgg2  durch  zwei  zu  einander  rechtwinklige  Ebenen  und  auch 
die  Neigungswinkel  zwischen  dem  andern  Ebeneiipaar  [g^g] 
und  [ö'i3i]  durch  zwei  zu  einander  rechtwinklige  Ebenen,  so 
erhalten   wir  durch  iß  ein  Vierflach,   von  welchem  ein  Paar 
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Gegeakanten  g  und  g,  ist;  d^selbe  hat.  noch  zwei  andere 
Paare  von  Gegenkanten,  die  wir  s  und  s,,  s'  und  sj  nennen 
wollen ;  dann  wird,  weil  die  Ebenenbüschel  projuktiviseh  gleich 
sein  sollen,  entweder  das  eine  Paar  ss^  oder  das  andere  Paar 
ö'sj  Schnittlinien  entsprechender  Ebenen  sein  müssen.  Wählen 
wir  dieses  Paar  zu  Axen  zweier  neuen  Ebenenbüschel,  deren 
je  zwei  entsprechende  Ebenen  zu  einander  rechtwinklig  sind, 
so  erzeugen  dieselben  einen  orthogonalen  Kegel,  welcher  mit 
dem  Erzeugnis  der  gegebenen  projektivisch-gleichen  Ebenen- 
büschel g  und  ff,  identisch  ist.*) 

Dem  orthogonalen  Kegel  steht  als  duales  Gebilde  gegen- 
über ein  Kegel,  der  auf  folgende  Art  erzeugt  wird: 

Wenn  die  Schenkel  eines  rechten  Winkels  sich 
iji  zwei  beliebigen  festen  Ebenen  £f[  bewegen,  wäh- 
rend der  Scheitel  unverändert  bleibt,  so  umhüllt 
seine  Ebene  einen  besonderen  Kegel,  welcher  die 
beiden  festen  Ebenen  fe,  selbst  berührt,  und  dessen 
Brennstrahlen  normal  sind  zu  den  beiden  fostou 
Ebenen. 

In  der  That,  sei  S  ein  beliebiger  Punkt  der  Schnittlinie 
;££,  I  und  drehen  wir  um  2J  in  der  Ebene  e  einen  Strahl  x, 
so  schneidet  die  Normalebene  desselben  die  Ebene  £,  in  einem 
Strahle  x,  so,  dafs  der  Winkel 

{T,Xi)  =  90" 
ist.  Da  aber  die  Normalebene  ein  Ebenenbüsehel  beschreibt 
um  eine  Axe,  welche  normal  auf  e  steht  und  dies  Ebenen- 
büschel projektivisch  gleich  ist  mit  dem  von  x  beschriebenen 
Strahlenbüschel,  so  sind  auch  die  von  x  und  Xj  beschriebenen 
Strahlenbüschel  projektivisch  und  ihre  Verbindungsebeue  um- 
hüllt einen  Kegel,  welcher  die  Ebenen  e  und  f,  selbst  berührt. 
Die  Berührungsstrahlen  in  diesen  Ebenen  werden  erhalten, 
indem  wir  auf  der  Schnittlinie  |ff,|  im  Punkte  S  in  heiden 
Ebenen  eine  Senkrechte  ziehen.  Mögen  diese  beiden  Be- 
rührungsstrahl eu  ti,  heifsen  und  die  in  ihrer  Ebene  zu  ihnen 
rechtwinkligen  durch  iß  gehenden  Strahlen  ff,,  so  dafs  also 

')  Vgl.  F.  Ruth;  „Über  eine  besondere  Erzengiings weise  des 
orthogonalen  Hypei'holoides  xxai  über  Büsuhel  orthogonaler  Kegel  und 
Hjjterboloide"  {Sitab.  d.  Akad.  d.  Wiss.  Wien  (879). 
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die  vier  Strahlen 

",/■/■, 

sämtlich  in  der  Normalebene  der  Setnittlinie  |  eb,  \  liegen 
und  ff^  notwendig  in  demjenigen  Winkelraum  zwischen  den 
Strahlen  ttj,  welcher  >  90"  ist,  dann  sind  nach  dem  auf 
Seite  66  ausgesprochenen  Satze  (links)  f  und  /',  die  Brenn- 
strahlen  des  Kegels  und  die  oben  gefundene  Beziehung:  (I); 

cos  B  =  ^^^-| , 
wo  9  >  90'  ist,  giebt,  da  9  +  £  =  90"  wird, 

cos  &  =  ctg  (p 
oder  anders  geschrieben: 

tg>  — tg''0'=]. 
Das  gewonnene  KesuJtat  läfat  sich  noch  umformeu:  Bei  der 
beschriebenen  Bewegung  dreht  sieh  der  Sti'ali!  x  um  S8  in 
der  Ebene  b,  die  Normalebene  von  x  dreht  sich  um  den 
festen  Strahl  f  und  steht  also  aealicrecht  auf  jeder  durch  x 
gelegten  Ebene;  sie  geht  daher  durch  die  Normale  n  der 
Ebene  [a^a;,],  oder  die  drei  Strahlen  nf^^  liegen  in  einer 
Ebene.  Wir  haben  mithin  ein  rechtwinkliges  Dreikant  xx^n 
und  zugleich  ein  rechtwinkliges  üreiflach  [xx^]  [xn]  [a^iw]. 
Der  Ton  den  beiden  Ebenen  [a.'i«J  und  [a;,a:]  gebildete  diedrische 
rechte  Winkel  bewegt  sich  so,  dafs  seine  Kante  x,  in  der 
festen  Ebene  e,  sich  um  SS  dreht  and  die  Fläche  [Xfn]  um 
den  festen  Strahl  f  sich  dreht,  während  die  freie  Ebene  {x,  x) 
den  obigen  Kegel  umhüllt.  Wir  haben  hiernach  folgenden  Satz : 

Wenn  ein  diedrischer  rechter  Winkel  sich  so 
bewegt,  dafs  aeztie  Kante  in  einer  festen  Ebene  (i,) 
um  einen  festen  Punkt  23  sich  dreht  und  die  eine 
Seitenfläche  desselben  [p\n\  um  einen  festen  durch 
SB  gehenden  Strahl  f  sich  dreht,  so  umhüllt  die 
andere  Seitenfläche  einen  besonderen  Kegel  zweiter 
Klasse,  welcher  die  feste  Ebene  {«,)  berührt,  den 
Punkt  iß  zu  seinem  Mittelpunkt  und  den  festen 
Strahl  f  zu  einem  Brennstrahl  hat,  während  der 
andere  Brennstrahl  auf  der  festen  Ebene  normal 
steht.  — 

Der  orthogonale  Kegel  besitzt  eine  Eigenschaft,  welche 
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seine  Analogie  mit  dem  ebenen  Kreise  deutlicli  hervoria-eten 
läret. 

Nehmen  wir  durch  einen  Punkt  Sß  in  einer  Ebene  vier 
Strahlen  3^|Ss,  an,  von  denen  das  erste  Paar  durch  das 
zweite  harmonisch  getrennt  wird,  legen  sodann  durch  s 
und  S|  zwei  veränderliche  Ebenen,  die  beständig  zu  einander 
rechtwinklig  bleiben,  so  wird  ihre  Schnittlinie  x  den  im  Obigen 
untersuchten  orthogonalen  Kegel  beschreiben.  Weil  nun  auch 
die  vier  Ebenen  des  Büschels: 

vier  harmonische  Ebenen  sind,  von  denen  zwei,  [xs]  und  [xs^], 
zu  einander  rechtwinklig  sind,  so  müssen  diese  die  Neigungs- 
winkel zwischen  den  beiden  Ebenen  [xg^  und  [xg^]  halbieren; 
wir  haben  also  die  Winkel: 

{xg,  xs)  =  (xs,  xg{)    (xg,  xs,)  =  (xs, ,  xg,), 
und,  da  die  vier  Strahlen  g  s  g^  s,  in  einer  Ebene  liegen: 

(sx,  sg)  +  {sx,  Sß,)  =  180". 
Da  aber   in  einem  Dreiflach  die  Sin  der  Winkel  der  Seiten- 
flächen wie   die  Sin  der  Neigungswinkel   an  den  gegenüber- 
liegenden Kanten  sich  verhalten,  so  haben  wir: 

sin  («3)  ^  Bin  i,sx,   sg)    ,      sin  (xg,)  ^  siajsx.  sg,) 
sin  (sg)        sin  (tes,  xg)  '     sin(sif,)         fia{xs,  xg,)  ' 

und  hieraus  folgt  die  Gleichheit: 

^2i  _!«l«3l_eonst., 
sm  (xg,)         HIB  (sg,)  ' 

■  d.  h.  ein  veränderlicher  Strahl  x  des  orthogonalen  Kegels 
bildet  mit  den  beiden  festen  Strahlen  ^  und  ^,,  die  konjugiert 
sind  in  Bezug  auf  den  Kegel,  solche  Winkel,  dafs  das  Ver- 
hältnis ihrer  Sin  unverändert  bleibt.  Dies  können  wir  aber 
umkehren : 

Sind  zwei  in  einem  Punkte  ©  sich  schneidende 
Gerade^  und  g,  gegeben,  und  soll  sieh  ein  durchs 
gezogener  Strahl  x  im  Baume  so  bewegen,  dafs  das 
Verhältnis  ^J^iMi  konstant  bleibt,  so  beschreibt^ 
einen  orthogonalen  Kegel  um  Sß,  für  welchen  die 
Strahlen  g  und  g,  ein  Paar  konjugierter  Strahlen 
sind. 


y  Google 


74  §  iü.    Diic  oi'üiogonali!  Kegel. 

in  der  TJiat  braucht  man  nur  die  btiiden  Strahlen  s  und 
Si  in  der  Ebene  [gg,']  zu  ermitteln,  was  ein  bekanntes  ebenes 
Problem  ist  und  dann  durch  s  und  s,  rechtwinklige  Ebenen- 
paare  zu  legen,  deren  veränderliche  Kante  x  den  gesuchten 
Kegel  beschreibt.     Da  das  Verhältnis  der  Sinns: 

sin  (^3,) 
gleichwertig   ist    mit   dem  Verhältnis   der    Abstände    irgend 
eines  Punktes  f   des  Kegelstrahls  x   von  den   beiden  festen 
Strahlen  g  und  j/j ,  so  können  wir  den  vorigen  Satz  auch  so 
aussprechen : 

Wenn  Kwei  in  einem  Punkte  IB  sich  treffende 
Gerade  g  und  (/,  gegeben  sind,  so  ist  der  Ort  eines 
Punktes,  dessen  Abstände  von  (j  und  g^  in  einem 
gegebenen  unveränderten  Verhältnis  stehen,  ein 
orthogonaler  Kegel,  dessen  Mittelpunkt  33  ist,  und 
für  welchen  g  undiy,  ein  Paar  konjugierter  Strahlen 
in  derjenigen  hyperbolischen  Hauptebene  des  Ke- 
gels sind,  welche  nicht  die  beiden  Brennstrahlen 
enthält. 

Gehen  wir  umgekehrt  von  zwei  Strahlen  ss,  aus,  die 
sich  in  einem  Punkte  S  schneiden  und  einen  Winkel  2^  <  90" 
einschliefsen,  ziehen  in  der  Ebene  [sSi]  eine  zu  s  rechtwinklige 
Gerade,  welche  den  Strahlen  ss,  in  den  Punkten  §§t  begegnet 
und  beschreiben  über  gS,  als  Durchmesser  einen  Kreis  in  einer 
zur  Ebene  [ss,]  rechtwinkligen  Ebene:  dann  wird  der  Kegel, 
welcher  von  S  aus  nach  den  Punkten  dieses  Kreises  geht  ein 
orthogonaler  sein,  und  es  lälst  sich  leicht  zeigen,  dafs  irgend 
ein  durch  iß  gelegtes  Strahlenpaar  gg, ,  welches  durch  ss,  har- 
monisch getrennt  wird  die  Eigenschaft  besitzt,  dafs  die  Ab- 
stände irgend  eines  Kegelpunktes  von  g  und  (/,  dasselbe  Ver- 
hältnis zu  einander  behalten.  Die  Halbierungsstrahlen  des 
Winkels  (ss,)  sind  die  tt-Axe  und  c-Axe  des  orthogonalen 
Kegels,  die  zur  Ebene  [ssij  in  5Ö  errichtete  Senkrechte  ist 
die  ö-Axe;  da  die  Kegelöffnung 

2»  <90« 
angenommen  ist,   so  wird  die  in  den  kleineren  Winkelraum 
hineinfallende   Halbierungslinie   die   (elKptische)   a-Axe   sein. 
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Berechnen   wir  die  Kegelöffnung  251  in   der  |a?i] -Ebene,   so 
finden  wir: 

tg  *  =  sin  (p 
also  q^  >  9-,  mithin  liegen  die  Brennstrahlen  des  orthogo- 
nalen Kegels  in  der  [a6J-£bene,  also  das  Paar  konjugierter 
Strahlen  <?(/,  in  derjenigen  Hauptebene  des  orthogonalen 
Kegels,  welche  die  kleinere  KegelÖtfnung  besitzt,  also  nicht 
die  Brennstrahlen  enthält.   — 

(Wir  werden  später  (§  26)  die  allgemeinere  Aufgabe 
lösen,  indem  wir  von  zwei  Geraden  ff  und  j/, ,  die  beliebig 
im  Räume  liegen,  ohne  sieh  zu  treffen,  ausgehen.) 

Ist  insbesondere  der  Wert  des  konstanten  Verhältnisses 
=  1,  so  degenerirt  der  Kegel  in  ein  rechtwinkliges  Ebenen- 
paar, welches  die  Winkel  zwischen  </  und  j/j  halbiert. 

Der  dem  orthogonalen  Kegel  dual  gegenüberstehende, 
welcher  ebenfalls  vorhin  betrachtet  ist,  bietet  eine  der  letzten 
ganz  analoge  Eigenschaft  dar,  welche  so  lautet: 

Bind  zwei  feste  Ebenen  e  und  6,  gegeben  und 
soll  durch  einen  festen  Punkt  35  ihrer  Schnittlinie 
eine  veränderliche  Ebene  l  derart  gelegt  werden, 
dafs  das  Verhältnis  ?^^-^—,  einen  unveränderten 
Wert  behält,  so  umhüllt  die  Ebene  |  einen  beson- 
deren  Kegel  zweiter  Klasse,  für  welchen  s  und  f, 
konjugierte  Ebenen  sind. 

§  13.  Der  gleichseitige  Kegel. 
Wir  haben  gesehen,  dafs  es  im  allgemeinen  fiir  eine 
Ebene  nur  zwei  Stellungen  giebt,  in  deneu  sie  aus  einem 
Kegel  zweiten  Grades  einen  Kreis  ausschneidet,  und  dafs  ins- 
besondere, wenn  die  Normalen  zu  diesen  beiden  Stellungen 
zu  den  Kegeistrahlen  gehören,  der  Kegel  den  Charakter  des 
orthogonalen  Kegels  hat.  Fr^en  wir  aber,  wie  eine  Ebene 
gestellt  sein  mufs,  um  eine  gleichseitige  Hyperbel 
aus  einem  gegebenen  Kegel  auszuschneiden,  so  laatet  die 
Antwort,  dafs  sie  im  allgemeinen  unendlich-viele  derartige 
Stellungen  haben  kann ;  denn  nehmen  wir  irgend  einen  Kegel- 
strahl X  und  legen  dareh  den  Mittelpunkt  S  des  Kegels  eine 
Normalebeüe  |  zu  x,   so   wird  dieselbe   den  Kegel    im    all- 
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gemeinen  in  zwei  Strahlen  y  und  2  schneiden,  und  es  ist 
ersichtlich,  dals  jede  Ebene,  die  zu  einer  der  heiden  Ebenen 
Ixy'}  oder  [xs]  parallel  ist,  den  Kegel  in  einer  gleichseitigen 
Hyperbel  schneiden  muls;  nur  in  dem  Falle,  dafs  das  Strahlen- 
paar ys  nicht  reell  ist,  lassen  sieh  keine  Ebenen  [xif']  und 
[a!3]  legen.  Bei  der  Veränderung  von  x  umhüllt  nun  die 
Normalebene  |  den  reziproken  Kegel  des  gegebenen  und  es 
wird  also  darauf  ankommen,  nachzusehen,  ob  die  Berührungs- 
ebenen des  reziproken  Kegels  den  gegebenen  in  reellen  Linien- 
paaren schneiden  oder  nicht.  Das  erstere  wird  nur  dann 
der  Fall  sein,  wenn  der  innere  Raum  des  reziproken  Kegels 
ganz  oder  teilweise  in  den  inneren  Raum  des  gegebenen 
hineinfallt.  Ist  dies  aber  der  Fall,  so  giebt  es  unendlich 
viele  Stellungen  für  eine  Ebene,  die  den  Kegel  in  einer 
gleichseitigen  Hyperbel  schneiden  soll. 

Eine  besondere  Frage  ist  aber  die,  wann  eine  solche  in 
einer  gleichseitigen  Hyperbel  durchschneidende  Ebene  auf 
einem  Kegelstrahl  normal  steht.  Ist  dies  nämlich  der  Fall, 
so  wird  die  durch  den  Mittelpunkt  35  parallel  gelegte  Ebene 
zwei  rechtwinklige  Kegelstrahlen  enthalten,  und,  da  der  auf 
beiden  rechtwinklige  Strahl  auch  ein  Kegelstrahl  sein  soll, 
der  Kegei  ein  Tripel  von  drei  zu  einander  rechtwinkligen 
Geraden  als  Kegelstrahlen  haben ;  dies  trifft  beim  allgemeinen 
Kegel  nicht  ein,  sondern  kennzeichnet  einen  partikulären 
Charakter  des  Kegels  und  liefert  eine  gewisse  Bedingung, 
welche  er  zu  erfüllen  hat  und  die  wir  sogleich  kennen  lernen 
werden.  Wir  nennen  einen  solchen  Kegel,  welcher  drei  zu 
einander  rechtwinklige  Gerade  zu  Kegelstrahlon  hat,  einen 
gleichseitigen  Kegel.*) 

Nehmen  wir  einen  gleichseitigen  Kegel  ^(^'  als  gegeben 
an,  und  sei  aic  ein  Tripel  von  rechtwinkligen  Kegelstrahlen, 
dann  wird  eine  Ebene,  die  auf  dem  Strahle  a  rechtwinklig 
steht,  den  Kegel  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel  sehneiden, 
deren  Asymptoten  parallel  h  und  c  sind.  Sei  a  der  Punkt, 
in  weichem  der  Kegelstrahl  a  von  einer  auf  ihm  rechtwinklig 

*)  Tergl.  Heinrich  Vogt:  Über  ein  besonderes  Hypcrlioloid, 
Borchardt'a  Joumai  für  die  reine  \mi  angewandte  Mathematik  Bd.  86, 
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stellenden  Ebene  a,  welche  die  gleichseitige  Hyperbel  §!''> 
ausschneidet,  getroffen  wird,  und  werde  ein  beliebiger  Punkt  p 
der  Hyperbel  genommen,  der  Eegelstrahl  ^t  ^  x  gezogen 
und  eine  Normalebene  |  in  dem  Punkte  SO  auf  dem  Strahle  x 
errichtet;  dann  mufs,  weil  sowohl  a  und  a,  als  auch  x  und  ^ 
normal  zu  einander  sind,  die  Ebene  [ciic]  auf  der  Schnitt- 
linie |k§|  normal  sein;  die  Ebene  [ax\  ist  identisch  mit  [33at], 
der  Schnittstrahl  [«||  daher  rechtwinklig  gerichtet  zu  jedem 
Strahl  in  der  Ebene  [Soi;],  insbesondere  auch  zu  |a):|.  Die 
Gerade  |a||  schneidet  nun  im  allgemeinen  die  gleichseitige 
Hyperbel  §'^>  in  einem  Punktepaare  l)  j ,  dessen  Verbindungs- 
linie zu  |aj:|  rechtwinklig  liegt. 

Das  Puuktepaar  Ijj  ist  immer  reell,  wie  aus  folgender 
Bemerkung  hervorgeht.  Liegen  nämlich  a  und  y:  auf  dem- 
selben Hyperbelzweige,  und  ist  ^  der  Schnittpunkt: 

so  mufs,  weil  ]3Jl)]  rechtwinklig  auf  jSß);|  und  |a3a|  rechtwinklig 
auf  IivtI,  33p*  =  pfl  .  pr  sein,  folglich  p  aufserhalb  \<xy!\  liegen. 
Da  aber  in  diesem  Falle  die  Richtung  von  |(i):|  in  denjenigen 
Wiiikelraum  zwischen  den  rechtwinkligen  Asymptoten  der 
Hyperbel  hineinfällt,  welcher  die  Hyperbelzweige  nicht  ent- 
hält, so  mufs  die  darauf  senkrechte  Richtung  von  ji)j|  in  den- 
jenigen Winkelraum  zwischen  den  Asymptoten  hineinfallen, 
welcher  die  Hyperbel  zweige  enthält,  also  mufs  !  i)j  |  not- 
wendig die  Hyperbel  in  zwei  reellen  Funkten  auf  verschiede- 
nen Hyperbel  zweigen  schneiden,  weil 

pn  .px  +  l)l).pj  =  0 
(Tb.  d.  K,  S.  232)  ist;  liegen  dagegen  y  and  n  auf  ver- 
schiedenen Hyperbelzweigen,  so  mufs  p,  da  es  aufserhalb  [a):| 
liegt,  innerhalb  der  Hyperbel  liegen,  al.so  die  in  p  auf  \a.):\ 
errichtete  Senkrechte  |l)ä|  der  Hyperbel  in  zwei  reellen  Punkten 
auf  demselben  Hyperbel  zweige  begegnen. 

Da  nun  die  Punkte  1)  und  j  immer  reell  sind,  so  sind 
OS  auch  die  Strahlen: 

ISljl-s     unJ     i8i|=2 
und  da  x  auf  der  Ebene  [i/g]  rechtwinklig  steht,  so  ist  sowohl 
X  auf  y,  als  auch  x  auf  «  rechtwinklig ;  aber  es  ist  leicht  ku 
erkennen,  dals  auch  y  auf  z  rechtwinklig  sein  mufs. 
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In  der  That,  die  vier  Punkte  a  p  i;  J  liegen  in  der  Ebene 
a  auf  der  gleichseitigen  Hyperbel  §<^'  so,  dafs  jeder  der 
Höhenpunkt  des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  iat, 
also  ist  auch 

|ai)|  rechtwinklig  auf  \'pl\, 
ferner  wird,  weil  1 23  a  |  ^  «  die  Normale  der  Ebene  \y,\)l\  ist, 

I  SB  a  I  rechtwinklig  zu  |  y  j  | 
liegen,  folglich  auch  die  Ebene  [Sai)]  normaJ  zu  |pj|  sein; 
hieraus  folgt,  dafs  auch  l^^j  ^  J/  rechtwinklig  zu  \y.\\  ist  und 
da  y  rechtwinklig  zu  |Söj:|  =  x  ist,  so  mul'a  die  Ebene  [S3vi] 
normal  auf  y  stehen,  also  auch  j/  rechtwinklig  auf  |39j|  ^s 
sein;  wir  haben  mithin  ein  zweites  von  drei  zu  einander 
rechtwinkligen  Strahlen  xys  gebildetes  Tripel  auf  dem  gleich- 
seitigen Kegel  nachgewiesen,  sobald  ein  solches  ahc  existiert, 
und  da  der  Kegel  strahl  x,  ganz  willkürlich  gewählt  war, 
so  folgt: 

Hat  ein  Kegel  ein  Tripel  von  drei  zu  einander 
rechtwinkligen  Kegelstrahlen,  sohat  er  deren  un- 
endlich viele,  indem  jeder  beliebige  Kegelstrahl  als  eine 
Kante  eines  solchen  rechtwinkligen  Dreikants  gewählt  werden 
kann,  und  die  beiden  andern  durch  die  auf  dem  ersteren 
normal  stehende  Ebene  immer  reell  aus  dem  Kegel  aus- 
geschnitten werden. 

Hieraus  folgt  der  Satz; 

Jede  Ebene,  welche  rechtwinklig  zu  einem 
Strahle  eines  gleichseitigen  Kegels  gelegt  wird, 
schneidet  denselben  in  einer  gleichseitigen  Hyper- 
bel. Der  Punkt,  in  welchem  jener  Kegelstrahl 
der  gleichseitigen  Hyperbel  begegnet,  ist  Höhen- 
punkt für  sämtliche  Dreiecke,  in  welchen  irgend 
drei  zu  einander  rechtwinklige  Kegelstrahlen  der 
Hyperbel  begegnen. 

Ein  gleichseitiger  Kegel  ist  also  dadurch  vollkommen 
bestimmt  und  zu  konstruieren,  dafs  man  von  einem  Punkte  23 
aus  zwei  Tripel  von  je  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Strahlen 
ausgehen  läfst;  diese  sechs  Strahlen  liegen  allemal  auf  einem 
einzigen  bestimmten  Kegel.  Wir  haben  also  zugleich  den  Satz  ; 

ZweiTripel  von  je  drei  zu  einander  rechtwink- 
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ligen  Strahlen,  die  von  einem  Punkte  ausgehen, 
sind  allemal  seclis  Strahlen  eines  gleichseitigen 
Kegels. 

(Dieser  Satz  ist  nur  ein  apecieller  Fall  einer  früher  (§  8) 
bewiesenen  Eigenschaft  des  Polarbündels,  wonach  die  seeha 
Strahlen  zweier  Polard reik ante  immer  auf  einem  Kegel  liegen, 
sobald  man  immlich  für  das  PoIarbiSndel  das  orthogonale 
nimmt,  welches  die  unendlich  entfernte  Ebene  e«  in  dem 
imaginären  Kreise  schneidet.) 

Damit  überhaupt  auf  einem  Kegel  zweiter  Ordnung  ein 
Tripel  von  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Kegel  strahlen 
möglieh  sei,  ist  eine  gewisse  Bedingung  erforderlich,  zu  der 
wir  auf  folgende  Art  gelangen: 

Sei  a  die  elliptische  Hauptaxe  des  Kegels,  durch  welche 
die  beiden  hyperbolischen  Hauptebeneu  gehen  und  seien  in 
der  einen  der  letzteren  die  beiden  Kegeistrahlen  ss,  in  der 
andern  tt',  ferner  die  Winkel: 

(o,  s)-,»    (o,  i)  =  »; 

dann  wird  irgend  eine  in  dem  Abstände  p  vom  Mittelpunkte  lö 
des  Kegels,  zur  a-Axe  rechtwinklig  gelegte  Ebene  denselben 
in  einer  Ellipse  schneiden,  deren  Hauptaxen  beziehungsweise 
in  den  beiden  Haupt^benen  des  Kegeis  liegen  und  für  welche 
die  Quadrate  der  Halbaxen  die  Werte  haben 

0-  .  tg^ip  und  p* ,  tg'^a-. 
Der  Kegelstrahl  s  trifft  nun  diese  Ellipse  in  einem  Scheitel  § 
derselben,  während  ihr  die  in  ®  auf  dem  Strahl  s  errichtete 
Normalebene  in  zwei  Punkten  ^j  und  \>'  begegnet,  deren  Mitte  m 
auf  der  Hauptaxe  der  Ellipse  liegt.  Wegen  der  Eigenschaft 
des  gleichseitigen  Kegela  müssen  die  drei  Strahlen  |äB§|,  j23^|, 
|lßl)'|  drei  zu  einander  rechtwinklige  Strahlen  sein,  folglich 
mufs  jeder  der  beiden  Winkef  V33m  und  m5B^'  =  45''  sein;  also 
ist  das  Dreieck  :pS5iu  rechtwinklig  und  gleichschenklig,  mithin 

m93  =  m^) . 
Bezeichnen  wir  nun  noch  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  durch  o, 
so  ist: 

mffi  .  sin  7;  =  p  ^  m  0  .  tg  <p, 
also  nach  dem  Obigen: 

iTi^)  .  sin  95  =  IUP  .  tg  9)  =  p. 
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Weil  aber  nach  bekannter  Eigenschaft  der  Ellipse: 

pMg'qj   "^  eHgä^   ~ 
ist,  so  folgt  die  Bedingung: 

ctg*  fp  -\-  -^v^—  =  1 

oder 

ctg'J  S'  =  sin'^  ^'(l  ^  ctg'  (p)  (1  +  ctg^  <p)', 
worans  folgt: 

ctg^?)  +  ctg*.&=  1. 
Dies  ist  die  Bedingung  zwischen  den  beiden  KegelÖffiiungen 
in  den  hyperbolischen  Hauptebenen ,  damit  der  Kegel  ein 
gleichseitiger  sei,  woraus  folgt,  dafa  beide  ICegelÖffnungen 
in  den  Hauptebenen  {2q>  und  2*)  gröieer  als  90"  sein  müssen. 
Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  giebt  es  ein  Tripel  rechtwink- 


iele  solche  Tripel, 
genschaft,  welche 
tigen  Hyperbel  in 


blen,    folglich  unendlich-' 

Der  gleichseitige  Kegel  besitzt  eine  Eig 
eine  auffallende  Analogie  mit  der  gleichseit: 
der  Ebene  erkennen  läfsfc. 

Wenn  man  nämlich  drei  beliebige  SiraJilen  xx'x"  durch 
einen  Punkt  ffi  zieht  und  man  legt  durch  ßea  Strahl  x  eine 
Ebene  normal  zur  Ebene  [a;'ic"],  durch  x'  eine  Ebene  normal 
zu  [xx"]  und  durchs;"  eine  Ebene  normal  zu  [a;a^],  so  schneiden 
sich  bekanntlich  diese  drei  Ebenen  'in  einem  Strahl  h,  dem 
Höhenstrahl    des   Dreikants   xx'x"*)    und  die   vier   Strahlen 

*)  Der  HöheBsatz  für  das  ebene  Dreieck  ist  nur  die  Umkelirimg 
einea  etwas  allgecieineren  Ijekajinten  Sataea:  „Die  drei  Seitenpaare 
einea  vollstandigea  Vioi'ecka  werden  vou  einer  geraden  Linie  in  drei 
Punktepaaren  einer  Punktin volution  geachnittea"  (Tb.  d,  K.  §  18). 

Ist  umgekehrt  ein  Dreiek  a6c  und  eine  gerade  Linie  1  als  Träger 
einer  Punktin  volution  gegeben,  und  sind  die  Schnittpunkte: 

(6c,  ?)  =  «,    (CO,  ;)  =  6,    (a6,  l)  =  c, 
die  konjugierten  Punkte    zu   abo  in  der  gegebenen  Punktin  volution 
aber  aßy,  so  ziehe  man 

HK     und    i§, 
die   aieli   in    b    schneiden  mögen ,    dann  sind   von   dem    vollständigen 
Viereck  nficb  zwei  Seitonpaare: 

6c  und  ob.    ca  und  6b, 
welche  bezüglich  die  Gerade  l  in  den  Punktepaaren: 
a  und  a,     b  und  ß 
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xafx'h  haben  zugleich  äie  Eigenschaft,  dafs  jeder  von  ihnen 
der  Höhenstrahl  für  das  aus  den  drei  übrigen  gebildete  Drei- 

tceffen,   durch  welche   die   Panktinvolutioii    yollständig  hestimnnt   ist. 
Da  nun  von  dem  dritten  Seitenpaac 

ab    und    cb 
.die  Seite   ab   darch  e  geht,   so  muk  die  Seite  cb  durch  y  geheu,  oder 
L7  duich  b  aehfn,  il  h 

>■.,  tß,  ei 
schneiden  sich  m  einetn  Pinktp,  nimmt  man  fui  (  die  unendlich  ent 
fernte  Gerade  g^^  und  hir  die  gegehene  Puuitinyolution  auf  g^,  die- 
jenige, deien  Doppelpiiiikte  die  heiden  imaginären  Kieispunkte  sind, 
so  erhdlt  man  aus  dem  \ongen  Satze  den  Höheu'.at/  für  das  ebene 
Dreieck  abc 

Nimmt  man  nun  von  iigend  einem  Punkte  3?  im  Eaume  die  Per 
spektive  der  ebenen  Figur,  so  erhdlt  man  folgenden  Satz 

Oehpn  lon  einem  Punkte  <8  des  Baumes  viei  Stiahlen 
ahcd  aus,  so  Bcheiden  die  Ebenenpaare: 

[ab]  und  {cd],    [ac]  und  [hd\,     [6c]  und  [ad] 
eine  beliebige  durch  iß  gelegte  Ebene  s  in  drei  Stralilen- 
paireii  einer  Strahleninvolution;  und  die  TJmkehrung  lautet; 

Wenn  von  einem  Punkte  SB  des  Raumes  drei  Strahlen  abc  aas- 
gehen und  in  einer  duich  3  gehenden  Ebene  t  eine  Strahleninvolntioa 
gegeben  ist  wenn  feinei  die  Ebeuec  [bc],  [ca],  [ab]  die  Ebene  e  in 
den  Stiahlen 

schneiden    deren  konju^ieit«  in  der  Stralileninvolution 

«ä,     &s,     Ca 
smd    dann  müssen  sich  die  drei  Ebenen  [oos],  [ö&j],  [cci]  in  einer 
Geraden  schneiden 

Nehmen  wir  nun  em  Dreikant  S  |a6c|,  und  seien  die  Normalen  zu 
den  Ebenen  [lic]  und  [ca]  im  Punkte  iß  die  Strahlen  a,  und  öj,  ferner 
\aa,  ii6,|  =  ft  dann  wird  die  Ebene  [Oi6i]  von  dem  Bbenenpaar  [hc] 
und  [ah\  m  einem  Paare  rechtwinkliger  Strahlen  geschnitten,  von  dem 
Ebenonpaar  [ea]  und  [bh]  in  einem  zweiten  Paare  rechtwinkliger  Strailen, 
also  haben  wir  in  der  Ebene  t=^[a,b,]  eine  orthogonale  Strahl eniiivo- 
iution,  und  es  mufs  auch  das  dritte  Ebenecpaar  [ab]  und  [cfi]  die 
Ebene  s  in.  einem  Paare  rechtwinkliger  Strahlen  schneiden;  c  ist  aber 
die  Normale  der  Ebene  [ab],  wie  ersichtlich,  folglich  iat  [ch]  auf 
[ab]  rechtwinklig,  folglich  mufs,  wenn  c,  die  Normale  von  [ab]  ist  im 
Punkte  33,  die  Ebene  [ch]  durch  c,  gehen,  also  [cci]  durch  A,  d.  h. 

[<.«,],     [68,],    [«,J 
müssen  sich  in  einer  Geraden  schneiden,  dem  Höhenatrahle  h  des  Drei- 
kants abc.    Dies  iat  der  im  Texte  angeführte  Satz  vom  Höhenstrahl 
im  Dreikant. 

SOHHOTKH,  Tlieov.  A.  Obc^tfl.  ä.  OiiL.i,  0 
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kant  ist,  denn  es  istt 

[xx]  _L  [x"]i\ ,     [xx"]  X  [x'h],     [x'x]  J_  [xh]. 
Legen  wir  nim  eine  Ebene  s  rechtwinklig  zu  einem  der  vier 
Stralilen  z.  B.  zu  h,  und  wird  dieselbe  von  den  vier  Strahlen 
in  den  Punkten: 

t,    v',     r",    (i 
durchbohrt,  dann  ist  leicht  zu  erkennen,  dal's  von  diesen  vier 
Punkten  jeder  der  Höbenpunkt  lies  von  den  drei  andern  ge- 
bildeten Dreiecks  sein  raul's. 

Denn  die  Ebene  «,  deren  Normalstrahl  7*  ist,  enthält 
nur  Richtungen,  welche  zu  h  rechtwinklig  sind,  also  sind 
auch  die  Richtungen  von  h  und  j:'j:"  zu  einander  rechtwinklig. 
Wenn  aber  zwei  zu  einander  rechtwinklig  gerichtete  Strah- 
len sich  im  Räume  nicht  treffen  und  man  durch  einen  die 
Ebene  rechtwinklig  zum  andern  legt,  so  enthält  dieselbe 
den  kürzesten  Abstand  zwischen  beiden  Strahlen,  der  auf 
beiden  zugleich  rechtwinklig  ist.  Folglich  ist  das  aus  t)  auf 
|i:'y"|  herabgelassene  Perpendikel  der  kürzeste  Abstand  zwischen 
den  Geraden  A  und  jy'y"',;  also  mufs  auch  die  Ebene,  welche 
durch  h  und  diesen  kürzesten  Abstand  geht,  die  Gerade  \}:'t"\ 
zur  Normale  haben,  mithin  auf  jeder  durch  |j:'):"|  gelegten  Ebene 
rechtwinklig  stehen,  daher  auch  auf  der  Ebene  [a;'«"].  Die 
durch  h  zur  Ebene  [x'x"]  rechtwinklig  gelegte  Ebene  geht  aber 
durch  den  Strahl  x,  mithin  auch  durch  den  Punkt  v,  daher 
wird  die  durch' 7i  und  den  kürzesten  Abstand  zwischen  /* 
und  [p'v'l  gelegte  Ebene  durch  ;l'  gehen;  da  der  Punkt  j: 
gleichzeitig  in  dieser  Ebene  und  in  der  Ebene  s  liegt,  so 
mufs  er  in  der  Schnittlinie  beider  liegen,  d.  h.  der  Punkt  x 
mufs  in  dem  Perpendikel  liegen,  welches  aus  l)  auf  Iv'v'l  herab- 
gelassen ist,  oder  umgekehrt  das  aus  ):  auf  \}:'x"\  herabgelassene 
Perpendikel  geht  durch  i).  Da  dasselbe  für  die  beiden  übrigen 
Seiten  des  Dreiecks  jy'}:"  g'lt,  so  ist  l)  der  Höhenpunkt  des 
Dreiecks  y  y  y"  w.  z.  b,  w. 

Da  die  vier  Punkte  yy'y'i)  so  liegen,  dafs  jeder  der 
Höhenpunkt  des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks 
ist,  so  liegen  sie  auf  einer  gleichseitigen  Hyperbel  (Th.  d. 
K.  8. 232)  oder  vielmehr  geht  ein  ganzes  Büschel  von  gleich- 
seitigen Hyperbeln  durch  diese  vier  Punkte;  weil  aber  die 
Ebene  e  auf  dem  Strahle  h  rechtwinklig  steht  und  eine  gleich- 
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seitige  Hyperbel  aus  einem  durch  xx'x'Jh  gelegten  Kegel 
ausschneidet,  so  mufa  ein  solcher  Kegel  allemal  ein  gleich- 
seitiger sein;  wir  erhalten  also  die  Satze: 

Konstruiert  man  zu  irgeüd  drei  Strahlen  eines 
gleichseitigen  Kegels  den  diesem  Dreikant  zugehö- 
rigen Höhenstrahl  (d,  h.  denjenigen  Strahl,  in  welchem 
sieh  die  drei  Ebenen  schneiden,  welche  durch  je  eine  Kante 
des  Dreikants  rechtwinklig  zur  gegenüberstehenden  Fläche 
gestellt  werden  können),  so  liegt  derselbe  allemal  auch 
auf  dem  gleichseitigen  Kegel.     Oder  auch: 

Jeder  Kegel  zweiter  Ordnung,  welcher  durch 
ein  beliebiges  Dreikant  und  seinen  Höhenstrahl 
gelegt  werden  kann,  ist  ein  gleichseitiger  Kegel; 
oder  auch: 

Sämtliche    gleichseitige    Kegel,    welche    durch 
die    drei    Kanten    eines   Dreikants    gehen,    müssen 
noch  einen  vierten  festen  Strahl  gemeinschaftlich 
haben,   nämlich   den  Höhenstrahl  des  Dreikants. 
Wir  können  denselben  Satz  auch  so  aussprechen: 

Enthält  ein  Kegel  zweiter  Ordnung  vier  Strahlen,  von  denen 
jeder  der  Höheustrahi  des  von  den  drei  andern  gebildeten  Drei- 
kants ist,  so  enthält  er  unendlich  viele  solcher  Quadrupel, 
nämlich  zu  drei  beliebigen  Strahlen  desselben  allemal  den 
zugehörigen  Höhenstrahl.  Hieraus  ergiebt  sich  eine  zwar 
diskontinuierhche,  aber  äufserst  einfache,  netzartig  fortschrei- 
tende Konstruktion  beliebig  vieler  neuer  Kegelstrahlen,  sobald 
vier  beliebige  Strahlen,  welche  zur  Bestimmung  des 
gleichseitigen  Kegels  notwendig  sind,  gegeben  werden.  Man 
ordne  die  vier  durch  So  gegebenen  Strahlen  ah  cd  auf  alle 
vier  mögliehen  Arten  zu  Dreikanten  an  und  suche  für 
jedes  derselben  den  Höhenstrahl  auf;  mit  den  vier  HÖhen- 
strahlen  kann  man  in  gleicher  Weise  verfahren  und  so  fort- 
fahren oder  die  neu  erhaltenen  Strahlen  mit  den  früheren 
zu  Dreikanten  vereinigen  und  die  zugehörigen  Höhenstrahlen 
aufsuchen.  Sämtliche  auf  diese  Weise  konstruierten  Strahlen 
liegen  auf  einem  und  demselben  gleichseitigen  Kegel, 

Die  vorige  Betrachtung  eines  Dreikants  und  seines  Höhen- 
strahis  führt  zugleich  auf  ein  merkwürdiges  Tetraeder  von 
besonderer   Art,    auf  welches  schon   wiederholt    aufmerksam 
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gemacht  worden  ist.  *)  Wir  wollen  hier  Ikurz  auf  <Me  Haupt- 
äes  Tetraeders  und  seine  Beziehung  zu  dem 
gel  eingehen,  indem  wir  zugleich  die  oben 
gewählte  Bezeichnung  für  den  vorliegenden  Fall  ein  wenig 
abändern : 

Gehen  von  dem  Punkte  b  die  Kanten  |ba|,  Ibtt],  |bc|  eines 
beliebigen  Dreikants  aus,  und  schneiden  die  drei  durch  je 
eine  Kante  rechtwinklig  zur  gegenüberliegenden  Fläche  des 
Dreikants  gelegten  Ebenen  sieh  in  dem  Höhenstrahle  h,  wird 
ferner  durch  irgend   einen   Punkt  {)   desselben  eine  zu  ihm 


rechtwinklige  Ebei 
kants  in  a  t)  c  bej 


elegt,  welche  den  drei  Kanten  des  Drei- 
net, so  ist  oben  bewiesen  jvprden,  dafs 
l)  der  Höhenpunkt  des  Dreiecks  afic 
ist  (Fig.  3).  Da  also  auf  der  Ebene 
[bcil)]  sowohl  die  Ebene  [at)c],  als 
auch  die  Ebene  [bSc]  rechtwinklig  ist, 
so  mufs  |bc|  Normale  der  Ebene  [batj] 
sein,  alao  die  beiden  Gegenkanten  |ba| 
und  |bc]  des  Tetraeders  aScb  müssen 
rechtwinklig  zu  einander  gerichtet 
^b  sein;  aus  gleichen  Gründen,  die  beiden 
Gegenkanten  j b 1 1  und  |ca|,  sowie  |bc| 
und  \a^,  und  der  vorige  Satz  läfat  sich 
auch  so  aussprechen: 
^'^'  ^ "  Wenn    bei    einem    Tetraeder 

ein  Paar  Gegenkanten  rechtwinklig  zu  einander 
gerichtet  ist  und  noch  ein  zweites  Paar,  so  ist  ea 
auch  das  dritte  Paar. 

Ein  solches  Tetraeder  ist  von  besonderer  Art  und  erfüllt 
gewisse  Bedingungen :  Da  nämlich  \h  c|  die  Nonnale  der  Ebene 
[hülj]  ist,  so  wird,  wenn  die  Höhe  |a^{  in  dem  Dreieck  nbc 
der  Gegenseite  |6c|  in  a,  begegnet,  |6c|  auch  zu  IbaJ  normal 
sein  müssen,  also  |ba,!  eine  Höhe  des  Dreiecks  btc  sein. 
Hieraus  folgt  aber: 


.  bf  -  i 

K'  +  ba- 


,  Elemente  der  Miithematik  B.  5,  §  e,  10. 
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In  dem  betrachteten  Tetraeder  ist  die  Summe 
der  Quadrate  eines  jeden  der  drei  Paare  von  Gegen - 
kanten  von  demselben  Wert. 

Ferner  erkennen  wir,  weil  die  Ebene  [ha\)]  oder  [baci,] 
zur  Normale  |ljc!  hat,  dals  gegen  ein  aus  a  auf  |böj|  herab- 
gelassenes Perpendikel,  sowohl  \ba.,\  als  auch  |6c|  rechtwinklig 
gerichtet  ist,  mithin  die  Ebene  [btc]  Normaleheue  ist  für 
das  von  a  auf  |ba]|  herabgelassene  Perpendikel;  dieses  ist  also 
eine  Höhe  des  Tetraeders  aiicb  und  zwar  die  aus  a  auf  [beb] 
herabgelassene  Höhe.  Da  nun  in  dem  Dreieck  baa,  die  beiden 
Höhen  aus  b  und  ci  zugleich  Tetraederhöhen  sind,  so  müssen 
sich  diese  beiden  Tetraederhöhen  in  einem  Punkte  c  treffen. 
Durch  diesen  Punkt  e  raufs  nun  auch  die  dritte  Höhe  des  Drei- 
ecks badi  hindurchgehen  d.h.  das  aus  a,  auf  ba  herabgelassene 
Perpendikel  laiCijl-  Demselben  können  wir  noch  eine  andere 
Bedeutung  beilegen.  Es  sind  nämlich  ba|  und  |tc[  zu  einander 
rechtwinklig  gerichtete  Gegenkanten,  durch  |b  a|  ist  eineNormal- 
ebene  [bnrtj]  zur  Kante  |ljc|  gelegt,  und  aus  a,  das  Perpendikel 
auf  die  Gegenkante  |ba|  herabgelassen;  folglich  ist  [üiasl  die 
kürzeste  Distanz  zwischen  den  Gegenkanten  |ba|  und  \1ic\  des 
Tetraeders.  Wir  haben  also  den  Satz:  die  kürzeste  Distanz 
zwischen  dem  Gegenkantenpaar  |ba|  und  Itc]  des  Tetraeders 
geht  durch  den  Punkt,  in  welchem  sich  die  beiden  Höhen 
aus  b  und  n  treffen. 

Was  wir  für  das  Gegenkantenpaar  |  b  a  |  und  |  li  c  |  erwiesen 
haben,  gilt  aus  denselben  Gründen  auch  für  das  Gegenkanten- 
paar |b6]  und  |ca|  und  für  das  Gegenkantenpaar  |bCi  und  |a6|; 
es  müssen  sich  also  auch  die  Tetraederhohen  aus  b  und  aus  6 
und  die  kürzeste  Distanz  der  Gegenkanten  |b&|  und  |cai  in 
einem  Punkte  treifen,  und  drittens  müssen  sieh  die  Tetraeder- 
höhen aus  b  und  aus  c  und  die  kürzeste  Distanz  der  Gegen- 
kaaten  (bc|  und  |a6|  in  einem  Punkte  treffen.  Die  Tetraeder- 
höhe aus  b  mufs  daher  sowohl  die  drei  andern  Tetraeder  höhen, 
als  auch  die  drei  kürzesten  Distanzen  ,'(tiitj|,  l&ifial)  l^iC^I  der 
drei  Gegenkantenpaare  treffen.  Bemerken  wir  noch,  dafs, 
weil  die  Kanten  jl)c|  und  |ba|  rechtwinklig  auf  einander  stehen, 
und  daher  die  Ebene  [^COj]  zu  einer  Normale 'ba|  hat,  notwendig 
diese  Ebene  ['benj]  die  Tetraederhöhen  aus  Ij  und  c  und  den 
kürzesten  Abstand  la^ajl  gleichzeitig  enthalten  mufs.    Da  nun 
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die  Tetraüd erhöhen  ans  6  und  c  selbst  in  einer  Ebene  liegen 
d.  h,  sich  treffen,  und  beide  Ton  der  Tetraederhöhe  aus  b 
getroffen  werden,  so  müfsten  entweder  alle  drei  Höhen  in 
einer  Ebene  liegen,  was  widersinnig  ist,  oder  sich  in  einem 
und  demselben  Puntte  treffen,  was  allein  übrig  bleibt.  Wir 
haben  hiernach  folgende  Eigenschaften  unseres  Tetraeders: 

Bei  einem  Tetraeder  abcb,  bei  dem  zwei  Paare 
von  Gegenkanten,  also  auch  das  dritte,  rechtwink- 
lige Strahlenpaare  sind, 

1)  schneiden  sich  die  vier  Tetraederhöhen  in 
((inem  und  demselben  Punkte  c,  durch  welchen  auch 
die  drei  Geraden  gehen,  welche  die  kürzesten  Ab- 
stände der  drei  Paare  Gegenkanten  enthalten. 

2)  Die  Fui'spunkte  der  Tetraederhöhen  sind  zu- 
gleich die  Höhenpunkte  der  Dreiecke,  welche  die 
Seitenflächen  des  Tetraeders  bilden. 

3)  Die  fönf  Punkte  aljcbe  liegen  so  im  Räume, 
dafs  je  vier  von  ihnen  die  Ecken  eines  Tetraeders 
sind,  dessen  Höhen  sich  in  dem  fünften  Punkte 
schneiden. 

4)  Die  vier  Höhen  des  Tetraeders  liegen  s(i, 
dafa  je  drei  von. ihnen  ein  Dreikant  bilden,  dessen 
Höhenstrahl  die  vierte  Höhe  ist;  also  liegen  die 
vierHohenaliemal  auf  einem  gleichseitigen  Kegel. 

5)  Der  Höhenpunkt  des  Tetraeders  teilt  jeden 
der  7  Strahlen,  welche  durch  ihn  gehen  [!)],  in 
zwei  Abschnitte,  deren  Endpunkte  in  den  Ecken, 
Flächen  und  Kanten  des  Tetraeders  liegen,  in  der 
Weise,  dafs  das  Rechteck  ans  diesen  Abschnitten 
einen  und  denselben  Wert  hat. 

EndKch  ergiebt  sich  noch  eine  einfache  metrische  Be- 
ziehung zwischen  den  Kanten  eines  beliebigen  Dreikauts  und 
seinem  Höhenstrahl;  bezeichnen  wir  nämlich  in  der  obigen 
Figur  die  Kanten: 

ba  ^  a,     bl)  =  ii,     hi,  ^  c 
und  die  Höhe  b £)  =  ?*,  so  ist  offenbar: 

h  =  a  cos  (ah)  =  b  cos  (bh); 
und  da  die  beiden  Gegenkanten  |a6|  und  |bc|  rechtwinklig  zu 
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einander  gerichtet  sind,  so  trifft  die  durch  ja!))  au  |i:b]  recht- 
winklig gelegte  Ebene  die  Kante  |cb]  in  demjenigen  Punkte  tj, 
welcher  der  gemeinsame  Fufspunkt  der  aus  ci  und  b  auf  |tb| 
herabgelassenen  Perpendikel  ist,  also  hahen  wir: 

bfj  =  «  .  cos  («c)  =  i  .  cos  (bc), 
und  aus  diesen  beiden  Beziehungen  folgt: 
cos  {ah)  .  cos  (bc)  =  cos  (bh)  .  cos  (ea)  =  cos  (ch)  .  cos  (ab) , 
wo   abc   die   di-ei  Kanten  eines  beliebigen  Dreikants   und  k 
seinen  Höhenstrahl  bedeutet.  — ■ 

Das  dem  gleichseitigen  Kegel  dual  gegenüberstehende 
Gebilde,  nämlich  den  Kegel,  welcher  unendhch  viele  Tripel 
von  je  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Berühruugsehenen 
besitzt  und  bei  dem  zwischen  den  Kegelößhungen  in  den 
Hauptebenen  die  Bedingung  obwaltet: 
tgä  9>  +  tg-''  *  =  1 
ausführhch  zu  untersuchen,  können  wir  uns  umsomehr  ersparen, 
als  dieser  Kegel  nur  der  reziproke  des  gleichseitigen  Kegels 
ist  d.  h.-von  den  sämtlichen  Ebenen  umhüllt  wird,  die  normal 
ZK  den  Strahlen  des  gleichseitigen  Kegele  durch  den  Mittel- 
punkt desselben  gelegt  werden  können.  Eine  direkte  Unter- 
suchung dieses  Kegels  würde  als  zweekmäfsige  Übung  zu 
empfehlen  sein. 

§  14.    Das  einfache  Hyperboloid. 
Wir  wenden  uns  nun  zu  dorn  Erzeugnis  zweier  projek- 
tivischen  Ebenenbüschel: 

![«/»;-...  I  ..  .)  und  (,[»,(!,,,...!,...], 
deren  Axen  l  und  i,  beliebig  im  Räume  liegen,  ohne  sich 
zu  treffen.  Dieses  Erzeugnis  ist  identisch  mit  dem  Erzeugnis 
zweier  projekti vischen  geraden  Punktreihen,  deren  Träger  be- 
iiebig  im  Räume  liegen,  ohne  sich  zu  treffen;  denn,  wenn 
die  veränderliche  Ebene  |,  des  Ebenenbüschels  l,  dem 
Träger  l  in  dem  Punkte  y  begegnet,  und  wenn  die  veränder- 
liche Ebene  |  des  Ebenenbüachels  l  dem  Träger  /,  in  dem 
Punkte  Vi  begegnet,  so  ist  offenbar  die  Schnitthnie  |  ||,  | 
identisch  mit  der  Verbindungslinie  yy^  |;  denn  da 
y  =  GIO     und    >:, -(ij)  ist, 
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so  liegt  %  in  der  Ebene  Ij  und  gleichzeitig  in  der  Ebene  i, 
■weil  es  auf  (  liegt,  ebenso  liegt  j:,  in  der  Ebene  |  und  gleich- 
zeitig in  der  Ebene  |,,  weil  es  auf  l^  liegt,  also  ist 

»■i-iCT,i- 

Das  Erzeugnis  zweier  projektivischen  Ebenen- 
büschel kann  also  gleichzeitig  als  Erzeugnis  zweier 
projektivischen  Punktreihen  aufgefat'st  werden, 
deren  Träger  die  Axen  der  Ebenenbüschel  sind, 
die  sieh  im  Räume  nicht  treffen  sollen. 

Die  sämtlichen  Schnittlinien  ( ||i  |  oder  Verbindungs- 
linien I  J^j^i  I  nennen  wir  eine  Regelschar  und  jede  einzelne 
eine  Erzeugende  der  Regelschar  (generatrix).  Die  Ge- 
samtheit aller  Erzeugenden  bildet  eine  Oberfläche  zweiter 
Ordnung,  welche  wir  das  einfache  Hyperboloid  nennen, 
oder  kurzweg  Hyperboloid,  solange  nur  von  diesem  die  Rede 
ist.  Wir  erkennen  unmittelbar,  dals  jede  Gerade  im  all- 
gemeinen nur  zwei  Punkte  der  Oberfläche  enthalten  wird  (die 
Doppelpunkte  zweier  ineidenten  projektivischen  Punktreihen, 
welche  die  gegehenen  Büschel  auf  ihr  ausschneiden),  dafs  jede 
Ebene  die  Oberfläche  im  allgemeinen  in  einem  Kegelschnitte 
schneiden  wird  (dem  Erzeugnis  zweier  projektivischen  Strahlen- 
büsehel,  welche  die  gegebenen  Büschel  auf  der  Durchschnitts- 
ebene ausschneiden). 

Die  Erzeugenden  einer  ßegelsehar  bieten  als  besondere 
uns  bereits  bekannte  Fälle  dar  sowohl  die  sämtlichen  Strahlen 
eines  Kegeis  (wenn  die  Axen  der  projektivischen  Ebeiien- 
büschel  sich  treffen),  als  auch  die  sämtlichen  Taugenten  eines 
Kegelschnitts  (wenn  die  Träger  der  projektivischen  ^^unkt- 
reihen  in  einer  Ebene  liegen). 

Der  Zusammenhang  mit  dem  Kegel  tritt  noch  deutlicher 
hervor,  wenn  wir  die  beiden  erzeugenden  Büschel  mit  den 
Axen  l  und  l^  ohne  ihre  Stellung  im  Räume  zu  ändern,  (d,  h. 
parallel)  uns  so  verschoben  denken,  bis  ihre  Axen  l  ?,  sich 
in  irgend  einem  Punkte  25  treffen;  dann  erzeugen  sie  einen 
Kegel,  und  die  Kegelstrahleu  sind  offenbar  parallel  den  Er- 
zeugenden der  Regelschar;  wir  erhalten  also  den  Satz: 

Zieht  man  durch  irgend  einenPunkt^im  Räume 
Parallele  zu  sämtlichen  Erzeugenden  einer  Regel- 
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schar,  so  sind  dies  die  Strahlen  eines  Kegels 
zweiter  Ordnung, 

Eine  Haupteigen  Schaft  der  Erzeugenden  einer  Regelschar 
besteht  darin,  dafs  keine  zwei  Erzeugende  derselben 
Regelschar  im  Räume  sich  treffen  icönnen.  Denn 
wäre  dies  möglieh,  d.h.  begegnete  die  Schnittlinie  j^^,  |  der 
SchnittUnie  l"»;»?!!;  so  müisten  alle  vier  Ebenen  |  g,  ij  t^j 
durch  denselben  Schnittpunkt  hindurchgehen,  also  müisten  auch 
die  Schnitthnien  [Ijjj  ^  2  und  iSji?!  |  =  ^j  durch  diesen  Punkt 
gehen,  d.  h.  sich  treffen,  was  gegen  die  "Voraussetzung  ist. 
(In  diesem  Falle  artet  das  einfache  Hyperboloid  in  einen 
Kegel  zweiter  Ordnung  aus;  alle  Erzeugenden  der  ersten 
Regelschar  gehen  in  die  Kegelstrahlen  über  und  diese  bilden 
zugleich  die  Erzeugenden  einer  zweiten  Regelschar;  beide 
Regelscharen  fallen  also  zusammen,  8.  90  und  102). 
Dagegen  mufs  der  Konstruktion  zufolge  die  Gerade  l  und 
ebenso  die  Gerade  i,  sämtlichen  Erzeugenden  j^^J  der  Regel- 
schar begegnen.  Zu  diesen  beiden  Geraden  treten  nun  noch 
unendlich  viele  andere  von  gleicher  Beschaffenheit  hinzu. 
Denn  nehmen  wir  irgend  drei  Paare  entsprechender  Ebenen 
der  gegebenen  projektivisehen  Ebenenbüschel: 

und  legen  durch  die  Schnittlinie  |  ßßi  |  eine  beliebige  Ebene  s, 
welche  der  Schnittlinie  'ßß,\  in  1),  der  Schnittlinie  [yyil 
in  c  begegnet,  während  zugleich  |bc|  mit  der  Schnittlinie  |««,| 
in  der  Ebene  ff  den  Punkt  n  gemein  hat,  dann  haben  wir 
in  einer  Geraden  drei  Punkte: 

in  solcher  Lage,  dafs 

m-ß,  im-ß, 

werden. 

Diese  drei  Ebenenpaare  bestimmen  die  projektivische 
Beziehung  der  Büschel  vollständig  und  die  Gerade  \a\>c\  liegt 
mit  beiden  perspektivisch,  also  mufs  irgend  eiu  Punkt  j:  der 
Geraden  |al)cj  mit  l  und  i,  verbunden  zwei  entsprechende 
Ebenen  1 1,  in  beiden  Ebenenbüscheln  liefern,  oder  umgekehrt 
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mul's  jede  Schnittlinie  l^§,|  der  (Geraden  |atic|  in  einem  Punkte 
j  begegnen.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Eine  Gerade,  welche  irgend  drei  Erzeugenden 
einer  Regelschar  begegnet,  mufs  sämtliche  Erzeu- 
gende derselben  treffen. 

Verändern  wir  die  Ebene  6,  welche  willkürlieh  durch 
jßKjl  gelegt  war,  so  erhalten  wir  unendlich  viele  solcher 
G-eraden,  die  sämtlichen  Erzeugenden  der  Regelsehar  begegnen. 
Diese  neuen  Geraden  bilden  selbst  eine  zweite  Eegelschar; 
denn  bei  der  Bewegung  von  ff  beschreiben  h  und  c  projek- 
tivisehe  Punktreihen,  weil  sie  in  demselben  Ebenenbüsehel 
|ac:]![e]  liegen;  die  Verbindungslinien  |i)c|  sind  also  das  Er- 
zeugnis zweier  projektivischen  Punktreihen,  deren  Träger 
ß  ßi\  und  Ij'J'iI  sich  nicht  treffen,  also,  wie  wir  oben  ge- 
sehen haben,  identisch  mit  dem  Erzeugnis  zweier  projektivi- 
schen Ebenenbüsehel  d.  h,  einer  Regelsehar.  Wir  haben  also 
folgendes  Ergebnis: 

Es  giebt  unendlich  viele  Gerade  l^,  deren  jede 
den  sämtlichen  Erzeugenden  g^  einer  ßegelschar 
begegnet.  Diese  Geraden  i^;  bilden  selbst  eine  zweite 
Eegelschar,  zu  welcher  insbesondere  auch  dieAxen 
lli  der  beiden  erzeugenden  Ebenenbüschel  gehören. 
Während  keine  zwei  Erzeugenden  derselben  Eegel- 
schar sich  treffen  können,  mul's  jede  Erzeugende  der 
ersten  Eegelschar  jede  der  zweiten  treffen.  Die  bei- 
den Eegelseharen  erfüllen  also  in  doppelter  Weise 
das  einfache  Hyperboloid  dergestalt,  da fs  durch  je- 
den Punkt  desselben  nureineErzeugende  der  ersten 
und  eine  Erzeugende  der  zweiten  Eegelschar  geht. 
Da  auf  den  beliebig  gewählten  Trägem  \ßßi\  und  \yyi\ 
die  Punkte  fc  c,  in  welchen  die  Erzeugende  l^  =  |6c|  ihnen 
begegnet,  projektivische  Punktreihen  durchlaufen,  (weil  beide 
in  demselben  von  c  beschriebenen  Ebenenbüschel  liegen),  so 
erhalten  wir  folgenden  doppelten  Satz: 


Irgend  zweiErzeugende 
der  einenßegelschar  wer- 
den von  sämtlichen  Er- 
zeugenden derandernRe- 
gelschar  allemal   in  zwe: 


Irgend^zweiErzeugende 
der  einen  Regelschar  mit 
sämtlichen  Erzeugenden 
der  anderen  Regelschar 
durch  Ebenen  verbunden 
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projektiviselieii      Punkt- [sind     aliemal     die     Axeu 
reihen  getroffen.  [zweier       projektivisclieii 

JEbenejibüacliel. 
Hierdurch  verheren  die  beiden  Axea  der  ursprünglich 
erzeugenden  projekti vischen  Ebenenbüschel  ihre  Eigentümlich- 
keit und  treten  ohne  Bevorzugung  in  die  Gesamtheit  aller 
übrigen  Erzeugenden  l^  der  einen  Regelschar  ein,  so  dals 
dasselbe  einfache  Hyperboloid  auf  unendlich  viele  Arten  (iu 
doppelter  Weise)  erzeugt  werden  kann,  indem  man  irgend 
zwei  Erzeugende  der  einen  Schar  als  Axen  zweier  projek- 
tivjschen  Ebenenbüschel  wählen  kann,  deren  entsprechende 
Ebenenpaare  sich  in  den  sämtlichen  Erzeugenden  der  andern 
Regelschar  schneiden. 

Wir  können  den  Zusammenhaag  der  beiden   zusammen- 
gehörige 
Ist 


eine  Regelschar 
eben,  und  1  egei 
wir  durch  l  eine  belle 
bige  Ebene,  so  schneidet 
dieselbe  sämtliche  übri- 
gen Erzeugenden  l^l^  .  . 
in  Punkten  einer  gerader 
Linie  g.  Durch  Verände 
rung  der  Ebene  erlialtei 
wirsämtlicheErzeugende 
(fx  der  zugehörigen  Regel- 
schar. 


auch  so  aussprechen: 


eine     Regelschar 
llj^---   gegeben,  und  ver- 
binden  wir    einen  belie- 
-  bigen     Punkt    auf    l    mit 
sänitlichen   Erzeugenden 
.   1,1,...   durch   Ebenen,   so 
.  laufen     dieselben     durch 
■  eine  und  dieselbe  Gerade 
.  g.  Durch  Veränderung  des 
f  Punktes    auf    l    erhalten 
wirsämtlicheErzeugende 
^j  der  zugehörigen  Regel- 
schar. 
Wir  müssen  diesen  Sätzen  noch  einen   dritten,   in   der 
Mitte  stehenden  oder  dieselben  verbindenden  Satz  hinzufügen: 
Wird  eine  beliebige  Erzeugende  l  einer  Regel- 
schar mit  sämtlichen  Erzeugenden  g^   der  anderen 
Regelschar    durch   Ebenen    verbunden,    so    erhält 
man  ein  Ebenenbüschel,  welches  proj  ektivisch  ist 
mit    derjenigen    geraden    Punktreihe,    welche    auf 
dem  Träger  l  die   sämtlichen  Erzeugenden  t/j:  aus- 
schneiden;  und   zwar  ist  jenes  Ebenenbüschel  mit 
dieser  Punktreihe   als   perspektivisch   liegend   an- 
zusehen. 
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Durcii  irgend  drei  Gerade  im  Räume  ii,?j,  von  deiieii 
Jteine  zwei  in  einer  Ebene  liegen,  sind  die  beiden  zusammen- 
gehörigen Hegelscharen  also  das  ganze  einfache  Hyperboloid 
vollständig  und  eindeutig  bestimmt;  denn  mau  braucht  nur 
zwei  von  den  gegebenen  Geraden  l  und  l^  als  die  Axen 
zweier  Ebenenbüschel,  die  dritte  l^  als  .den  Träger  einer 
Punktreihe  (ni»C ..-);..  0  ^^  wählen  und  die  beiden  Ebenen- 
biischel  projektiviseh  so  auf  einander  zu  bezieben,  dafs  [ly]  ^g 
und  [(|  j:]  =  li  entsprechende  Ebenen  sind ,  dann  durchläuft 
die  Schnittlinie  |  li,  |  =  ffx  die  ganze  erste  BegeJschar.  Oder 
man  braucht  nur  eine  der  drei  gegebenen  Geraden  l^  als 
die  Axe  eines  Ebenenbüschels  anzusehen,  dessen  veränder- 
liche Ebene  ff  den  beiden  Geraden  l  und  ?,  in  entsprechenden 
Punten  j:  und  j:i  zweier  projektivischeii  Punktreihen  begegnet, 
dann  beschreibt  die  Verbindungslinie  \xj:,\  =  ffx  die  ganze 
erste  Regelschar.  Wählt  man  irgend  drei  Erzeugende  S'^ii'a 
dieser  ersten  Regelschar  und  führt  mit  ihnen  dieselbe  Kon- 
struktion aus  wie  mit  den  gegebenen  drei  Geraden,  so  erhält 
man  die  sämtlichen  Erzeugenden  L  der  zweiten  Regelschar, 
zu  welcher  auch  die  gegebenen  Geraden  l  li  l^  selbst  gehören. 

Wir  haben  also  das  Ergebnis: 

Durch  drei  beliebig  imRaume  gewählte  Gerade 
Iii  ?2,  von  denen  keine  zwei  sich  begegnen,  ist  eine 
Regelschap  vollständig  und  eindeutig  bestimmt, 
indem  sie  aus  sämtlichen  Geraden  g^  besteht, 
welche  den  gegebenen  llil^  gleichzeitig  begegnen. 
Die  zugehörige  Regelsehar  von  Erzeugenden  l^  er- 
hält man,  indem  man  irgend  drei  Erzeugende  ^i?,«/; 
der  ersten  Regelschar  nimmt  und  sämtliche  Gerade 
^3,  konstruiert,  die  gleichzeitig  ggig^  begegnen;  zu 
diesen  gehören  auch  ll^l^- 

Das  einfache  Hyperboloid  ist  also  durch  drei  Gerade, 
die  auf  ihm  liegen  sollen  und  von  denen  keine  zwei  in  einer 
Ebene  Hegen,  vollständig  und  eindeutig  bestimmt;  Konstruk- 
tionen durch  andere  Bestimmungsstücke  werden  wir  später 
kennen  lernen  (§  16). 

Aus  der  oben  dargelegten  projektivischen  Natur  der  beiden 
zusammengehörigen  Regelscharen  ergeben  sich  durch  Umkeh- 
rung folgende  mitunter  nützliche  Sätze: 
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Wenn  man  im  Räume  ir- 
gend drei  einander  nicht 
begegnende  Gerade  ^|  i^  ig 
und  dieRegelschar  sämt- 
licher Geraden  g^  hat, 
die  gleichzeitig  die  drei 
ersten  in  den  Punkten: 

treffen,  und  man  auf  der 
veränderlichen  Geraden 
g^  zu  diesen  drei  Punk- 
ten einen  solchen  vier- 
ten Punkt  IJ^r  konstruiert, 
dafs  das  Doppelverhält- 
nis: 

beigegehenerZuordnung 
einen  gegebenen  konstan- 
ten Wert  behält,  so  ist 
der  Ort  aller  Punkte  \,i^ 
eine  bestimmte  Gerade  l^, 
welche  der  Regelschar  \l^\ 
angehört. 


Wenn  man  im  Raumeir- 
gend  drei  einander  nicht 
begegnende  Gerade  l^^l-i 
hat  und  die  ganze  Regel- 
schar der  Erzeugenden^,,, 
die  gleichzeitig  mit  den 
drei  eraten  in  je  einer 
Ebene: 


Bix, 


EZx 


liegen  und  man  durch 
die  veränderliche  Erzeu- 
gende 5';^  eine  vierte  Ebene 
£43;  konstruiert,  so  daCs 
das  Doppelverhältnis  der 
vier  Ebenen; 

bei  gegebener  Zuordnung 
einen  gegebenen  konstan- 
ten Wert  behält,  so  lau- 
fen alle  Ebenen  e^x  durch 
eine  feste  Gerade  ?,,  wel- 
che der  Eegelschar  |ii| 
angehört. 


Ist  insbesondere  der  Wert  des  konstanten  Doppel  Verhält- 
nisses =  —  1 ,  so  erhält  man  bei  bestimmter  Zuordnung  (die 
auf  drei  verschiedene  Arten  möglich  ist)  zu  den  drei  gege- 
benen Erzeugenden  li\%  eine  bestimmte  vierte  harmo- 
nische Erzeugende  \  derselben  Regelschar;  vier  Erzeugende 
IxW^i  einer  Regelachar  heifsen  nämlich  harmonisch  ge- 
legen, sobald  irgend  eine  Erzeugende  g,:  der  andern  Regel- 
schar von  ihnen  in  vier  harmonischen  Punkten  getroffen 
wird;  durch  Veränderung  des  konstanten  Wertes  c  erhält 
man  sämtliche  Erzeugende  ^.r  dieser  Regelschao-,  (Vergl.  'fh. 
d.  K.  S.  125.) 

Wir  haben  [gesehen,  dafs  drei  beliebige  Gerade  llf\, 
von  denen  keine  zwei  in  einer  Ebene  liegen,  von  unendlich 
vielen  Geraden  g^  gleichzeitig  getroffen  werden,  welche  eine 
Regelschar  |(/^|  bilden.    Es  entsteht  jetzt  die  Frage:  Können 
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vier  beliebig  im  Räume  gegebene  Gerade  Jl^L^l^, 
von  denen  keine  zwei  in  einer  Ebene  Hegen,  gleicb- 
zeitig  von  einer  Geraden  g  getroffen  werden? 

Um  diese  Frage  zu  beantworten,  lassen  wir  auf  l.^  einen 
veränderlichen  Punkt  j:^  sicli  bewegen  und  legen  die  Ebenen: 

\lf^]  und  Wr-i], 
welche  bei  der  Bewegung  von  j:^  zwei  projektivische  Ebenen- 
bnschel  ^[(Tj]  und  l^lj^}  beschreiben  werden,  weil  beide  mit 
der  Punktreihe  (r^)  perspektivisch  liegen.  Schneiden  nun  die 
veränderlichen  Ebenen  [?j:J  und  [^iVj]  die  vierte  Gerade  \ 
in  den  Punkten: 

j:^  und  Fsj 
so  beschreiben  jr^  und  yä  zwei  auf  einander  liegende  projek- 
tivische Punktreihen,  welche  im  allgemeinen  zwei  Doppel- 
punkte haben,  die  die  Lösung  der  Aufgabe  liefern ;  denn  die 
beiden  Ebenen,  welche  durch  einen  dieser  Doppelpunkte  und 
die  Geraden  l  und  /j  gelegt  werden,  schneiden  sieh  in  einer 
Geraden,  die  offenbar  auch  l.^  begegnen  mufa.     Also: 

Es  giebt  im  allgemeinen  zwei  Gerade,  welche 
gleichzeitig  vier  im  Räume  gegebenen  Geraden 
^hhht  ^^^  denen  keine  zwei  in  einer  Ebene  liegen, 
begegnem 

Diese  beiden  Geraden  können  aber  auch  zusammenfallen 
oder  imaginär  sein,  je  nachdem  die  beiden  von  y^  und  y'^ 
beschriebenen  auf  l^  liegenden  projektivischen  Punktreihen 
reelle,  zusammenfallende  oder  imaginäre  Doppeipunkte  haben. 

Die  Konstruktion  der  Geraden  ist  demnach  auf  ein  be- 
kanntes fundamentales  Problem  zurückgeführt. 

Es  kann  hierbei  der  besondere  Fall  eintreten,  dafs  die 
beiden  von  y^  und  j,3  beschriebenen  Punktreihen  identisch 
zusammenfallen,  also  die  Aufgabe  unendlich  viele  Auflösungen 
hat.  Dies  mufs  stattfinden,  wenn  die  beiden  projektivischen 
auf  einander  liegenden  Punktreihen  drei  Paare  entsprechender 
Punkte  zusammenfallend  haben,  d.  h.  wenn  es  drei  Gerade  </ 
giebt,  welche  gleichzeitig  den  vier  gegebenen  llil^l^  be- 
gegnen.    Also : 

Wenn  es  drei  Gerade  giebt,  die  gleichzeitig 
vier  im  Räume  gegebenen  Geraden  Hj^j?,  begegnen, 
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so  giebt  es  deren  unendlich  viele,  d.  h.  jede  Gerade, 
die  dreien  von  ihnen  begegnet,  mufs  auch  die  vier  te 
treffen. 

Diese  Bedingung  für  die  vier  Geraden  1 1,  l^  l^  kommt 
mit  der  überein,  dafs  sie  einer  Eegelschar  angehören,  welche 
sehen  durch  drei  von  ihnen  bestimmt  wird.  Wir  sagen  von 
vier  Geraden,  die  derselben  Regelschar  angehören,  sie  haben 
hyperboloidische  Lage. 

Diese  Bedingung  ist  gleichwertig  mit  der,  dafs  drei 
Punkte  auf  einer  Geraden  liegen  oder  drei  Gerade  sich  in 
eiuena  Punkte  treffen  oder  drei  Ebenen  durch  eine  Gerade 
laufen  oder  vier  Ebenen  durch  einen  Punkt  gehen  oder  vier 
Punkte  in  einer  Ebene  liegen. 

Ein  Beispiel  für  eine  solche  Lage  von  vier  Geraden  bietet 
folgender  Satz: 

Die  vier  Hi>hen  eines  allgemeinen  Tetraeders 
haben  hyperboloidisch.e  Lage,  d.  h.  gehören  einer 
Regelschar  an. 

In  der  That,  seien  abcb  die  vier  Ecken  eines  allgemeinen 
Tetraeders  und  bezeichnen  wir  die  vier  Seitenflächen  des- 
selben durch: 

«={6cb],    ^  =  [cbnl,    y  =  [balj],    ö==[ai:-c]. 

Die  auf  diesen  vier  Seitenflächen  errichteten  Normalen 
mögen  die  unendlich-entfernten  Punkte: 

a^,  K^  ^t'  ^X 
haben,  dann  schneiden  sich  nach  einem  früher  bewiesenen 
Satze  (8.  80)  in  dem  Dreikant,  welches  zur  Ecke  a  und  zu 
Kanten  |at|,  |ac|,  |ab|  hat,  die  drei  durch  die  Kanten  zu  den 
gegenüberliegenden  Flächen  gelegten  Normalebenen  in  einem 
Strahle   (Höhenstrahl   des  Dreikants),  d.  h.  die  drei  Ebenen: 

[attr],    tuen,    [«bfcn 

schneiden  sieh  in  einer  Geraden,  welche,  da  sie  durch  a  geht, 
die  Gerade  an"  trifft  (in  a).    Nun  sind  aber  die  vier  Geraden: 

!aari,    itsri.    i«ri,    i»r 

nichts  anderes  als  die  Höhen  des  Teti'aeders  d.  h.  die  aus 
den  vier  Ecken  auf  die  gegenüberliegenden  Seitcuflächen  des 
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Tetraeders  herabgelassenen  Perpendikel;  folglich  werden  alle 
vier  Höhen  von  dem  Torigen  Strahle  getroffen,  in  gleicher 
Weise  aber  auch  von  dem  Höhenstrahle  des  Dreikanta  6|acbl, 
ebenso  des  Dreikants  c|bba|  und  endlich  auch  des  Dreikants 
b|(ibc|.  Wir  haben  also  nicht  blofs  drei,  sondern  vier  Strahlen 
kennen  gelernt  von  der  Eigenschaft,  dafa  jeder  allen  vier 
Höhen  des  Tetraeders  gleichzeitig  begegnet;  folglieh  haben 
dieselben  hyperboloidische  Lage,  w.  z.  b.  w. 

Wir  bemerken  noch,  dafs,  sobald  sich  zwei  Höhen  aaf 
und  l»  &"  treffen  oder  in  einer  Ebene  liegen,  auf  dieser  Ebene 
sowohl  die  Tetraederfläche  c  als  auch  die  Tetraederfläche  ß 
rechtwinklig  stehen  mufa,  folglich  auch  ihre  Schnittlinie 
j  K  ^  I  =  j  cb  I  und  da  die  Tetraederkante  ]  cb  |  auf  der  Ebene 
[a&n^b"],  rechtwinkhg  steht,  ao  müssen  die  Gegenkanten  \ai\ 
und  |cb]  des  Tetraeders  rechtwinklig  zu  einander  gerichtet 
sein;  umgekehrt  müssen,  weil  die  Gegenkanten  |cb[  und  \ah\ 
rechtwinklig  zu  einander  gerichtet  sind,  auch  die  beiden 
andern  Höhen  |cc*|  und  |bb*|  in  einer  Ebene  liegen  d.  h.  sich 
treffen.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Wenn  zwei  Hohen  eines  Tetraeders  sich  treffen, 
so  müssen  auch  die  beiden  andern  Höhen  desselben 
sich  treffen,  und  die  Bedingung  hiefür  ist,  dafs  ein 
Paar  Gfegenkanten  des  Tetraeders  rechtwinklig  zu 
einander  gerichtet  sei. 

Ist  endlich  noch  ein  zweites  Paar  Gegenkanten  recht- 
winklig zu  einander  gerichtet,  so  müssen  alle  vier  Höhen 
sich  in  einem  Punkte  treffen,  also  auch  das  dritte  Paar  Gegen- 
kanten rechtwinklig  sein,  und  wir  haben  das  besondere  Te- 
traeder, welches  auf  Seite  84  bis  86  betrachtet  ist, 

§  15.  Mittelpunkt  und  Asymptotenkegel  des  Hyperboloids. 

Wir  können  die  Erzeugenden  der  beiden  Begolscharen 
auf  dem  Hyperboloid  einander  paarweise  zuordnen,  indem  wir 
zu  jeder  Erzeugenden  l^  der  einen  Regelsebar  die  einzige 
bestimmte  Erzeugende  g^i  welche  mit  ihr  parallel  ist,  zu- 
ordnen. Sind  l  und  Ij  die  Axen  der  beiden  projettivischen 
Ebenenbüschel,  welche  das  Hyperboloid  erzeugen  und  l^  eine 
beliebige  Erzeugende  derjenigen  ßegelschar,  welcher  l  und  /, 
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angehören;  legen  wir  sodinn  duich  l  eine  Ebene  parallel  zu 
Ix  (d.  h.  durch  den  unendlich  entfernten  Punkt  von  l^)  und 
ebenfalls  durch  l^  eine  Ebene  paiallel  zu  h,  so  schneiden 
sieh  dieselben  in  einer  Geiiden  g^i  welche  offenbar  parallel 
mit  4  ist  und  der  zweiten  Kegehchar  angehört. 

Nehmen  wir  irgend  diei  solcher  Paare  paralleler  Erzeu- 
genden aus  den  beiden  Regelacbaten  heraus: 

l  und  g,    l,  und  ff^,     ?;  und  g^, 
so    haben    dieselben    aulsei    den    diei    unendlich- entfernten 
Schnittpunkten,   da  jede  /j  jede  f/^  treffen  mufs,   noch  sechs 
andere  Schnittpunkte  gemein    nimlich: 

{Iff,),        i}92),         {\9^}, 
{h&)>        {\9),         ihsO- 

Diese  sechs  Punkte  haben  eine  eigentümliche  Lage  zu 
einander.     Die  drei  Ebenen: 

schneiden  sich  nämlich  in  einem  unendlich  entfernten  Punkte, 
weil  die  beiden  Ebenen  [Ifff^]  ^^'^  Cs^'i]  einander  parallel 
laufen  (denn  l^  und  ^,  sind  parallel,  ebenso  l^  und  g^),  und 
die  Schnittlinie  |[?i^a],  [^a^,]  j  dieser  beiden  Ebenen  ist 
identisch  mit  der  Verbindungslinie  der  beiden  unendlich- ent- 
fernten Punkte  {liffi)  und  [l^gi),  weil  sowohl  der  eine  als 
auch  der  andere  dieser  beiden  Punkte  gleichzeitig  in  den 
Ebenen  [ijS'j]  und  [l^g^  liegt. 

Da  also  die  Ebenen  f^^J  und  [tj^,]  parallel  laufen, 
d.  h.  ihre  Schnittlinie  im  Unendlichen  liegt,  so  trifft  die 
Ebene  \lg\  sie  in  einem  unendlich  entfernten  Punkte,  in 
welchem  sich  alle  drei  Ebenen,  also  auch  die  Schnittlinien 
je  zweier  treffen;  also 

die  Schnittlinie  der  Ebenen  {lg']     und     [?i(?;| 

„     „     im    „    (!,»,] 

„      „      [>,s,]   „     V,s,] 

lanfen  einander  parallel,  d.  h.  alle  drei  nach  demselben  un- 
endlich-entfernten Punkte. 

Nun  ist  unraitteibar  ersichtlich,  dafs  die  Schnittlinie 
der  Ebenen  [lg]  und  [^,^3]  identisch  ist  mit  der  Verbin- 
dungslinie der  Punkt«  {Ig^)  und  {l,g),  ebenso  die  Schnittlinie 
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der  Ebenen  \lg]  aad  [li3i]  iiieiitisch  ist  mit  der  Verbindungs- 
linie der  Punkte  (J,g,)  und  (/j^);  endlich  die  Schnittlinie  der 
Ebenen  [?,3,]  und  [?2?i]  identisch  ist  mit  der  Verbindungs- 
linie der  Punkte  {l,g{)  und  (^j^n)  Da  abei  diese  letzten 
beiden  Punkte  unendlich- entfernt  sind,  also  ihre  Verbindungs- 
linie ganz  im  Unendlichen  liegt,  so  müssen  die  beiden  Ver- 
bindungslinien : 

lte)Oi»)l    ™ä    \(lg,)(hs)l 

parallel  sein;  diese  vier  Punkte: 

(lg,),    (l,s),    (lg,),    (l,g) 
liegen  aber  auf  den   beiden  parallelen  Geraden  l  und  g  und 
aufserdem  auf  den  vorigen    beiden   parallelen   Geraden;   sie 
sind  also  die  Ecken  eines  Parallelogramms ,  dessen  Diagonalen 

\{lg,){l,g)l    und    |  fe)  ftj)  | 
sich  halbieren  in  ihrem  Treffpunkte.    Dieser  Punkt  3)1,  durch 
welchen,  wie  offenbar  ist,  auch  die  Verbindungslinie: 

(i,s.)  (i,g,) 

halbiert  wird,  soll  der  Mittelpunkt  des  Hyperboloids  ge- 
nannt werden. 

Durch  den  Mittelpunkt  des  Hyperboloids  gehen,  wie  wir 
hieraus  erkennen,  sämtliche  Ebenen 

IsA], 

welche  je  zwei  parallele  Erzeugende  aus  beiden  Regelscharen 
verbinden,  und  durch  diesen  Mittelpunkt  werden  sämtliche 
Verbindungslinien ; 

(gA)  (gA) 

halbiert,  wo  ^,-^  und  gth  irgend  zwei  Paare  paralleler  Er- 
zeugender bedeuten.  Da  nun  durch  jeden  Punkt  des  Hyper- 
boloids, wie  wir  wissen,  eine  bestimmte  Erzeugende  gi  und 
eine  bestimmte  Erzeugende  In  (aus  den  beiden  Regelscharen) 
gehen  mufs,  so  können  wir  auch  sagen,  dafa  alle  Strahlen, 
welche  durch  den  Punkt  9)1  gelegt  werden  und  das  Hyper- 
boloid in  reellen  Punktepaaren  treffen ,  die  Mitte  zwischen 
denselben  in  5ÖJ  haben,  wodurch  der  Name  „Mittelpunkt  des 
Hyperboloids"  gerechtfertigt  wird. 

Wenn   wir   durch   den  Mittelpunkt  "^l  des  Hyperboloids 
Parallele  ziehen  zu  sämtlichen  Paaren  ((/,-,  li)  paralleler  Er- 
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zeugenden  d.  h.  zu  den  Erzeugenden  der  einen  oder  der 
andern  Regelschar,  so  erhalten  wir  (S.  88)  die  sämtlichen 
Strahlen  eines  Kegels  zweiter  Ordnung,  welcher  dieselben 
unendlich -entfernten  Punkte  hat,  wie  das  Hyperboloid.  Dieser 
Kegel  heilst  der  Äsymptotenkegei  des  Hyperboloids;  er 
wird  gebildet  von  den  Strahlen ,  welche  aus  dem  Mittelpunkt 
2R  nach  den  sämtlichen  reellen  unendlich -entfernten  Punkten 
des  Hyperboloids  hingehen;  diese  hegen  in  der  unendlich-ent- 
fernten Ebene  £«  auf  einem  gewissen  Kegelschnitt,  vermittelst 
dessen  wir  imstande  sind,  die  Natur  der  Durchschnittskurve 
einer  jeden  Ebene  mit  dem  Hyperboloid  zu  beurteilen. 

Denn  irgend  eine  Transversalebene  s  schneidet  das  Hyper- 
boloid in  einem  Kegelschnitt  A<^l  und  den  Äsymptotenkegei 
in  einem  Kegelschnitt  Jt'^l,  die  unendlich-entfernte  Ebene  e^ 
aber  in  einer  Geraden  J^,  und  da  Hyperboloid  und  Asymptoten- 
kegel dieselben  unendlich -entfernten  Punkte  haben  in  ««,  so 
müssen  U^>  und  M^''  dieselben  zwei  unendlich- entfernten 
Punkte  auf  L  haben,  welche  entweder  reell,  zusammenfallend 
oder  imaginär  sein  können,  oder,  um  den  reellen  und  imagi- 
nären Fall  zu  vereinigen,  können  wir  sagen:  Die  Punktinvo- 
lution, welche  der  Kegelschnitt  ¥^>  auf  l^  induciert  (Th.  d. 
K,  S.  140),  ist  identisch  mit  derjenigen ,  welche  der  Geraden 
l„  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  Ä<^>  zugehört.  Diese  Punkt- 
involution auf  In,  je  nachdem  sie  hyperbolisch,  parabolisch 
oder  elliptisch  ist,  entscheidet  aber  darüberj  ob  der  Kegel- 
schnitt fcf^l  Hyperbel,  Parabel  oder  Ellipse  ist,  und  zwei  Kegel- 
schnitte in  einer  Ebene,  welche  dieselbe  Punktinvolution  auf 
In  haben,  heifsen  bekanntlich  ähnlich;  wir  können  also  sagen: 

Eine  beliebige  Transversalebene  schneidet  ein 
einfaches  Hyperboloid  und  seinen  Asymptotenkegel 
allemal  in  ähnlichen  Kegelschnitten. 

Wir  haben  froher  beim  Kegel  die  Stellungen  derjeni- 
gen Ebenen  charakterisiert,  welche  Hyperbeln,  Parabeln  oder 
Ellipsen  aus  ihm  ausschneiden,  indem  wir  zuerst  alle  Ebenen 
durch  den  Mittelpunkt  des  Kegels  legten  und  sie  als  hyper- 
bolische, parabolische  oder  elliptische  bezeichneten,  je  nachdem 
sie  den  Kegel  in  einem  reellen  Linienpaare,  in  einem  zusammen- 
fallenden Linienpaare  (Berührungsebenen)  oder  in  einem  ima- 
ginären Linienpaare  (welches  als  einzigen  reellen  Punkt  den 
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Kegelmittelpunkt  hat)  schnitten ,  sodann  aber  alle  übrigen 
Ebenen  im  Räume  als  mit  einer  dieser  Ebenen  parallel  auf- 
falsten.     Hiernacii  können  wir  sagen: 

Eine  beliebige  Transversalebene  achneidetdas 
Hyperboloid  in  einer  Hyperbel,  Parabel  oder  El- 
lipse, je  nachdem  sie  einer  hyperbolischen,  einer 
parabolischen  (Berührungsebene)  oder  einer  ellip- 
tischen Ebene,  durch  den  Mittelpunkt  des  Asym- 
ptotenkegels gelegt,  parallel  ist. 

Um  die  Grenze  zu  ermitteln  zwischen  den  beiden  Ge- 
bieten für  die  Stellung  einer  elliptischen  und  einer  hyper- 
bolischen Ebene,  bemerken  wir,  dafs  eine  Ebene 

Vh'M, 

welche  durch  zwei  parallele  Erzeugende  aus  je  einer  der 
beiden  Regelseharen  gelegt  werden  kann,  und  welche  den 
einen  Strahl  des  Asymptotenkegels,  der  durch  den  Mittel- 
punkt ^  zu  beiden  parallel  läuft,  enthält,  keinen  andern 
Strahl  des  Asymptotenkegels  weiter  enthalten  kann;  denn 
enthielte  dieselbe  Ebene  noch  einen  zweiten  Strahl  des  Aaym- 
ptotenkegels ,  so  mül'ste  derselbe  den  Erzeugenden  hgi  be- 
gegnen, also  die  beiden  Schnittpunkte  mfifsten  dem  Hyper- 
boloid angehören  und  aufserdem  auch  sein  unendlich -entfernter 
Punkt,  d.  h.  drei  Punkte;  dieser  Strahl  des  Äsymptotenkegels 
müfate  also  gleichzeitig  eine  Erzeugende  sein,  d.  h.  gi  und  li 
müTsten  zusammenfallen,  was  gegen  die  Annahnae  ist. 

Da  es  in  der  Ebene  \gilt\  also  nur  einen  einzigen  Kegel- 
strahl des  Asymptotenkegels  giebt  (welcher  zwischen  beiden 
Parallelen  gleich  weit  von  ihnen  absteht),  so  mufs  die  Ebene 
[gfj^  eine  Berührungsebene  des  Asymptotenkegels 
sein;  jede  mit  ihr  parallele  Ebene  schneidet  den  Asymptoten- 
kegel, folglich  auch  das  Hyperboloid  in  einer  Parabel.  Wir 
haben  daher  folgendes  Resultat: 

Diejenigen  Ebenen,  welche  parallel  laufen  mit 
einer  beliebigen  Ebene  \iigi\,  welche  zwei  parallele 
Erzeugende  aus  je  einer  der  beiden  Regelscharen 
verbindet,  schneiden  das  Hyperboloid  in  Parabeln, 
alle  übrigen  in  Hyperbeln  oder  Ellipsen. 

Betrachten  wir  insbesondere   die   drei   Hauptebenen  des 
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Asymptotenkegels,  von  denen  zwei  den  Kegel  in  reellen 
Linienpaaren  schneiden,  die  dritte  in  einem  imaginären 
Linienpaar,  d.  h.  weiter  keinen  Punkt,  als  den  Mittelpunkt 
des  Kegels  mit  diesem  gemein  hat,  so  folgt,  dafa  von  diesen 
drei  zu  einander  rechtwinkligen  Ebenen  zwei  das  Hyperboloid 
in  Hyperbeln,  die  dritte  in  einer  Ellipse  schneiden  mul's. 
Dafs  letztere  reell  vorhanden  ist,  geht  daraus  hervor,  dafs 
überhaupt  jede  Ebene  das  Hyperboloid  in  einem  reellen 
Kegelschnitt  schneiden  mul's,  weil  sie  jeder  Erzeugenden 
einer  Regelschar  in  einem  reellen  Punkte  begegnet.  Wir 
nennen  die  drei  Hauptebenen  des  Äsymptotenkegels  zugleich 
Hauptebenen  des  Hyperboloids.  Da  der  Mittelpunkt  "Sit 
des  Hyperboloids  zugleich  Mittelpunkt  jedes  Kegelschnitts 
sein  mufs,  den  irgend  eine  durch  ihn  gelegte  Ebene  aus  dem 
Hyperboloid  ausschneidet,  so  ist  er  auch  gemeinsamer  Mittel- 
punkt für  die  drei  Kegelschnitte  in  den  Hauptebenen  des 
Hyperboloids.  Jede  Ebene  s,  die  durch  den  Mittelpunkt  SÖI 
des  Äsymptotenkegels  gelegt  wird,  enthält  in  dem  Polarbündel, 
dessen  Kernkegel  der  Asymptotenkegel  ist,  eine  Strahlen- 
inrolution  durch  älj;  diese  liegt  mit  der  Punktinvolution  auf 
der  uuendlich-enlfemten  Geraden  dieser  Ebene  £  perspekti- 
visch, die  ihr  zugehört  in  Bezug  auf  den  in  f„  liegen- 
den Kegelschnitt,  welcher  dem  Asymptotenkegel  und  dem 
Hyperboloid  gemeinschaftlieh  ist.  Da  nun  'Sit  der  Mittel- 
punkt des  Kegelschnitts  ist,  den  die  Ebene  s  aus  dem  Hyper- 
boloid ausschneidet,  so  ist  jene  Strahleninvolution  das  System 
der  konjugierten  Durchmesser  für  den  Durchschnittskegel- 
schnitt. Es  sind  daher  die  in  joder  Hauptebene  des  Asym- 
ptotenkegels liegenden  beiden  Hauptaxen  desselben  zugleich 
die  Hauptaxen  desjenigen  Kegelschnitts,  welchen  diese  Haupt- 
ebenö  aus  dem  Hyperboloid  ausschneidet.  Wir  nennen  daher 
die  drei  Hauptaxen  des  Äsymptotenkegels  zugleich  die  drei 
Hauptaxen  des  Hyperboloids  und  erkennen,  dal's  zwei 
derselben  (diejenigen  der  Hauptellipse)  dem  Hyperboloid  in 
reellen. Punktepaaren  begegnen ,  die  dritte  nicht.  Diese  wollen 
wir  zur  Fixierung  der  Begriffe  die  «-Axe,  von  den  beiden 
andern  die  kleinere  die  &-Axe ,  die  gröfsere  die  c-Axe  nennen, 
so  dafs  also  26  und  2c  die  Hauptaxen  der  reellen  Ellipse  in 
der   einen  Hauptebene   [hc]   und  zugleich  die  reellen  Zwerg- 
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axen  der  beiden  Hyperbeln  in  den  beiden  andern  Hauptebenen 
{[ba]  und  [e«])  des  Hyperboloids  sind. 

Denken  wir  uns  den  Asymptotenkegel  und  die  ellipti- 
Bche  Hauptaxe  (a-Äxe)  desselben,  welche  in  das  Innere 
des  Kegels  hineinfällt,  die  anf  ihr  rechtwinklige  Hauptebene 
([&  c]-Ebene)  und  in  derselben  die  Hauptellipse  des  Hyperboloids 
ermittelt,  so  ergiebt  sich  folgende  Konstruktion  des  ganzen  Hy- 
perboloids, die  zugleich  eine  anschauliche  Vorstellung  von  dieser 
Oberfläche  vermittelt:  Wir  ziehen  durch  den  Mittelpunkt  "^St 
des  Asymptotenkegels  und  zugleich  der  Hauptellipse  Durch- 
messer der  letzteren,  die  in  dem  Punktepaar  )(>^'  ihr  begegnen; 
durch  den  Sto-ahl  |^31)'|  gehen  zwei  reelle  BerJIhrungsebenen 
an  den  Asymptotenkegel,  welche  längs  zweier  Strahlen  t  und 
(i  den  Kegel  berühren ;  ziehen  wir  nun  durch  'p  zwei  Parallele 
zu  t  und  tj^,  die 

l    und     g^ 

heifsen  mögen  und  auch  durch  p'  zwei  Parallele  zu  t  und  t, ,  die 

g  und  ^1 
heifsen  mögen,  so  gehören  \  und  ?,  der  einen,  g  und  (/,  der 
andern  Begelschar  an  und  durchlaufen  beide  Kegelscharen 
mit  der  Veränderung  des  Durchmessers  ^)!p'  der  Hauptellipse. 
Wir  können  auch  so  konstruieren,  dafs  wir  um  die  oi-Axe 
eine  veränderliche  Ebene  drehen,  welche  den  Asymptotenkegel 
in  dem  Strahtenpaare  tt^  schneidet  und  die  Hauptellipse  in 
einem  Durchmesser,  dessen  konjugierter  Durehmesser  die  End- 
punkte p  und  ^'  habe,  dann  sind  die  durch  p  und  ^'  zu  t 
und  ^1  gezogenen  Parallelen  die  vorigen  Strahlen  l gi,  g  l^. 

Wir  sehen  hieraus,  wie  sich  jeder  einzelne  Kegelstrahl 
gewissermafsen  in  zwei  Stmhlen  spaltet,  die  auf  dem  Hyper- 
boloid verlaufen:  der  Kegelstrahl  t  in  l  und  g,  der  Kegel- 
strahl (j  in  g^  und  l^ ,  und  wir  erkennen  einen  gewissen  Über- 
gang von  der  einfachen  Schar  der  Kegelstrahlen  zu  der 
doppelten  Regelschsir  der  Erzeugenden. 

Wenn  wir  um  die  elliptische  «-Axe  des  Asymptotenkegels 
eine  Ebene  e  drehen,  so  schneidet  dieselbe,  wie  wir  wissen, 
den  Kegel  alleraal  in  einem  Linienpaar,  dessen  Winkel 
halbiert  werden  durch  die  a-Axe  und  die  Schnittlinie  der 
Ebene  e  mit  der  [6e]-Ebene.  Diese  beiden  rechtwinkligen  Gera- 
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den  sind  die  Hauptaxen,  das  Linieapaar  die  Asymptoten  der- 
jenigen Hyperbel,  welche  die  Ebene  s  aus  dem  Hyperboloid 
ausschneidet.  Ziehen  wir  durch  irgend  einen  Punkt  i/)  der 
o-Äse  eine  zu  ihr  rechtwinklige  Gerade  in  der  Ebene  s,  ao 
schneidet  dieselbe  bekanntlich  die  Asymptoten  der  Hyperbel 
in  einem  Punktepaar  und  die  Hyperbel  in  einem  zweiten 
Punktepaar,  welche  so  liegen,  dafs  sie  denselben  Mittelpunkt 
^)  haben.  Hieraus  folgt  dpreh  Drehung  der  Ebene  a  um  die 
a-Axe,  dafa  die  durch  p  parallel  zur  [6c]-Ebeue  gelegte  Ebene 
aas  dem  Hyperboloid  eine  Ellipse  ausschneidet,  deren  Mittel- 
punkt 'p  ist  und  zusammenfällt  mit  dem  Mittelpunkt  der- 
jenigen Ellipse,  welche  dieselbe  aus  dem  Asymptotenkegel 
ausschneidet;  beide  Ellipsen  haben  daher,  da  sie  ähnlich  sind, 
dasselbe  System  konjugierter  Durehmesser,  also  auch  die- 
selben Axen  der  Richtung  (nicht  der  Grijfse)  nach. 

Die  beiden  Hyperbeln  in  der  \ai]-  und  [öc]-Hauptebene  des 
Hyperboloids  enthalten  somit  die  Scheitel  einer  Teränderlichen 
Ellipse,  deren  Ebene  parallel  bleibt  der  [&c]-Ebene.  Diese 
beiden  Hyperbeln  sind  durch  ihre  Asymptoten,  d.  h.  die 
Strahlenpaare,  welche  ihre  Ebenen  aus  dem  Aaymptotenkegel 
ausschneiden,  und  durch  die  Zwergaxen  2b  und  2c  vollständig 
bestimmt;  sie  haben  dieselbe  imaginäre  Axe,  deren  Länge 
bekanntlich,  vertreten  wird  durch  das  zwischen  den  Asym- 
ptoten abgeschnitteneStückderScheiteltangente  einerHyperbel;  . 
nennen  wir  dieses  2«,  ao  sind  die  beiden  Kegel  Öffnungen  des 
Asymptotenkegels  in  den  Hauptebenen: 

in  der  [oi]-Ebene:  ctg'&=-^, 

in  der  [öC]-Ebene;  ctg  (p  =~  , 

und  wir  können  folgende  Konstruktion  des  Hyperboloids  an- 
geben, die  ein  deutliches  Bild  dieser  Fläche  liefert: 

Es  werden  drei  zu  einander  rechtwinklige  von  dem  Punkte 
Wt  ausgehende  Strahlen  als  die  Hauptaxen  des  Hyperboloids 
(o-,  h-,  c-Axe)  angenommen,  die  sie  paarweise  verbindenden 
Ebenen  als  Hauptebßnen  {[ah]-,  [«c]-,  [&c]-Ebene).  Auf  die 
c-Axe  wird  von  50J  aus  nach  entgegengesetzten  Seiten  hin  eine 
gegebene  Länge  -\- c  und  —  c  abgetragen,  wodurch  man  die 
Punkte  c  und  c'  erhält ;  auf  die  6-Axe  in  gleicher  Weise  eine 
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gegebene  Länge  -|-  b  und  —  b  von  ?0i  aus  abgetragen,  liefert 
die  Endpunkte  Ü  und  b'.  Dann  errichtet  man  in  diesen  vier 
Endpunliten  cc'Bt' Perpendilrel  auf  der  [6c]-Ebene  und  trägt 
auf  ihnen  nach  entgegengesetzten  Seiten  hin  ein  drittes  Stiieii 
+  a  und  —  a  von  diesen  vier  Punkten  aus  ab;  die  Endpunkte 
der  abgetragenen  Stücke  paarweise  verbunden  liefern  in  jeder 
der  beiden  Ebenen,  der  [a&]-  und  [Mc]-Ebene,  zwei  Strahlen- 
paare ss'  und  W,  die  sich  in  2)i, durchkreuzen.  Jetzt  kon- 
struiere man  in  der  [(*&]-Bbene  die  Hyperbel,  welche  ss'  zu 
Asymptoten  und  W  zu  Scheiteln  hat,  wodurch  sie  voll- 
ständig bestimmt  wird,  sie  heifse: 

in  der  [oic]-Ebene  konstruiere  man  die  Hyperbel,  welche  tf 
zu  Asymptoten  und  cc'  zu  Scheiteln  hat,  sie  heifse: 

bewegt  man  eine  Ebene  parallel  zur  [6c]-Ebene,  so  wird  die- 
selbe von  den  beiden  Hyperbeln  in  vier  Punkten  durchbohrt, 
welche  man  zu  den  Scheiteln  einer  veränderlichen  Ellipse 
machen  kann,  die  dadurch  allemal  bestimmt  wird.  DieseBUipse 
liefert  nach  und  nach  das  ganze  Hyperboloid.  Offenbar  ist  die 
kleinste  von  allen  Ellipsen  diejenige,  welche  zu  Scheiteln  die 
Punkte  hS'  und  cc'  hat,  und  die  in  der  [(>c]-Ebene  selbst  Hegt: 

Die  Ellipse  erweitert  sich  bis  zum  unendlich  enfernten  Kegel- 
schnitt, sobald  die  bewegte  Ebene  ganz  in  die  Unendlich- 
keit geht. 

Ähnliche  Konstruktionen  liefsen  sich  mit  Hilfe  der 
andern  beiden  Hauptebenen  ableiten,  doch  würden  dieselben 
nicht  ganz  so  einfach  werden.  Es  genüge,  dafs  uns  die  an- 
gegebene ein  deutliches  Bild  der  Fläche  liefert  und  zugleich 
die  dreifache  Symmetrie  in  Bezug  auf  jede  der  drei  Haupt- 
ebenen erkennen  läfst,  während  die  viel  einfachere  lineare 
Konstruktion  vermittelst  der  beiden  Regelacharen  nicht  so 
leicht  zu  einem  anschaulichen  Bilde  von  der  Gestalt  der 
Fläche  führt. 

Wir  bemerken  noch,  dafs  die  beiden  Kreisebenen 
des  Asymptotenkegels  und  die  mit  ihnen  parallelen  Ebenen 
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notwendig  auch  aus  dem  Hyperboloid  Kreise  ausschneiden; 
wir  erhalten  daher  auf  dem  Hyperboloid  zwei  Scharen  von 
parallelen  Kreisen,  auf  die  wir  später  noch  zurückkommen 
werden. 

§  16.    Einige  lineare  Konstruktionen  des  Hyperboloids. 

1)  Wir  haben  gesehen,  dafs  durch  drei  beliebig  im 
Kaume  gegebene  Gerade  11^  l^,  von  denen  keine  zwei  sich 
trefi'en ,  das  Hyperboloid  voUständig  bestimmt  ist.  Indem  wir 
um  eine  derselben  (/)  eine  Ebene  drehen  und  ihre  Schnitt- 
punkte Fl  jj  mit  den  beiden  andern  Geraden  l^  \  verfolgen, 
erhalten  wir: 

die  ganze  Regelschar  ]gx\,  und  aus  irgend  drei  Erzeugenden 
dieser  Eegelschar  erhalten  wir  in  gleicher  Weise  die  andere 
Regelschar  \lx\,  zn  der  die  drei  ursprünglich  gegebenen  Ge- 
raden gehören. 

2)  Wenn  aber  nur  zwei  sieh  nicht  schneidende  Gerade 
l  und  i,  und  zwei  andere  sich  nicht  schneidende  Geiade  q 
und  (/,  gegeben  sind,  von  denen  jede  den  beiden  er^en 
begegnet,  die  also  ein  windschiefes  Vierseit  im  Räume  bilden, 
so  kann  man  noch  einen  Punkt  ^  willkuihch  im  Räume  an 
nehmen  und  verlangen,  dafa  ein  Hyperboloid  durch  die'iP 
Elemente  gelegt  werde.  Dasselbe  ist  hierdurch  vollständig 
und  eindeutig  bestimmt  und  kann  so  konstruiert  werden: 

Man  wähle  l  und  (,  zu  Axen  zweier  Ebenenbüschel  und 
lege  durch  jede  derselben  die  drei  Ebenen,  welche  g,  g^ 
und  p  enthalten;  fafst  man  die  drei  Ebenenpaare  als  ent- 
sprechende auf,  so  ist  die  projektivische  Beziehung  der 
beiden  Ebenenbüsehel  dadurch  gerade  bestimmt  und  ihr 
Erzeugnis  das  gesuchte  Hyperboloid. 

3)  Giebt  man  zwei  Erzeugende  l  und  l^  der  einen  Eegel- 
schar, eine  Erzeugende  g  der  andern,  welche  l  und  l^  trifft, 
und  noch  zwei  beliebige  Punkte  p  und  ^,  im  Räume,  so  ist 
das  durch  sie  gehende  Hyperboloid  vollständig  bestimmt  und 
wird  so  konstruiert: 

Man  lege  durch  l  und  l^  als  Äsen  zweier  Ebenenbüsehel 
drei  Ebenenpaare,  welche  durch  g,fi  und  )p,  gehen  und 
betrachte   diese  als  entsprechend   fui   die  projektivische   Be- 


y  Google 


106      §  IG-    Einige  lineare  Konstruktionen  des  Hyperboloide, 

Ziehung  der  beiden  Büschel;  diese  wird  dadurch  gerad« 
bestimmt  und  die  beiden  projekti  vi  sehen  Ebenenbüschel  l 
und  If  erzeugen  das  gesuchte  Hyperboloid, 

4)  Man  giebt  zwei  Erzeugende  l  und  i,  derselben  Regel- 
schar und  außerdem  drei  beliebige  Punkte  ^  (jj  'p^  im  Räume, 
dann  ist  das  durch  dieselben  zu  legende  Hyperboloid  voll- 
ständig bestimmt  und  wird  so  konstruiert: 

Man  betrachte  in  den  beiden  Ebenenbüseheln ; 
l  [p  1),  p,]  und  i,  [p  ^,  ^,] 
die  durch  die  Punkte  )/)  p^  ^j  gelegten  Ebenenpaare  als  ent- 
sprechende für  die  projektivisehe  Beziehung  der  beiden  Büschel ; 
diese  wird  dadurch  gerade  bestimmt,  und  die  beiden  pro- 
jektivischen  Büschel  l  und  l^  erzeugen  das  gesuchte  Hyper- 
boloid, 

5)  Man  giebt  eine  Gerade  l  der  einen  und  eine  Gerade 
g  der  anderen  Regelsehar,  so  dafs  sieb  also  l  und  g  treffen, 
und  aufserdem  vier  beliebige  Punkte  p  )?^  ^^  l^^  im  Baume, 
dann  ist  das  durch  diese  Elemente  zu  legende  Hyperboloid 
vollständig  bestimmt  und  wird  so  konstruiert: 

Denken  wir  uns  wieder  das  gesuchte  Hyperboloid  als 
Erzeugnis  zweier  projekti  vischen  Ebenenbüsehel  und  wälilen 
l  als  Axe  des  einen,  als  Äxe  des  andern  eine  noch  näher 
zu  ermittelnde  Gerade  i, ,  die  durch  einen  der  vier  Punkte, 
z.  B.  p^  gehe,  so  müfsten  die  beiden  Ebenenbüschel: 

projektivisch  sein,  also  müfste  notwendig  l^  in  der  Ebene 
[^)j  g]  liegen  und  durch  den  Punkt  ^-^  gehen.  Betrachten  wir 
nun  die  Durchschnittsfigur  in  der  Ebene,  die  wir  durch 
die  drei  Punkte  f)  ^Jj  1^2  legen  können,  so  wird  dieselbe  ein 
Kegelschnitt  sein,  der  durch  die  drei  Punkte  J)  ^J,  ^J,  und 
durch  die  beiden  Punkte  £  und  g  geht,  in  welchen  diese 
Ebene  von  den  Strahlen  l  und  g  durchbohrt  wird;  durch 
diese  fünf  Punkte  ist  der  Kegelschnitt  gerade  bestimmt;  nun 
mufs  aber  auf  ihm  auch  der^Punkt  I,  liegen,  in  welchem  die 
gesuchte  Gerade  i,  jene  Ebene  durchbohrt,  und  dieser  Punkt 
t,  mufs  gleichzeitig  auf  derjenigen  Geraden  liegen,  in  welcher 
die  Ebene  [ps  Sl  ^^^  Ebene  [(J  ^Ji  pä]  begegnet;  diese  Gerade 
geht     durch    den   Punkt ,  g    des    Kegelschnitts ;    ihr    zweiter 
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Schuittpunkt  mit  dem  Kegelschnitt  ist  also  der  gesuchte  Punkt 
I[  und  dadurch  ist  der  Strahl  Z,  welcher  ihn  mit  f)^  ver- 
bindet, gefunden,  also  die  Axe  des  zweiten  Ebenenhüschela 
und  das  ganze  Hyperboloid  als  Erzeugnis  der  beiden  bekannten 
projektivisehen  Ebenenbüschel, 

Wir  können  demnach  die  Gerade  l,  leicht  mittelst  des 
Pascalachen  Satzes  konstruieren,  wie  folgt: 

Der  Schnittpunkt  der  Ebene  \ßl]  und  der  Verbindungs- 
linie ip^JiJ  heifse  a,  der  Schnittpunkt  der  Ebene  [g'Ps]  und 
der  Verbindungslinie  |^i  fi^l  heifae  6,  die  Verbindungslinie 
|ci6|  treffe  die  Ebene  [l^^^  in  c,  dann  wird  die  Schnittlinie 
der  durch  die  drei  Punkte  c  ^  p^  gelegten  Ebene  mit  der 
durch  g  und  ^j^  gelegten  Ebene  die  gesuchte  Gerade  ?,  sein, 
denn  wir  haben  in  der  Durchschnittsebene  [^  ^jj  f.j]  das 
Pascalsche  Sechseck: 

bei  weichem  die  drei  Schnittpunkte  der  Gegenseiten  auf  einer 
Geraden  jaö  c|  liegen. 

Ist  nun  ?j  gefunden,  so  erzeugen  die  beiden  Ebenen- 
büsehel : 

l  [p  l),  ]>,]       und       l,  [)?  ^,  ^,] 
das  gesuchte  Hyperboloid. 

6)  Man  giebt  eine  Gerade  l  und  sechs  Punkte  \i  ^,  ^j  \i^  "p^  ^^ 
zur  Bestimmung  eines  Hyperboloids,  welches  die  Gerade  und 
die  Punkte  enthalten  soll. 

Wir  denken  uns  das  gesuchte  Hyperboloid  durch  zwei 
projektivische  Ebeuenbiischel  erzeugt,  deren  eines  die  Gerade 
l  zur  Axe  und  die  fünf  Ebenen  l  [^j,  p.;  ^^  ^4  p^]  zu  Elementen 
hat,  während  das  zweite  eine  noch  naher  zu  bestimmende 
durch  p  gehende  Axe  l^  hat  und  zu  entsprechenden  Elemen- 
ten die  fünf  Ebenen  l^  [p,  p^  ^jj  fi^  "p^].  Die  Gerade  ?, ,  von 
welcher  der  Punfet  ^  gegeben  ist,  wird  durch  die  Forderung 
der  Projektivität  beider  Gebilde  volletänd^  und  eindeutig 
bestimmt,  und  ihre  Konstruktion  ist  auf  das  bekannte  Chasles- 
sche  „Problem  dpr  Projektivität"*)  zurückzuführen, 

*)  R.  Sturm:  „Das  Problem  der  Projektivität  und  seine  An- 
wendung auf  die  Flächen  zweiten  Grades",  Math.  Ann.  Bd.  I,  S.  533  fi. 
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Nehmen  wir  irgend  eine  Traneversalebene ,  so  wird  die- 
selbe von  dem  ersten  EbenenbÜachel  in  einem  bekannten 
Strahlenbüschel  durchschnitten;  dessen  Mittelpunkt  D  derDurch- 
bohrungspunkt  der  Geraden  l  mit  der  Transversalebene  und 
dessen  fünf  Strahlen  die  fünf  Schnittlinien  der  Ebenen 
l  [pi  )p2  Vi  ¥4  \>b]  ^^'^  ^^^  Transversalebene  sind.  Ferner  diu-ch- 
bohren  die  fünf  Strahlen  ^  |  p]  ^J;  i/)^  '^^  ^J^  |  die  Transversal  ebene 
in  fünf  Punkten  a^  a^  a,  Oj  a^,  und  es  wird  ein  solcher  Punkt 
j:  der  Ebene  gesucht,  dafs  das  Strahlenbüschel: 

l- 1  tt,  «a  »3  a^  a,  \ 
mit  dem  vorigen  bekannten  Strahlenbüsch ei  projektiviseh  werde. 
Der  Punkt  j:  ist  durch  diese  Forderung  eindeutig   bestimmt 
und  kann  folgend ermafsen  gefunden  werden: 

Durch  die  vier  Punkte  a,  02  Ci;)  04  werde  zuerst  ein  solcher 
Kegelschnitt  gelegt,  dafs  jeder  Punkt  desselben  mit  den  vier  ge- 
gebenen verbunden  ein  Strahlenbüschel  liefert,  dessen  Doppel- 
verhältnis gleich  dem  des  gegebenen  Ebenenbüschels  i[l3i^;  1)3^4] 
sei.  Dieser  Kegelschnitt  Ä'^'  kann  dadurch  gefunden  werden, 
dafs  man  durch  a,  zu  den  drei  Strahlen  |  ci^  Oj  |,  |fti  ctg',  laittj!  einen 
solchen  vierten  Strahl  konstruiert,  den  wir  mit  ja,  flj|  bezeich- 
nen wollen,  dafs  die  vier  Strahlen  Oi  |ai  02  ^3  «il  das  gegebene 
Doppel  Verhältnis  haben.  Dieser  Strahl  ist  Tangente  des  ge- 
suchten durch  die  vier  Punkte  Oi  a^  o^^  ttj  gehenden  Kegel- 
schnitts S*^',  welcher  dadurch  gerade  bestimmt  wird.  Zweitens 
lege  man  in  gleicher  Weise  durch  die  vier  Punkte  a,  flj  ^3  ^s 
einen  Kegelschnitt  ^f>,  welcher  das  gegebene  Doppelverhält- 
nis des  Ebenenbüschels  l  [f},p2''?3pi]  ^afst.  Die  beiden  Kegel- 
schnitte ß<*'  und  B'p  haben  aufser  den  Punkten  a,  ci;  a^  noch 
einen  einzigen  vierten  Punkt  j;  gemein,  welcher  der  gesuchte 
ist,  weil  er  die  Eigenschaften  beider  Kegelschnitte  in  sich 
vereinigt,  also  die  fünf  Strahlen  ):  \  a^  a,  Og  a^  a^  |  mit  den  fünf 
Ebenen  H^Ji  ^^2  ^3  ^j  Ps]  projektiviseh  sein  müssen. 

Ist  der  Punkt  y  gefunden,  so  giebt  die  Verbindungslinie 
llpyl  den  Strahl  i,  und  die  beiden  Ebenenbüschel: 

^  fei  >i  h]      «1^       'i  [W  ^2  l'a] 
projektiviseh  gesetzt   erzeugen  das  gesuchte  Hyperboloid. 

7)  Wenn  wir  bei  der  letzten  Aufgabe  anstatt  der  Geraden 
l,  welche  auf  dem  Hyperboloid  liegen  soll,  nur  zwei  Punkte 
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von  ihr  nehmen,  die  sie  geraiSe  bestimmen,  also  mit  den 
übrigen  sechs  Punkten  zusammen  acht  Punkte  annehmen, 
durch  welche  ein  Hyperboloid  gelegt  werden_soll,  so  ist  diese 
Aufgabe  unbestimmt,  denn  wir  können  jei]e  von  den  28  Ver- 
bindungslinien der  acht  Punkte  als  eine  gegebene  Erzeugende 
eines  Hyperboloids  auffassen  und  erhalten  also  mittelst  der 
vorigen  Konstruktion  28  Hyperboloide,  welche  sämtlich  durch 
dieselben  acht  Punkte  gehen.  Dieses  sind  indessen  nicht 
alle  möglichen,  sondern  es  giebt,  wie  wir  später  sehen  werden, 
ein  ganzes  Bündel  vou  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  welche 
durch  dieselben  acht  Punkte  hindurchgehen. 


§  17.  Die  Berührunga ebenen  des  Hyperboloids. 
Jede  Ebene  im  Räume  scbneidet,  wie  wir  wissen,  das 
Hyperboloid  in  einem  allemal  reellen  Kegelschnitt.  Unter 
diesen  sämtlichen  Kegelschnitten  sind  diejenigen  von  beson- 
derem Interesse  für  uns,  welche  in  Linienpaare  zerfallen. 
Nehmen  wir  zur  Erzeugung  des  Hyperboloids  zwei  projek- 
tiviache  Ehenenbösehel : 

llaßr...i...-]  und  l,la,ß,r,---ii--i 
an,  so  wird  irgend  eine  Ebene  e  von  den  Ebenenbüseheln 
in  zwei  Strahlenbüscheln  durchschnitten,  und  das  Erzeugnis 
dieser  beiden  projekti vischen  Strahlenbüschel  ist  ein  Kegel- 
schnitt i'^';  soll  derselbe  zerfallen,  so  müssen  die  beiden 
ihn  erzeugenden  Strahlenbüschel ,  deren  Mittelpunkte  o  und 
0|  getrennt  liegen  in  perspektivischer  Lage  sich  befinden, 
d.  h.  [o  Oll  mufs  zwei  entsprechende  Strahlen  der  projekti  vischen 
Strahlenbüschel  vereinigen,  also  [/ojj  und  [i,o]  müssen  zwei 
entsprechende  Ebenen  der  erzeugenden  projektivisehen  Ebenen- 
büschel sein,  folglich  |oo,i  eine  Erzeugende^  der  ßegelschar 
\gx\-  Die  Transversalebene  e  mul's  also  durch  eine  Erzeugende 
g  der  einen  Regelschar  gehen,  und  der  perspektivische  Durch- 
schnitt der  beiden  vorigen  projektivisehen  Strahlenbüschel 
wird  die  Erzeugende  l^  sein,  welche  auf  dem  Hyperboloid 
liegen  mufs  und  der  Regelschar  l^^j  nicht  angehören  kann, 
weil  sie  g  schneidet,  folglich  der  Regelschar  |  ^^  |  ange- 
hören mufs.     Die  gesuchte   Ebene   e  ist  also   nichts  anderes 
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als  eine  Ebene,  welche  irgenil  zwei  Erzeugende  aus  je  einer 
der  beiden  Regelseharen  verbindet.  Dafs  eine  solche  Ebene  e 
in  der  That  in  einem  zerfallenden  Kegelschnitt  (Linienpaar 
lg)  schneidet,  ist  selbstrerständlich ,  aber  wir  haben  auch  das 
Umgekehrte  bewiesen. 

In  der  Ebene  [lg]  =^  t 

ist  der  Pankt  (lg)  ==  ^j , 

,in  welchem  die  beiden  Geraden  l  und  g  sich  treffen  von 
hervorragendem  Interesse.  Durch  diesen  Punkt  gehen  niim- 
Uch  aul'ser  den  beiden  Geraden  l  und  g  in  der  Ebene  [lg'] 
noch  unendlich  viele  andere  Gerade,  und  jede  solche  Gerade 
kann  aufser  diesem  Punkte  selbst,  der  als  doppelt  auf- 
zufassen ist  (Doppelpunkt  des  Linienpaars  l,  g),  keinen 
andern  Punkt  weiter  mit  dem  Hyperboloide  gemein  haben, 
weil  alle  Punkte  in  der  Ebene  [lg] ,  die  auf  dem  Hyperboloid 
liegen,  eben  nur  in  den  beiden  Geraden  l  und  g  liegen. 
Eine  Gerade,  welche  mit  dem  Hyperboloid  zwei  zusammen- 
fallende Punkte  gemein  hat,  heilst  eine  Tangente  desselben, 
folglich  sind  alle  Geraden  in  der  Ebene  \lg]^  die  durch  den 
Punkt  (lg)  gehen,  Tangenten  des  Hyperboloids,  sowie  Tan- 
genten an  allen  den  Kegelschnitten,  welche  sämtliche  durch 
den  Punkt  (lg)  gelegt««  Ebenen  aus  dem  Hyperboloid  aus- 
schneiden; denn  sie  haben  eben  weder  mit  dem  Hyperboloid 
noch  mit  einem  dieser  Kegelschnitte  mehr  als  diesen  Punkt 
(lg)  gemein;  wir  schliefsen  hieraus,  da  jeder  Punkt  p  des 
Hyperboloids  ais  der  Durchschnittspunkt  zweier  Erzeugenden 
l  und  g  aus  den  beiden  Regelscharen  aufzufassen  ist,  dafs 
alle  Tangenten,  welche  durch  einen  Punkt  des 
Hyperboloids  gehen,  in  einer  Ebene  Hegen,  und 
nennen  diese  die  Berülirungsebene  des  Hyperboloids  in 
dem  gegebenen  Punkte  {lg).  Diese  Berührungsebene  enthält 
die  beiden  Erzeugenden  l  und  g  aus  den  beiden  Regelscharen, 
die  durch  den  Punkt  des  Hyperboloids  gehen.  Umgekehrt 
sehen  wir  auch  ein,  dafs  jede  andere  Gerade  durch  den 
Punkt  (lg),  welche  nicht  in  der  Ebene  [ig]  Hegt,  keine  Tan- 
gente des  Hyperboloids  sein  kann,  sondern  dasselbe  in  zwei 
verschiedenen  Punkten  treffen  mufs;  denn  sei  s  ein  beHebiger 
anderer  durch  den  Punkt  -^  =  (lg)  gezogener  Strahl,  so 
würde  die  durch  s  und  l  gelegte  Ebene  noch  eine  bestimmte 
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Erzeugende  g  der  andern  Regelaehar  enthalten  müssen,  auf 
welcher  nämlich  die  Schnittpunkte  sämtlicher  L  mit  dieser 
Ebene  liegen.  Die  Erzeugende  g'  trifft  aber  den  Strahl  s 
in  einem  zweiten  von  ^  yerschiedenen  Punkte ,  also  ist  s  keine 
Tangente  des  Hyperboloids. 
Der  Schnittpunkt: 

» -  m 

heilst  der  Berührungspunkt  der  Ebene: 

« -  ti»] 

und  unter  den  sämtlichen  Tangenten  des  Hyperboloids,  welche 
durch  den  Punkt  1>  gehen  und  in  der  Berührungsebene  liegen, 
giebt  es  xwei  ausgezeichnete,  l  und  g,  die  ganz  dem  Hyper- 
boloid angehören: 

Wir  haben  also  folgendes  Ergebnis; 

Ebenso  wie  sämtliche  Punkte  ))  auf  einer  Er- 
zeugenden (j,  (aus  einer  der  beiden  ßegelscharen) 
als  Punkte  des  Hyperboloids  gelten,  sind  auch 
sämtliche  Ebenen  durch  L  als  Berührungsebenen 
desselben  aufzufassen;  durch  jeden  Punkt  ^  geht 
aber  nur  eine  einzige  bestimmte  Berührungsebene, 
diejenige  nämlich,  welche  ia;  mit  der  einzigen  durch 
:p  gehenden  Erzeugenden  gs^  der  andern  Regelschar 
verbindet,  und  jede  durch  Ix  gehende  Berührungs- 
ebene hat  nur  einen  einzigen  bestimmten  Berüh- 
rungspunkt, nämlich  denjenigen,  in  welchem  i^.  von 
der  einzigen  in  dieser  Ebene  liegenden  Erzeugen- 
den g,j:  der  andern.  Regelschar  getroffen  wird. 

Die  ßerührungsebenen  des  Hyperboloids  sind 
zugleich  diejenigen,  welche  dasselbe  in  zerfallen- 
den Kegelschnitten  durchschneiden,  und  die  Be- 
rührungspunkte sind  die  Doppelpunkte  dieser 
Linienpaare;  diese  selbst  sind  die  Erzeugenden 
der  beiden  Regelscharon  auf  dem  Hyperboloid. 
Hiernach  ist  es  leicht  die  Frage  zu  beantworten: 

Welches  ist  der  Ort  sämtlicher  durch  einen  gegebenen 
Punkt  0  im  Räume  gehenden  Berlihrungsebenen  eines  ge- 
gebenen Hyperboloids? 
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Da  nämlich  irgend  zwei  Erzeugende  l  und  i,  der  einen 
ßegelschar  von  sämtlielieQ  Erzeugenden  g^  tler  anderen  ßege!- 
schar  in  zwei  projekti Tischen  Punktreihen  l  (y)  und  l^  (j,)  ge- 
schnitten werden  j  und  die  Ebene  [o^j,]  eine  Berührungsebene 
ist,  welche  als  Ebene  [0):j:j]  aufgefafat  werden  kann,  so  um- 
hüllt dieselbe  (S.  26)  einen  Kegel  zweiter  Klasse.  Jede  dieser 
Ebenen  enthält  gleichzeitig  eine  bestimmte  Erzeugende  4 
der  andern  Regelschar  und  ist  eine  Berührungsebene  des 
Hyperboloids.     Wir  haben  also  folgenden  Satz: 

WennraanirgendeiuenfestenPunktoimßaume 
mit  sämtlichen  Erzeugenden  einer  Regelschar 
durch  Ebenen  verbindet,  so  umhüllen  dieaeEbenen 
einen  Kegel  zweiter  Klasse;  denselben  erhält  man 
auch,  wenn  man  o  mit  den  Erzeugenden  der  andern 
liegelschar  verbindet;  jede  Berührungsebene  des- 
selben enthält  je  eine  Erzeugende  aus  jeder  der 
beiden  Regelacharen  und  ist  zugleich  Berührungs- 
ebene des  Hyperboloids,  auf  welchem  die  beiden 
Regelscharen  liegen.  Wir  nennen  diesen  Kegel 
den  Berührungakegel  aus  d  an  das  Hyperboloid. 
Er  ist,  wie  wir  aus  seiner  Konstruktion  sehen, 
immer  reell,  wo  auch  o  im  Räume  liegen  mag. 

Jede  Berührungsebene  des  Kegels  o"'  enthält  einen 
Kegelatrahl,  welcher  leicht  zu  finden  ist;  sei  nämlich  t  die 
Berührungsebene,  so  mufs  sie  zwei  Erzeugende  l  und  g  aus 
je  einer  der  beiden  Kegelscharen  enthalten;  der  Schnittpunkt 
^  =  (lg)  mit  0  verbunden  liefert  offenbar  den  Kegelstrabi  der 
BerührungB ebene  i,  denn  er  ist  der  einzige,  durch  den  diese 
Berührungsebene  allein  und  keine  andere  weiter  geht,  während 
durch  jeden  anderen  durch  o  gehenden  Strahl  s  der  Ebene  r 
zwei  Berührungsebenen  hindurchgehen;  in  der  That  sehneidet 
s  die  Geraden  i  und  g  in  zwei  Punkten  (da  er  nicht  durch  ^ 
geht),  und  durch  diese  beiden  Punkte  gehen  zwei  bestimmte 
Erzeugende  g^  und  l^ ,  die  mit  u  verbunden  zwei  verschiedene 
Berührung 3 ebenen  durch  s  an  den  Kegel  o'^  liefern ;  also  ist  s 
kein  Kegeistrahl;  der  einzige  Strahl  jü^j]  in  der  Ebene  t  be- 
sitzt die  Eigenschaft,  dafs  durch  ihn  nur  die  eine  Benihrungs- 
ebene  r  hindurchgeht;  er  ist  also  Berührunga-  oder  Kegel- 
strahl.    Die    Gerade  \o);>\    ist    nach    dem    Obigen   Tangente 
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des  Hyperboloids.  Wir  können  also  folgenden  Satz  aus- 
sprechen : 

Die  sämtlichen  Tangenten  aus  einem  Punkte  o 
an  ein  Hyperboloid  sind  die  Strahlen  eines  KegeJs 
zweiter  Ordnung  o'^,  der  mit  dem  vorigen  Beriih- 
rungskegel  identisch  ist. 

Endlich  folgt  aus  dem  Vorigen,  dafs  durch  einen  be- 
liebigen Strahl  s  im  Räume  im  allgemeinen  zwei  Berührung- 
ebenen  des  Hyperboloids  hindurchgehen ;  denn  nehmen  wir 
irgend  einen  Punkt  o  im  Strahle  s  als  Mittelpunkt  eines  Be- 
rühr ungskegels  an  das  Hyperboloid ,  so  gehen  im  allgemeinen 
durch  s  zwei  Berühr angsebenen  an  den  Kegel  o'^,  die  zugleich 
die  beiden  Berührungsebeiien  durch  s  an  das  Hyperboloid 
sind;  diese  können  reell  oder  imaginär  sein,  je  nachdem  der 
Strahl  5  auCaerhalb  oder  innerhalb  des  Kegels  o'*'  sich  findet, 
Ist  er  selbst  ein  Kegelstrahl,  so  geht  nur  eine  Berührungs- 
ebene durch  ihn.  Die  Wahl  des  Punktes  o  auf  dem  will- 
kürlich angenommenen  Strahle  s  ist  dabei  irrelevant,  denn 
würden  wir  für  eine  andere  Annahme  von  n  ein  zweites  Paar 
von  Beruh runga ebenen  durch  s  erhalten,  so  müfste  dies  auch 
ein  Paar  Berührungs ebenen  des  ersten  Kegels  sein,  was 
widersinnig  ist 

Wenn  wir  uns  durch  einen  beliebigen  Punkt  o  im  Räume 
die  sämtlichen  Berührungaebenen  an  das  Hyperboloid  gelegt 
denken,  welche  den  Berührungskegel  umhüllen,  so  liegt 
in  jeder  Berührungs  ebene  ein  bestimmter  Berührungspunkt 
•p  =  {lg)j  und  wir  können  nach  dem  Orte  sämtlicher  Be- 
rührungspunkte fragen.  Dieser  fällt  zusammen  mit  dem  Orte 
sämtlicher  Berührungspunkte  der  durch  o  an  das  Hyperboloid 
gelegten  Tangenten  op  oder  der  Kegelstrahlen. 

Der  Ort  der  gesuchten  Punkte  p  ist  also  gemeinschaftlich 
dem  Beröhrungskegel  e'^*  und  dem  Hyperboloid  und  hierdurch 
leicht  zu  ermitteln, 

Legen  wir  nämlich  von  o  ans  irgend  drei  Ebenen  durch 
die  Erzeugenden  N,  ^,  so  schneiden  die  Ebenen  [ol],  [o^,], 
|o^j]  die  übrigen  Erzeugenden  l^  derselben  ßegelsehar  in 
Punkten,  welche  auf  den  drei  Erzeugenden  g  g',  g^  der  andern 
Regelschar  liegen,  die  in  diesen  Ebenen  enthalten  sind. 
Die  drei  Punkte: 

ScnnOTEa,  Theor.  d.  Oborfl.  ä.  Ordn.  fl 
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bestimmen  eine  Ebene  '^,  welche  den  Berährungskegel  d'^> 
in  einem  Kegelschnitt  ^(^'  und  das  Hyperboloid  in  einem 
Kegelschnitt  ^f  achneiden  wird.  Beide  Kegelschnitte  haben 
nicht  nur  die  Punkte  ^J^Jj^'a  gemeinschaftlich,  sondern  auch 
dieselben  Tangenten  in  diesen  Punkten,  nämlich  die  Schnitt- 
linien der  Ebene  [^ifi^  p^  mit  den  drei  Ebenen  [lg]  [?,  ^,]  [^jpa], 
weil  diese  Ebenen  gleichzeitig  ßerührungsebenen  des  Kegels 
längs  den  KegelstrahleD|ol3|,  |o1^,|,  lo^sl  ^^^  Berührungs  ebenen 
des  Hyperboloids  in  den  Punkten  ^j  p,  p^  sind;  folglich 
müssen  die  beiden  Ki^elschnitte  identisch  sein;  sie  enthalten 
aber  sämtliche  Punkte,  welche  dem  Berührungskegel  o'^'  und 
dem  Hyperboloid  gemeinschaftlich  sind.  Wir  haben  daher 
folgenden  Satz: 

Die  Berührungspunkte  sämtlicher  durch  einen 
beliebigen  Punkt  D  im  Raum  au  ein  Hyperboloid 
gelegten  Berührungsebenen  (oder  auch  Berüh- 
rungsstrahlen) liegen  auf  einem  ebenen  Kegel- 
schnitt W^l. 

Umgekehrt  schhefsen  wir: 

Eine  beliebige  Ebene  kT  sehneidet  das  Hyper- 
boloid in  einem  Kegelschnitt  IS'^I;  legt  mau  durch 
sämtliche  Punkte  desselben  die  Berührungsebenen, 
so  laufen  dieselben  durch  einen  und  denselben 
Punkt  0  und  umhüllen  einen  Kegel  zweiten  Grades 
o'^>,  dessen  Strahlen  die  Verbindungslinien  des 
Punktes  o  mit  den  Punkten  des  Kegelschnitts  S'*' 
sind. 

Den  Nachweis  für  die  Richtigkeit  dieser  Umkehrung 
können  wir  dem  Leser  überlassen. 

Die  Ebene  'W  enthält  nftht  nur  die  Berührungspunkte 
der  durch  o  an  das  Hyperboloid  gelegten  Tangenten  oder 
Berührungsebenen,  sondern  noch  unendlich  ?iele  andere  Punkte 
und  Gerade.  Irgend  eine  durch  ß  gelegte  Ebene  schneidet 
den  Berührungskegei  in  einem  Linienpaar,  welches  zwei  Be- 
rührungspunkte enthält,  und  dieselbe  durch  a  gelegte  Ebene 
schneidet  das  Hyperboloid  in  einem  Kegelschnitt,  für  welchen 
das  vorige  Linienpaar  das  Tangenteupaar  aus  o  sein  mufs; 
die  Verbindungslinie  der  Berührungspunkte,   welche  ganz  in 
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der  Ebene  TS  liegen  muls,  wird  daher  die  Polare  des  Punktes  o 
in  Bezug  auf  den  Dureliselinittakegelselinitt  sein,  und  wir 
schliefsen  hieraus  {zunächst  für  den  reellen  Fall):  Legt  man 
durch  den  willkürlichen  Punkt  o  im  Räume  irgend 
eine  Ebene,  welche  das  Hyperboloid  in  einem 
Kegelschnitt  schneidet,  ao  mufa  die  Polare  des 
Punktes  o  in  Bezug  auf  diesen  Kegelschnitt  in  der 
vorigen  Ebene /ör  liegen. 

Hieraus  folgt,  dafs  die  Ebene  "ET  auch  aufgefafst  werden 
kann  als  der  Ort  der  vierten  harmonischen  Punkte  auf  ailen 
Strahlen,  welche  durch  einen  Punkt  o  im  ßaume  gelegt 
werden  und  das  Hyperboloid  in  Punktepaaren  schneiden,  so 
dafs  zu  jedem  Punktepaar  und  o  der  dem  o  zugeordnete 
vierte  harmonische  Punkt  bestimmt  wird.  Wir  werden  hier- 
durch geführt  zu  einer  neuen  Abhängigkeit  der  Raumelemente 
von  einander  vermittelst  des  Hyperboloids,  analog  derjenigen, 
wie  wir  sie  bereits  kenneu  gelernt  haben  beim  ebenen  Polar- 
system zwischen  Punkten  und  Geraden  in  der  Ebene,  beim 
Polarbündel  zwischen  Strahlen  und  Ebi-nen  durch  den  Mittel- 
punkt des  Bündels.  Hier  wird  jedem  Punkte  o  im  Räume 
eine  bestimmte  Ebene  tJ  zugeordnet,  und  wir  nennen  o  und 
TS  Pol  und  Polarebene  in  Bezug  auf  das  Hyperboloid,  die 
Gesamtheit  dieser  zugeordneten  Elemente  in  ihrer  gegen- 
seitigen Abhängigkeit  ein  räumliches  Polarsystem. 

Seien  o  und  m  Pol  und  Polarebene  in  Bezug  auf 
das  Hyperboloid,  und  nehmen  wir  irgend  einen  Punkt  o' 
in  der  Ebene  "a,  so  wird  eine  beliebige  durch  Do'  gelegte" 
Ebene  das  Hyperboloid  in  einem  reellen  Kegelschnitt  schnei- 
den, für  welchen  die  Polare  von  o,  weil  sie  in  IS  liegen 
mufs,  durch  o'  gehtj  folglieh  mufs  auch  die  Polare  von  o' 
durch  0  gehen,  und  da  diese  Polare  wieder  in  der  Polarebene 
des  Punktes  o'  in  Bezug  auf  das  Hyperboloid  liegen  mufs, 
so  folgt  die  charakteristische  Eigenschaft  des  räumlichen 
Polarsystems : 

Wenn  TS  die  Polarebene  des  Punktes  o  ist,  so 
mufs  die  irgend  einem  in  Ta  gelegenen  Punkte  o' 
zugehörige  Polarebene  TS'  durch  o  gehen.  Und  an- 
dererseits : 

Wenn  o  der  Pol   einer   beliebigen  Ebene  TS  ist, 
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so  mufs  von  irgend  einer  durch  o   gelegten  Ebene 
Ts'  der  Pol  1)'  in  der  Ebene  TS  liegen. 

Hieraus  folgt  weiter,  wenn  wir  zwei  beliebige  Punkte  o 
und  ü  nehmen,  deren  Polarebenen  "ET  und  "BT'  sich  in  dem 
Strahle  s  schneiden,  dafs  von  jedem  Punkte  p  dieses  Strahls  s, 
weil  er  sowohl  in  TS  als  auch  in  TS'  liegt,  die  Polarebene 
sowohl  durch  o  als  auch  durch  o',  d.  h.  durch  die  Verbin- 
dungslinie |oo'|  gehen  mufs;  gleichzeitig  mufs  aber  auch  jeder 
Punkt  der  Verbindungslinie  [  o  o'  |  eine  Polarebene  haben,  die 
durch  |'a"t5'|  läuft;  denn  er  liegt  gleichzeitig  in  zwei  Ebenen, 
deren  Pole  sich  auf  dem  Strahle  \TS-^\  befinden.  Wir  haben 
also  folgenden  Doppelsatz: 

Die  Pole  von  sämtlichen 
Ebenen,  die  durch  eine 
Gerade  s  gelegt  werden, 
liegen  auf  einer  zweiten 
Geraden  s,,  und  die  Pole 
der  durch  s,  gelegtenEbe- 
n  liegen  wieder  auf  ; 


Die  Polarebenen  von 
sämtiichenPunkteneiner 
Geraden  s  laufen  durch 
eine  zweite  Gerade  S], 
und  die  Polarebenen  der 
Punkte  auf  s,  laufen  wie- 
derum durch  s. 


Solche   Geradenpaare   ss,    heifsen    daher    konjugierte 
Gerade  des  räumlichen  Polarsystems, 


Wir  müssen  hier  noch  auf  einen  Ausnahmefall  auf- 
merksam machen,  der  dann  eintreten  würde,  wenn  insbeson- 
dere die  beiden  Geraden  l  und  g,  in  welchen  eine  Berührungs- 
ebene das  Hyperboloid  schneidet,  zusammenfallen;  dann  würde 
nämlich  diese  Berührungsebene  nicht  blofs  einen  Berührungs- 
punkt, den  Schnittpunkt  i},  g),  mit  dem  Hyperboloid  haben, 
sondern  unendlich  viele,  die  auf  einer  Geraden  liegen, 
Dieser  Fall  kann  beim  allgemeinen  Hyperboloid  nicht  ein- 
treten ;  denn  setzen  wir  voraus,  dafs  l  und  g  zusammenfallen, 
so  müfste  eine  beliebige  durch  g  gelegte  Ebene  noch  in  einer 
zweiten  Erzeugenden  Z,  das  Hyperboloid  schneiden;  es  müfsten 
also  l  und  l^ ,  zwei  Erzeugende  derselben  Eegelschar,  sich  be- 
gegnen, folglich  müfste  (S.  89)  das  Hyperboloid  in  einen 
Kegel  zweiter  Ordnung  ausarten,  und  bei  diesem  berührt, 
wie  wir  wissen,  in  der  That  eine  Ebene  längs  einem  Kegel- 
strahle, d.  h.  hat  unendlich  viele  Berührungspunkte.  Zwei 
Berührungsebenen  des  Kegels  achneiden  sich  in  einem  Strahle  s, 
der  nun  auch  nicht  blofs   einen  konjugierten   Strahl  s,   hat, 
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sondern  unendlich  viele,  die  in  einer  Ebene  liegen,  welche 
die  Berührungsstrahlen  der  beiden  Ebenen  verbindet.  Der 
.  o'^'  aus  einem  beliebigen  Punkte  o  artet  in 
s,  der  ßerührungskegel schnitt  desselben 
in  ein  Linienpaar,  Die  Polarebene  irgend  eines  Punktes  o 
im  Räume  geht  also  immer  durch  den  Mittelpunkt  des  Kegels; 
alle  beliebigen  Ebenen  des  Raumes  haben  also  auch  einen 
and  denselben  Punkt  zu  ihrem  Pol,  nämlich  den  Mittelpunkt 
Sät  des  Kegels,  mit  Ausnahme  derjenigen  Ebenen,  welche 
durch  SIE  selbst  gehen;  eine  solche  Ebene  hat  aber  nicht 
blofa  einen  Pol,  sondern  unendlieh-viele,  welche  auf  einer 
Geraden  hegen,  dem  Polarstrahle  der  Ebene  in  dem  Polar- 
bündel 3)11*',  dessen  Kernfläche  der  Kegel  ist  (S.  34).  Wir 
schliefsen  also  auch  umgekehrt:  Wenn  zwei  verschiedene 
Ebenen  denselben  Punkt  zum  Pol  haben  in  Bezug  auf  ein 
Hyperboloid,  so  mufs  dasselbe  in  einen  Kegel  ausgeartet  sein, 
dessen  Mittelpunkt  jener  Punkt  ist. 

Wir  brechen  hier  die  Untersuchung  des  räumlichen  Polar- 
systems ab,  welches  wir  später  eingehend  zu  betrachten  haben 
werden,  wobei  sich  sowohl  die  projektivische  Beziehung  der 
im  Polarsystem  auftretenden  Elemente  und  die  involutorische 
Lage  der  daraus  entspringenden  Gebilde,  als  auch  die  aus- 
gezeichneten Elemente  des  Polarsystems  zeigen  werden,  näm- 
lich die  Punkte,  die  Berührungsebenen  und  die]  Erzeugenden 
der  beiden  Kegelscharen  des  Hyperboloids. 

§  18.    Das  Seehsseit  auf  dem  Hyperboloid.*) 
Nehmen  wir  irgend  drei  Erzeugende: 
l    \    \ 
der  einen  Regelschar  und  drei  Erzeugende: 

9    9i    9'i 
der  andern  Eegelschar  eines  einfachen  Hyperboloids,  so  können 
wir,   da  jede  Erzeugende  der  einen  jede  der  andern  Schar 

*)  Vergl.  Dandelin:  Eecheiches  nouvelles  Bur  les  sectiona  du 
cöne  et  sur  les  hexagones  inscrits-ei  circoaBCrits  ä  ces  sectioiiB,  An- 
nales  de  matiiömatiqües  per  J.  D.  Gergonne  t.  XV  p.  S87.,  Hease: 
Über  das  geradlinige  Sechseck  auf  dem  Hyperboloid,  CroUe'B  Journal 
für  Mathematik  Bd.  XXIV,  S.  40. 
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sehneidet,  aber  keine  zwei  derselben  Schar  sich  treifen,  aus 
diesen  Geraden  windschiefe  Sechsseite  zusammenstellen,  welche 
ganz  auf  dem  Hyperboloid  verlaufen;  wir  haben  nämlich  die 
neun  Schnittpunkte: 

m   ('s,)  (ift) 

0,9)    (IM    (ks,) 
(ks)   (hs,)  (ha,) 

und  gleichzeitig  die  neun  Berührungsebenen  gleichen  Namens ; 
aus  jenen  können  wir  sechs  Sechsecke,  aus  diesen  sechs 
Sechsflache  zusammensetzen,  deren  Seiten  auf  dem  Hyper- 
boloid Hegen.  Da  femer  Punkt  (ligi)  und  Ebene  [Zj^j]  Be- 
rürungspunkt  und  Berührungsebene  für  das  Hyperboloid  sind, 
so  haben  wir  in  dieser  eigentümlichen  Figur  zugleich  eine 
vollständige  Dualität,  welche  ihre  Eigenschaften  paarweise 
auftreten  läl'st.  Die  Sechsecke  oder  Seehsflache  lassen  sich 
nach  der  Reihenfolge  ihrer  Seiten,  deren  je  zwei  auf  einander 
folgende  sich  treffen,  also  in  einer  Ebene  liegen,  so  anordnen: 

I)  ^  9    h  9i  h  ffi  j 

II)  l  (/,  ^1  g^  I2  g    \ 

IH)  l  g-i  h  &    h  9\  1 

VI)  l  g^  i,  i7,  I2  g- 1 

Betrachten  wir  das  erste  Sechseck : 
l9\9i\9i> 
dessen  sechs  Ecken  die  Punkte  sind: 

i}9)    igh)    (h9i)     {9ih)     (.k97)     (i/20, 
so  erscheinen  die  drei  Ebenen: 

Ü',]    Piftl    wi 

als  diejenigen,  in  welchen  je  zwei  gegenüberliegende  Seiten 
des  Seehsseite  (I)  sich  vorfinden.  Diese  drei  Ebenen  sehneiden 
sich  aber  in  einem  Punkte,  durch  welchen  auch  die  drei 
Durchschnittslinien  je  zweier  von  ihnen  hindurchgehen. 

Nun  sehen  wir  aber,  dafs  in  der  Ebene  [^/j]  sowohl  der 
Punkt  (^li)   als   auch   der  Punkt    (/ji/i)    liegt,    und   in    der 
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Ebene  [ijt/j]  gleichfalls  sowohl  der  Punkt  (gl^)  als  auch  der 
Punkt  {^5^2},  folglich  ist  die  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen: 

[gl.;]     und     [ijßj] 
identisch  mit  der  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte: 

igli)    und     (^a^j); 
ebenso  ist  die   Schnittlinie  der  beiden  Ebenen : 

P,ft]    undb,!] 
identisch  mit   der  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte; 

Qiff:)    ^^^    (^jO; 
endlich  die  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen: 

[g,  l]    ußd    [9  h] 
identisch  mit  der  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte: 

{g^l.,)    und     {lg); 
da    aber  jene    drei   Durchs chnittsliiiien    je    zweier    der   drei 
Ebenen : 

[««     P,ft]     [S,l] 
durch  einen  Punkt  laufen,  so  müssen  auch  in  dem  Sechseck : 

(lg)   W)   Iksd  öl«   Ihs,)   (ft!) 

die  drei  Verbindungslinien  der  gegenüberliegenden  Ecken  sich 
in  einem  Punkte  treffen.  Wir  können  demnach  folgenden 
Satz  aussprechen; 

a)  Bei  einem  auf  dem  einfachen  Hyperboloid 
liegenden  geradlinigen  Sechseck,  dessen  gerad- 
stellige  Seiten  Erzeugende  der  einen  und  dessen 
ungeradstellige  Seiten  Erzeugende  der  andern  ße- 
gelschar  sind,  schneiden  sieh  allemal  die  dreiVer- 
bindungsiinjen  gegenüberliegender  Ecken(Haapt- 
diagonalen)  in  einem  Punkte.  , 

Zweitens  betrachten  wir  dasselbe  Sechsseit  I)  als  Sechs- 
flach, dessen  auf  einander  folgende  Seitenflächen  sind: 

m  [si,}  v,s,]  [9,!,]  Rfc]  b=q, 

indem  immer  zwei  auf  einander  folgende  sieh  in  einer  Seite 
des  Sechsflachs  schneiden. 

Nehmen  wir  nun  die  drei  Punkte: 
(Oh)    Gl«/.)     (!/il)> 
so  liegen  dieselben  in  einer  Ebene,  in  welcher  auch  die  drei 
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VerbinduHgslinieii  je  zweier  TOn  ihnen  liegen.  Diese  drei 
Punkte  erscheinen  aber  als  die  Schnittpunkte  je  feweier  gegen- 
überliegenden Seiten  des  Sechsflael^,  und  ihre  drei  Verbin- 
dungslinien können  leicht  anders  ausgedrückt  werden: 

Der  Punkt  (gl^)  liegt  nämlich  sowohl  in  der  Ebene  [^i,] 
als  auch  in  der  Ebene  \l292[  ^'^^  ^^^r  Punkt  (li<j.^  liegt  gleich- 
falls sowohl  in  der  Ebene  [gl^,  als  auch  in  der  Ebene  ]lig-i\, 
folglich  ist  die  Verbindungslinie  der  Punkte: 

Q/y     und     {\g^) 
identisch  mit  der  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen: 

igk~\     und     \l.,g.,y, 
ebenso  ist  die  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte: 

Q^g^)     und     {g^l) 
identisch  mit  der  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen : 

[;,3,]     und     [g^l\, 
und  endlich  ist  die  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte; 

{g^l)    und    {g\) 
identisch  mit  der  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen: 

[(?iy     und     [lg'\. 
Da  nun  jene  drei  Verbindungslinien  der  drei  Punkte : 

{9I2)    (9J)     {9A) 
in  einer  Ebene  liegen,  so  müssen  in  dem  Seehsflaeh: 


m  WA  PiSii  b.«  P.9J  w] 

die  drei  Schnittlinien  der  gegenüberliegenden  Seitenflächen 
in  einer  Ebene  liegen.  Wir  können  demnach  folgenden  Satz 
aussprechen : 

&)  Werden  bei  einem  auf  dem  Hyperboloid  lie- 
genden Sechsseit,  dessen  geradstellige  Seiten  Er- 
zeugende der  einen,  unggradstellige  Seiten  Erzeu- 
gende der  andern  Hegel  schar  sind,  je  awei  auf 
einander  folgende  Seiten  durch  eine  Ebene  (Berüh- 
rungsebene des  Hyperboloids)  verbunden,  so  erhält 
man  ein  einfaches  Sechsflach,  dessen  gegenüber- 
liegende Seitenflächen  sich  in  drei  Geraden  schnei- 
den, welche  in  einer  Ebene  liegen. 

Dieser  Satz  ist  durchaus  analog  dem  Pascalscheu  Satze 


y  Google 


§  18.  Das  Sechäseit  auf  dem  Hyperboloid.  121 

in  der  Ebene  und  enthält  zugleich  denselben  als  besonderen 
Fall  in  sich;  denn  durchschneiden  wir  die  räumliche  Figur 
durch  irgend  eine  Tranapersalebene  s,  so  schneidet  dieselbe 
das  Hyperboloid  in  einem  Kegelschnitt,  die  sechs  Erzeugenden 
in  sechs  Punkten  eines  eingeschriebenen  Sechsecks,  die  drei 
Paar  Gegenflächen  des  SeehsÜachs  in  den  drei  Paar  Gegen- 
seiten des  einbeschriebenen  Sechsecks,  endlich  die  drei  Ge- 
raden, welche  in  einer  Ebene  liegen,  in  drei  Punkten,  welche  auf 
einer  Geraden  liegen,  und  diese  drei  Punkte  sind  die  Durch- 
schnittspunkte der  gegenüberliegenden  Seiten  des  einbesehrie- 
benen   Sechsecks;    also    haben   wir    den   Pascalschen  Satz, 

Ebenso  ist  der  Satz  a)  desAnalogon  des  Bri  an  chon  sehen 
Satzes,  wenn  wir  denselben  für  irgend  sechs  Berührungs- 
ebenen  eines  Kegels  zweiter  Klaase  aussprechen;  wir  haben 
nur  nötig,  einen  behebigen  Punkt  23  des  Baumes  mit  den 
sechs  Erzeugenden  durch  Ebenen  zu  verbinden. 

Dasselbe,  was  wir  für  das  erste  Sechsseit  I) 

i  !)  k  Hl  k  92 
nachgewiesen  haben,   gilt  in  gleicher   Weise  für   jedes    der 
fünf  übrigen  II,  ÜT,  IV,  V,  VI.    Die  aus  diesen  sechs  Sechs- 
seiten resultierenden  Punkte    und  Ebenen    stehen   in    nahem 
Zusammenhange  mit  einander. 

Nehmen  wir  die  drei  ersten  Sechsecke: 

I)  i  y    i,  if)  k  92 

II)  l  g,  l,  g^  \  g 

HI)  l  9i\  9    h  9i  > 

so   liefert  der  Satz  a)  für  jedes   dei^elhen   einen   bestimmten 

Punkt,  nämlich  als  Durchschnittspunkt  der  drei  Ebenen : 

für    I):     \lgC\     mg}      {l^g.;\     den  Punkt  p, 

für  II):    \l9,-\    ikg,]    [l.g-]       „        „      ^', 

fürlll):     llg-]      [l,g,-]     [i,^,]       „        „       p". 

Legen  wir  aber  andererseits  durch  die  drei  Punkte : 

m)  ih92)     (.hffi)    ^iiiö  Ebene  s 
und  durelv 

ft»,)  Ci»,)      ft»)      eiM  Ebene  i,, 

so   schneiden  sich  die   Ebenen   e  und   s^   in   einer   Geraden, 
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auf  welcher,  wie  wir  unmittelbar  einsehen,  die  drei  Punkte 
p  ^'  p"  liegen  müssen. 

Denn  in  der  Ebene  b  liegt  der  Punkt  (j,  weil  er  einmal 
in  der  Schnittlinie  der  Ebenen  [^^,]  und  [l^g]  liegt,  welche 
identisch  ist  mit  der  Verbindungslinie  der  Punkte  (lg)  und 
(hgi)'  und  weil  zweitens  er  in  der  Ebene  [Z^f/^]  liegt,  welche 
den  Punkt  (1^^^)  enthält.  Andererseits  liegt  ^  auch  in  der 
Ebene  £,,  weil  dieser  Punkt  einmal  in  der  Schnittlinie  der 
Ebenen  [lg,]  und  [üi^J  hegt,  welche  identisch  ist  mit  der 
Verbindungslinie  der  Punkte  (i,^,)  und  (Ig^);  nnd  weil  er 
zweitens  in  der  Ebene  [l^g"]  liegt,  welche  den  Punkt  (l^g) 
enthält.  Da  nun  ^  in  beiden  Ebenen  s  und  t^  Hegt,  so  liegt 
dieser  Punkt  auch  in  der  Schnittlinie  |  a «,  |  und  in  ganz  der- 
selben Weise  können  wir  aus  den  obigen  Buchstaben  ablesen, 
dafs  auch  die  beiden  andern  Punkte  ^'  und  -p"  in  der  Schnitt- 
linie j  £«1 1  liegen  müssen;  folghch  liegen  alle  drei  Punkte 
auf  einer  Geraden,  und  wir  haben  den  Satz: 

Bei  jedem  der  drei  auf  dem  einfachen  Hyper- 
boloid liegenden  Sechsecke: 

lg      h     9i     1"i    g-i 

2    31     ^i     g-i    \    9 

^  92  h  9  h  9i> 
deren  ungeradstellige  Seiten  Erzeugende  der  einen, 
und  dessen  geradstellige  Seiten  Erzeugende  der 
andern  Regelschar  sind,  schneiden  sich  die  drei 
Hauptdiagonalen  in  einem  Punkte;  die  dadurch 
erhaltenen  drei  Punkte  liegen  auf  einer  G-eraden. 
Wir  hätten  zum  Beweise  des  vorigen  Satzes  anstatt  einer 
der  beiden  Ebenen  b  oder  s^  auch  eine  dritte  Ebene  Ej  benutzen 
können,   nämhch  diejenige,   welche   durch  die   drei  Punkte: 

(i,s,)   IM  9,s) 

gelegt  werden  kann. 

Diese  Ebene  mufs  ebenfalls,  wie  unmittelbar  abzulesen 
ist,  die  drei  Punkte  ^J^j'^)"  enthalten,  folghch  müssen  sich 
die  drei  Ebenen  s  s^  s^  in  derselben  Geraden  schneiden. 

Die  drei  Punkte  p  p'  f>",  welche  auf  einer  Geraden  liegen, 
können  wir  auch   anders  auffassen  als  allein  abhängig  von 
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dem  ersten  Sechseck: 
I)  l  ff  h  Ol  h  92; 

es  ist  iiämlicli  \>  der  Durchschnittspunkt  der  drei  Hauptdiago- 
nalen,  der  Punkt  "p'  aber  derjenige  Punkt,  in  weichem  sich 
die  drei  Ebenen 

Is'ii  W,}  b,t] 

achneiden,  d.  h.  die  Ebenen  des  zweiten,  vierten  und  sechsten 
Winkels  des  Sechsecks  I),  und  endlich  der  Punkt  ^3"  der 
Durchschnittspunkt  der  drei  Ebenen: 

[lg]  ft9i]  PrfJ. 

d.  h,  der  Ebenen  des  ersten,  dritten  und  fünften  Winkels 
desselben  Sechsecke  I);  wir  können  also  den  vorigen  Satz 
auch  so  aussprechen: 

Bei  einem  auf  dem  einfachen  Hyperboloid  lie- 
genden Sechseck  schneiden  sich  die  drei  Hanpt- 
diagonalen  in  einem  Punkte  {ifi),  die  drei  Ebenen 
der  geradateltigen  Winkel  des  Sechsecks  in  einem 
zweiten  Punkte  (p')  und  die  drei  Ebenen  der  un- 
geradstelligen  Winkel  des  Sechsecks  in  einem  drit- 
ten Punkte  (1)");  diese  drei  Punkte  !|)  ^' p"  liegen 
auf  einer  geraden  Linie. 

Betrachten  wir  nun  die  drei  übrigen  Sechsecke: 

IV)  i  9    h  9i  h  9\ 

V)  i  ffi  h  ff    h  ffs 

VI)  l  g^  li  Si  Ij  g, 

und  zwar  zunächst  das  erste  derselben: 
IV)  IffliSikSi, 

so  geht  die  Ebene  s  durch  die  Punkte  (lg)  {l^g^  (J^ffi):  ^-  ^• 
durch  die  erste,  dritte  und  fünfte  Ecke  dieses  Sechsecks, 
ferner  die  Ebene  e^  durch  die  Punkte  (^i*;)  (Ig^)  {l^Q-i)^  ^-  ^• 
durch  die  zweite,  vierte  und  sechste  Ecke  dieses  Sechsecks, 
und  die  dritte  Ebene  s^  durch  die  Punkte  Q,g^)  (l^g)  (lifft), 
d.  h,  durch  diejenigen  drei  Punkte,  in  welchen  sich  die 
gegenüberliegenden  Seiten  des  Sechsecks  treffen;  da  nun  die 
die  drei  Ebenen  e  e^  e^  durch  dieselbe  Gerade  gehen,  so  haben 
wir  den  Satz: 

Bei  einem  auf  dem   einfachen  Hyperboloid  lie- 
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geiiden  Sechseck  bestimmen  die  drei  ungeradstel- 
ligen  Ecken  eine  Ebene  (s),  die  drei  geradstelligen 
Ecken  eine  zweite  Ebene  (tj)  und  die  drei  gegenüber- 
stehenden Seiten  treffen  sich  in  dreiPunkten  einer 
dritten  Ebene  (f,).  Dies£  drei  Ebenen  sehneiden 
sich  in  einer  und  derselben  Geraden  |  E^if;  |. 

Dieselbe  Gerade  liefern  anch  die  Sechsecke  V  und  VI, 
und  wir  können  auch  folgenden  Satz  aussprechen: 

Bei  jedem  der  drei  auf  dem  einfachen  Hyper- 
boloid liegenden  Sechsecke: 

^  <J    h  9i  h  9\ 
l  9i  h  ff    k  9'i 
i  9i  h  9\  h  9 
schneiden   sich   die   Ebenen  je    zweier   gegenüber- 
liegender Winkel   des   Sechsecks  in   drei  Geraden, 
welche    in    einer   Ebene   liegen.     Die    drei  dadurch 
erhaltenen    Ebenen    £  £,  s^   laufen    durch    dieselbe 
Gerade. 

Wir  haben  bis  jetzt  nur  eine  Gerade  kennen  gelernt,  in 
weicher  sowohl  die  Punkte  ^  p'  ^j"  liegen,  als  auch  die  Ebenen 
E  f,  fj  sieh  schneiden;  die  Figur  führt  aber  wegen  ihrer  dualen 
Natur  zugleich  auf  eine  zweite  (konjugierte)  Gerade.  Es 
liegen  nämlich  die  je  drei  Punkte: 

(Jgi)     ihff)      ftS'i)  ™  einer  Ebene  £ 
09,}     (hS,)     ftj/)    .,       ,.  ..        S, 

(lg)      (IM    (l,sd  „      „         „       S„ 
imd  es  schneiden  sich  die  je  drei  Ebenen: 

[}lf]       Pi?2]     Uiffi^  ^  einem  Punldc  C| 

Pri      PiSi]     PiS]     »       .<  ..         1' 

[is,l     ihs]     l',S,'i  „     „         ..       fl". 

und  es  liegen   aus  gleichen  Gründen,   wie  vorhin,   die  drei 

Punkte  q  q'  q"  auf  einer  Geraden,  in  welcher  sich  gleichzeitig 

die  drei  Ebenen  g  g,  g^  achneiden. 

Wir  haben  also  den  dem  vorigen  analogen  Satz: 
Bei  jedem   der  drei  auf  dem  einfachen   Hyper- 
boloid liegenden  Sechsecke: 
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l  9    h  Ol  h  Ci 

i  ffi  h  (/    h  9i 

i  9i  \  9\  h  9> 
deren  imgeradstellige  Seiten  Erzeugende  der  einen 
\ind  deren  geradstellige  Seiten  Erzeugende  der 
andern  Regelsehar  sind,  schneiden  sieh  die  drei 
Hauptdiagonalen  in  einemPunkte;  die  dadurch  er- 
haltenen drei  Punkte  qq'q"  liegen  auf  einer  Geraden. 
Bei  jedem  der  drei  auf  dem  einfachen  Hyper- 
boloid liegenden  Sechsecke: 

^9    h  9i  h  9-1 

i  9i  h  9i  k  9 

l  9i\  9  k  9y 
schneiden  sich  die  Flächen  je  zweier  gegenüber- 
liegender Winkel  des  Sechsecks  in  drei  Geradeu, 
welche  in  einer  Ebene  liegen;  die  drei  dadurch 
erhaltenen  Ebenen  {t,  t,^  t,^  schneiden  sich  in  einer 
Geraden,  welche  mit  der  vorigen  |qq'q"|  identisch  ist. 
Da  jede  Ebene  [ligk\  eine  Berührungsebene  des  Hyper- 
boloids in  dem  Punkte  (^,-^*)  ist,  so  ist  der  Schnittpunkt  dreier 
solcher  Ebenen  der  Pol  (S.  115)  derjenigen  Ebene,  welche 
die  gleichnamigen  Punkte  yerbindet  und  jede  Ebene,  weiche  drei 
solche  Punkte  verbindet,  die  Polarebene  desjenigen  Punktes, 
in  welchem  die  gleichnamigen  Ebenen  sich  schneiden;  wir 
haben  also  in  unserer  Figur  folgende  Polaritäisbeziehungen 
rücksichtlich  des  Hyperboloids: 

Pol  1)  und  Polarebene  % 

„  f  „       .,      t, 


ii 


Da  aber  die  drei  Ebenen  ££,  £.,  sich  in  der  Geraden  |c)C|'c["| 
und  die  drei  Ebenen  se^s^  sieh  in  der  Geraden  |pl)'p"|  schnei- 
den, 80  sind  die  beiden  Geraden: 

)Hi>"i     lind    |(iq'<l"l 
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konjugierte  Gerade  in  Bezug  auf  das  Hyperboloid,  und  wir 
sehen  die  schon  früher  erkannte  doppelte  Eigenschaft  kon- 
jugierter Geraden  bestätigt,  dafs  sowohl  die  Ebenen  durch 
eine  derselben  ihre  Pole  auf  der  f(nderen  Geraden  haben, 
als  auch  die  Polarebenen  von  den  Punkten  der  ersten  Gera^ 
den  durch  die  zweitte  Gerade  gehen.  Da  hiernach  zu  jedem 
Punkte  die  Polarebene,  zu  jeder  Ebene  der  Pol,  zu  jeder 
Geraden  'die  konjugierte  Gerade  konstruiert  wird,  so  tritt  uns 
auch  hier,"  wie  in  §  17,  das  räumliche  Polarsystem  ent- 
gegen, dessen  Zusammenhang  und  Eigenschaften  eine  weitere 
Verfolgung  dieser  Untersuchung  ergeben  würde.  Wir  ziehen 
aber  die  direkte  Herleitung  im  nächsten  Paragraphen  Tor  und 
bemerken  nur  noch,  dafs  eine  Transversalebene,  welche  unsere 
räumliche  Figur  durchschneidet,  nicht  allein,  wie  oben  be- 
merkt, den  Pascalschen  Satz  liefert,  sondern  auch  die 
Steinersehe  Erweiterung  desselben  (Th.  d.  K.  §  28)  indem 
sie  zeigt,  dafs  die  den  drei  Sechsecken  I  II  HI  zugehörigen 
Pascalschen  Lißien  durch  einen  Steinerschen  Punkt  laufen 
(den  Durchschnittspuukt  der  Transversalebene  mit  der  Ge- 
raden i,plo'^"|),  sowie,  dafs  die  beiden  Steinerschen  Punkte, 
welche  den  Sechsecken  I  II  HI  und  IV  V  VI  zugehören, 
konjugierte  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  sein  müssen, 
weil  Ipp'^j"!  und  |qvfq"|  konjugierte  Gerade  in  Bezug  auf  das 
Hyperboloid  sind, 

§  19.  Das  räumliche  Polarsystem.  Konstruktion  desselben 
aus  den  Elementen  der  projektiviaehen  Gebilde. 
Wir  wollen  das  räumliehe  Polarsystem,  auf  wL'lches  wir 
im  Vorigen  von  verschiedenen  Gesichtspunkten  aus  gekommen 
sind,  unmittelbar  aus  den  Elementen  der  projekti vischen  Ge- 
bilde konstruieren,  welche  das  Hyperboloid  erzeugen,  und" 
können  dazu  entweder  die  Erzeugung  durch  zwei  projek- 
tivische  Ebenenbilschel  oder  durch  zwei  projektivische  Punkt- 
reihen wählen.  Sind  auf  den  im  Baume  sich  nicht  treffenden 
geraden  Trägem   l  und  l^   zwei  projektivische  Punktreihen: 

l{tiic.  .  .X  ■  ■  ■)    nnd     i, (ci| 6, C,  .  .  .  Ji  .  .  .) 
gegeben,  so  bilden  die  Verbindungslinien  jrjj  entsprechender 
Punkte    eine   Regelschar  des   Hyperboloids,    welches  . gleich- 
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zeitig,  wenn  wir  die  Ebenen: 

bezeichnen ,  als  das  Erzeugnis  der  beiden  projektivischen 
Ebenenbnsche!  l[y,}  und  l,{f]  erscheint,  weil  identisch 

IVV.I-lllil 
ist  (8.  88). 

Wir  ordnen  nunmehr  einer  beliebigen  Ebenaw  im  Räume 
einen  bestimmten  Punkt  ^  in  folgender  Weise  zu: 

Die  Ebene  e  trifft  die  beiden  Träger  l  und  Z[  in  zwei 
Punkten  i;  und  ij^,  deren  entsprechende  >•,  und  t(  seien;  die 
Verbindungslinie  Ij^jI)!  trifft  die  Ebene  e  in  einem  Punkte  "pi , 
zu  welchem  man  den  zugeordneten  vierten  harmonischen 
Punkt  "p  ermittelt,  so  dafs  das  Doppelverhältois : 

ist ;  dann  heilst  der  zu  £  in  dieser  Weise  zugeordnete  Punkt  :p 
der  Pol  der  Ebene  s. 

Andererseits  können  wir  einem  beliebigen  Punkte  !>  im 
Räume  eine  bestimmte  Ebene  £  zuordnen,  die  so  konstruiert 
wird: 

Die  beiden  Ebenen,  welche  )f)  mit  den  Trägern  l  und  l^ 
verbinden,  heifsen  |  und  t;,;  ihre  entsprechenden  in  den 
beiden  erzeugenden  Ebenenbüscheln  seien  |j  und  rj;  die 
Schnittlinie  |§,tj|  mit  \>  verbunden  liefert  eine  dritte  Ebene  tj, 
und  die  derselben  zugeordnete  vierte  harmonische  Ebene  «, 
für  welche  das  Doppelverhältnis: 

ist,  heifst  die  Polarebene  des  Punktes  p. 

Das  ganze  System  der  in  dieser  Weise  einaoider  zugeord- 
neten Punkte  und  Ebenen  (räumliches  Polarsysteni)  nach  der 
ersten  Konstruktion  fällt  mit  dem  nach  der  zweiten  Kon- 
struktion identisch  zusammen ;  denn  es  ist  leicht  nachzuweisen, 
dafs  die  zu  einem  gegebenen  Punkte  ^j  nach  der  zweiten  Kon- 
struktion gefundene  Ebene  s  gerade  diejenige  ist,  deren  Pol 
nach  der  ersten  Konstruktion  der  gegebene  Punkt  "p  ist.  In 
der  That,  es  giebt  durch  IJ  nur  einen  bestimmten  Strahl, 
welcher  beiden  Trägern  l  und  Z,  gleichzeitig  begegnet  in  den 
Punkten  l)  und  pj ;  die  Ebenen  [l):,']  =  |  und  [i,  l)]  =  i?,  haben 
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in  den  das  Hyperboloid  erzeugenden  Büscheln  zu  ihren  ent- 
sprechenden ||  und  gj,  welche  dadurch  gefunden  werden,  dafs 
wir  zu  den  Punkten  tj  und  j;,  auf  den  Trägern  ?,  und  l  die 
entsprechenden  Punkte  ijj  und  y  der  beiden  projektivischen 
Punktreihen  aufsuchen  und  die  Ebenen: 

legen,  wob^ identisch  wird; 

lM,i-U,ll- 

Durch  die  Schnittlinie  |li i? | ,  welche  also  identisch  ist 
mit  der  Verbindungslinie  |jl)i|,  wird  nun  eine  dritte  Ebene  fj 
gelegt,  die  durch  1)  geht,  also  die  Ebene  [p):^|],  und  endlich 
die  zugeordnete  vierte  harmonische  s;  diese  vier  harmonischen 
Ebenen  ^^  tj  b^  e  treffeil  aber  die  Gerade,  auf  welcher  die 
Punkte  >■,  l)  "p  liegen,  in  vier  harmonischen  Punkten,  und  zwar 
sind  dies  die  Punkte :  j,"i  ^  1)  und  der  dem  letzteren  zugeord- 
nete vierte  harmonische  Punkt  ^j, ,  durch  welchen  die  gesuchte 
Ebene  s  gehen  mufs;  um  nun  umgekehrt  im  Sinne  der  ersten 
Konstruktion  zu  der  Ebene  e  den  Pol  2u  erhalten,  haben 
wir  die  Schnittpunkte  f:  und  l)^  derselben  mit  den  Trägem 
l  und  Ij  aufzusuchen,  die  entsprechenden  Punkte  j:^  und  l) 
zu  nehmen,  die  Verbindungslinie  |).'il)|  zu  ziehen  und  ihren 
Schnittpunkt  mit  £,  d,  h.  den  Punltt  p,  zu  ermitteln:  dann 
ist  dei'  ihm  zugeordnete  vierte  harmonische  Punkt,  der  ge- 
suchte Pol,  offenbar  nichts  anderes  als  der  ursprüngliche 
Punkt  p;  wir  haben  also  das  Resultat: 

Wenn  man  zu  einer  beliebigen  Ebene  f  im  Sinne 
der  ersten  Konstruktion  den  Pol  ^j  ermittelt,  so 
ist  die  Ebene  £  zugleich  die  Poiarebene  deaPunktes 
'p  im  Sinne  der  zweiten  Konstruktion. 

Wir  untersuchen  jetzt  die  Abhängigkeit,  in  welcher  Pol 
und  Polarebene  zu  einander  stehen  und  drehen  hierzu  die 
Ebene  s  zunächst  um  eine  feste  Axe  s;  wie  verändert  sich 
dabei  der  Pol  p? 

Die  Ebene  £  schneidet  die  Träger  l  und  l^  in  den  Punkten 
5;  und  1),,  deren  entsprechende  j;,  und  l)  sind;  der  Schnitt- 
punkt von  £  mit  der  Verbindungslinie  |;:il)|  ist  ^|  und  der 
zugeordnete  vierte  harmonische  Punkt  der  gesuchte  Pol  p. 
Bei   der  Bewegung  von  £  suchen   wir  zunächst  den  Ort  des 
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Punktes  p^  auf.  Nehmen  wir  einen  beliebigen  Punkt  o  der 
Geraden  s  und  legen  alle  Ebenen  [i;):)."i]i  so  umhüllen  dieselben, 
wie  wir  wissen,  einen  Kegel  Ä®,  das  Erzeugnis  zweier  pro- 
jektiyisclier  ebener  Strableabösehel  in  den  Ebenen  [ßl]  und 
[b/,]  (S.  26);  die  um  den  Strahl  s  sich  drehende  Ebene  s 
schneidet  die  Ebenen  [oij  und  {olij  in  den  beiden  Strahlen 
|oj:|  =  a;  und  |oi),|  =  y^,  deren  entsprechende  x^  und  y  sind; 
die  Schnittlinie: 

\xy^,  x,y\ 
liegt,  wie  wir  wissen  (S.  31),  in  einer  festen  Ebenej  welche 
notwendig  alle  Schnittpunkte  (e,  |l."ii)|)^pi  enthalten  muis, 
IVehmen  wir  einen  zweiten  Purkt  o'  des  Strahle  s  und  machen 
dieselbe  Konstruktion,  wie  für  o,  so  erhalten  wir  eine  zweite 
Ebene,  welche  aus  demselben  Urunde  die  Punkte  (e,  |j^itl|)  =  lJi 
enthalten  mufs.  Da  diese  Punkte  aber  gleichzeitig  in  zwei 
Ebenen  liegen,  so  müssen  sie  auf  einer  Geraden  g^,  der 
Schnittlinie  jener  beiden  Ebenen,  liegen,  und  lassen  wir  den 
Punkt  0  auf  dem  Strahle  s  wandern,  so  müssen  alle  jene 
Ebenen  um  dieselbe  Gerade  ^f,  sieh  drehen. 

Nachdem  wir  als  Ort  des  Punktes  p,  eine  bestimmte 
Gerade  g^  gefunden  haben,  erkennen  wir  auch  leicht,  wie 
sich  pi  auf  dieser  Geraden  g^  verändert.  Die  Punkte  f  und 
l)i  beschreiben  nämlich  bei  der  Drehung  der  Ebene  e  um  s 
zwei  perspektivisch  liegende,  also  projektivische,  gerade  Punkt- 
reihen auf  den  Trägern  l  und  l^,  und  da  die  Purktreihe, 
welche  j:,  beschreibt,  mit  der  von  i;  beschriebenen,  die  Puukt- 
reihe,  welche  i)  beschreibt,  mit  der  von  i);  beschriebenen 
projektivisch  ist,  so  sind  auch  die  von  f^  und  i)  beschriebenen 
Punktreihen  projektivisch,  also  beschreibt  die  Verbindungs- 
linie Ifjljl  eine  Regelschar  eines  einfachen  Hyperboloids  §<^'. 
[Dieses  Hyperboloid  ist  verschieden  von  dem  Erzeugnis  der 
beiden  ursprünglich  gegebenen  projektivischen  Punktreihen; 
es  hat  mit  demselben  die  beiden  Erzeugenden  l  und  l^  gemein 
und  aufserdem  noch  zwei  (reelle  oder  imaginäre)  Gerade, 
nämlich  diejenigen  beiden  Erzeugenden  der  ßegelsehar  |j.T|[j 
welche  der  Geraden  g^  begegnen.  Die  beiden  Hyperboloide 
haben  also  im  allgemeinen  ein  windschiefes  Yierseit  gemein.] 
Das  Hyperboloid  ^<^  geht  auiser  durch  die  beiden  Träger 
l  und  i,  auch  durch  die  Gerade  g^ ,  welche  der  andern  Hegel- 
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schar  dieses  Hyperboloids  angeliört,  weil  die  Gerade  g^  samt- 
lielien  Erzeugenden  |j,\l)|  begegnet.  Der  Punkt  ^j  durcliläuft 
also  auf  der  Erzeugenden  g^  eine  gerade  Punktreihe,  welche 
mit  der  von  j:, ,  von  l),  also  auch  von  f,  von  l);  beschriebenen 
und  daher  mit  dem  von  der  Ebene  «  beschriebenen  Ebenen- 
b Tische]  projektivisch  ist. 

Während  die  Ehene  £  sieh  um  den  Strahl  s 
dreht,  beschreibt  also  der  Punkt  ^3,  auf  einer  be- 
stimmten Geraden  g^  eine  Punktreihe,  welche  mit 
dem  von  e  beschriebenen  Ebenenbüschel  projek- 
tivisch ist. 

Die  Gerade  |).']1)1  durchläuft  nun  eine  Regelschar  auf  dem 
Hyperboloid  und  enthält  die  drei  veränderliehen  Punkte  ;i:|  l)pi, 
welche  auf  drei  Erzeugenden  i|^^]  der  andern  Begelschar 
projektivische  Punktreihen  durchlaufen;  konstruieren  vrir  zu 
diesen  drei  Punkten  den  vierten  harmonischen,  dem  ^|  zu- 
geordneten Punkt  p,  so  dals  das  Doppel verhäl tnis : 

C);,i)iJ,v)  =  -i 

ist,  dann  mufs  nach  einem  früher  bewiesenen  Satze  {S.  93) 
der  Punkt  ^j  auf  einer  vierten  (harmonischen)  Erzeugenden 
g  desselben  Hyperboloids  sich  bewegen,  so  dai's  l^lg-^g  einer 
und  derselben  Regelschar  angehören,  und  der  Punkt  p  wird 
auf  dieser  Geraden  g  eine  Punktreihe  durchlaufen,  die  eben- 
falls mit  dem  von  der  Ebene  s  beschriebenen  Ebenenbüschel 
projektivisch  ist.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Drehtsich  eineEbene  sumeinen  festen  Strahl  s, 
so  bewegt  sich  ihr  Pol  ^  auf  einer  Geraden  g  und 
besehreibt  eine  Punktreihe,  welche  mit  dem  von 
der  Ebene  e  beschriebenen  Ebenenbüschel  projek- 
tivisch ist. 

Hierzu  tritt  nun  noch  eine  zweite  für  das  Folarsystem 
charakteristische  Eigenschaft  hinzu,  nämhch:  Das  von  £ 
beschriebene  Ebenenbüschel  und  die  von  ^j  be- 
schriebene gerade  Punktreihe  liegen  involutorisch. 

Um  dies  nachzuweisen,  haben  wir  zu  zeigen,  dafs  wenn 
in  der  angegebenen  Weise  für  eine  durch  s  gelegte  Ebene  e 
der  Pol  !p  konstruiert  ist,  auch  eine  durch  s  und  ^  gelegte  neue 
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EbeHe  ihren  Fol  in  der  Ebene  £  hat,  also  in  dem  Durch- 
schnittspunkte derselben  mit  g. 

Wir  lia,ben  unserer  Bezeichnung  gemüTs: 

(f,  i)  =  t   («,  «  - 1), 

und  die  entsprechenden  Punkte: 

y,     und     ^, 
ferner  den  Schnittpunkt: 

und  den  zugeordneten  vierten  harmonischen  Punkt  ip,  ao  dafs 
das  D oppel Verhältnis : 

ist;  legen  wir  durch  den  Strahl  s  in  der  Ebene  s  und  durch 
den  Punkt  ^)  eine  neue  Ebene,  welche  den  Trägern  l  und  \ 
in  den  Punkten: 

5    und    ti 
begegnet,  deren  entsprechende  sind: 

5i     ™d     t, 
dann  findet  wegen  der  Projektivitäfc  der  erzeugenden  Gebilde 
die  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  statt: 

also  auch 

=  (9L)^itiäi) 
oder,   wenn  wir   diese  Punkte  mit  der  Ase  s  durch  Ebenen 
verbinden,  die  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  iu  den  beiden 
koaxialen  Ebenenbüscheln: 

s[vijjt]  =  s[t),r,t,ä,]; 
nun   liegen  die  Punkte  j;  und  l)i  in  derselben  Ebene  mit  s 
und  ebenso   auch   j  und  tj   in  einer  Ebene    mit  s,    folglieh 
ist  auch: 

s[lj,l)t,t]=:s[j;j;,5äi] 
oder 

Da  aber  in  diesen  beiden  projektiv! sehen  Ebenenbiischeln 
mit  gemeinschaftlicher  Äxe  s  der  Ebene  [si),]  =  [sf^  die  Ebene 
[sj]  =  [sti]  und  gleichzeitig  derselben  Ebene  [s;i:]  im  andern 
Büschel   die   Ebene   [stj    im  ersten    Büschel   entspricht,    so 
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liegen  die  beiden  projektivisclien  Ebenenbüschol  involutorisch, 
(1.  h.  die  sechs  Ebenenpaare: 

[sx]  und  [s^],     [sij]  und  [sj,|,     [st]  und  [svi] 

gehören  einer  Bbeneninvolution  an,  ond  daraus  folgt  die 
Gleichbeit  der  Doppelverhälfcnisse : 

Nun  ist  aber  s  [f,  i;  V  j]  =  s  [Vi  t)  ^Jj  ^j]  folglich,  da.  (j,  i;  ^jj  ^)  =  —  1 

ist:  s[tä|jj:] 1,       ■■ 

und  hieraus  folgt,  dafs  die  Ebene  [sj:]  durch  den  vierten  har- 
monischen Punkt  auf  |j|t|  geheu  mufa,  welcher  zugeordnet 
ist  dem  Schnittpunkte  der  Ebene  [sj]  mit  dem  Strahle  |ä|t], 
d.  h.  der  Pol  der  Ebene  [s^]  liegt  in  der  Ebene  [sy]  oder  £, 
Hierdurch  ist  die  involutorische  Lage  beider  projektivisclien 
Gebilde  erwiesen,  und  wir  können  diese  involutorische  Eigen- 
schaft, welche  für  das  Polarsystem  charakteristisch  ist,  in 
der  Form  aussprechen: 


Wenn  ^)  der  Pol  einer 
Ebene  s  ist  und  p'ein  be- 
liebiger Punkt  derEbene 
E,  so  mui's  die  Polarebene 
e'  des  Punktes  ^'  durch 
den  Pol  fi  der  Ebene  s 
geheu. 


Wenn  E  die  Polarebene 
eines  Punktes  p  ist  und 
e'  eine  beliebige  durch  ^ 
gelegte  Ebene,  so  mufs 
der  Pol  p'  der  Ebene  s 
in  der  Polarebene  t  des 
Punktes  p  liegen. 


Die  Schnittlinie  |££'|  und  die  Verbindungslinie  |^)p'| 
heifsen  konjugierte  Gerade  im  Polarsystem  und  sollen, 
demgemäfs  durch  s  und  s,  bezeichnet  werden;  sie  besitzen 
nicht  allein  die  Eigenschaft,  dafs  die  durch  s  gelegten  Ebenen 
ihre  Pole  auf  Sj  haben,  sondern  auch  die  umgekehrte,  dafs 
die  durch  S;  gelegten  Ebenen  ihre  Pole  auf  s  haben.  Denn 
seien  J)  und  );>'  die  Pole  von  zwei  Ebenen  e  und  £,  die  sich 
in  5  =  1«,  s'\  schneiden,  so  wird  irgend  eine  durch  die  Ver- 
bindungslinie |lp^'|^S|  gelegte  Ebene,  weil  sie  durch  p 
geht,  ihren  Pol  in  der  Ebene  s,  und  weil  sie  durch  p'  geht, 
ihren  Pol  in  der  Ebene  e'  haben  müssen,  also  in  der  öchnitt- 
linie  \€e\  =  s.  Hierdurch  rechtfertigt  sich  also  die  Benen- 
nung „konjugierte  Gerade". 
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Wenn  zwei  beliebige  Gerade  s  und  t  im  ßaEme 
aicb  treffen,  so  müasen  auch  ihre  konjugierten 
üeraden  Sj  und  i,  sich  treffen,  denn  durch  s  und  t 
kann  eine  Ebene  gelegt  werden,  deren  Pol  sowohl  auf  s, 
als  auch  auf  t^  liegen  mufs;  da  sie  aber  nur  einen  Pol  hat, 
80  mössen  sich  Sj  und  t^  in  demselben  begegnen ;  gleichzeitig 
wird  auch  der  Schnittpunkt  {st)  der  Pol  der  Ebene  [Si^,] 
sein.  Ziehen  wir  eine  beliebige  dritte  Gerade  durch  den 
Punkt  1(!  =  {st),  so  mufs  ihre  konjugierte  Gerade  sowohl  s, , 
als  auch  i,  treffen,  und  da  beide  in  derselben  Ebene  liegen, 
so  mafs  auch  die  konjugierte  Gerade  in  dieser  Ebene  liegen. 
Wir  erhalten  also  mit  dem  dual  gegenüSerstehenden  Ergebnis 
zusammen  folgenden  Üoppelsatz: 

Zu  sämtlichen  Strahlen  I  Die  zu  sämtlichen  Strah- 
s,  die  durch  einen  Punkt ijUen  Sp  welche  in  einer 
im  Räume  gehen,  liegen  Ebene  s  liegen,  konju- 
die  konjugierten  Strah-  gierten  Strahlen  s  lau- 
len  S]  in  einer  und  der-  fen  durch  einen  und  den- 
selben Ebene  £,  der  Po-  selben  Punkt  p,  den  Pol 
larebene  des    Punktes   ^J.  der  Ebene  *. 

Wir  erkennen  femer  iinmittelbar  folgende  Eigenschaft 
konjugierter  Strahlen  im  Polarsystem: 

Wenn  eine  beliebige  Gerade  t  gleichzeitig  zwei 
konjugierte  Strahlen  ss,  im  Polarsysteme  trifft, 
so  mufs  auch  die  zu  t  konjugierte  Gerade  i,  dem 
Paare  ss,  begegnen. 

In  der  That,  der  Schnittpunkt  {ts)  hat  zur  Polarebene 
eine  durch  s^  gehende  Ebene  und  der  Schnittpunkt  (fs,) 
eine  durch  s  gehende  Ebene;  diese  beiden  Polarebenen  schnei- 
den sich  aber  in  t^,  der  konjugierten  Geraden  zu  t\  folglich 
mufs  diese  Schnittlinie,  weil  sie  mit  s  und  Sj  in  je  einer 
Ebene  liegt,  die  beiden  Geraden  s  und  s^  treffen.  Die  beiden 
Strahlenpaare  ssj  und  tt^  bilden  demnach  ein  windschiefes 
Vierseit,  von  welchem  jede  Ecke,  in  der  sieh  zwei  Seiten 
treffen,  der  Pol  derjenigen  Ebene  ist,  in  welcher  die  beiden 
übrigen  Seiten  liegen,  nämlich: 

der  Punkt  {st)  der  Pol  der  Ebene  [s,*,] 

»     „   (s^,)  .■    .   .-     ,>    ihn 
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der  Punkt  (s,f)  der  Pol  der  Ebene  [st,] 
„         ,.      {sM  „      „      „         „       l>t]. 
Die  vier  Ebenen  [s(]  [st^]  [s^f]  [s,  i,]  schneiden  sieh  aber 
zu  je  dreien  in  den   vier  Punkten   (s,fi)  (Sj()  {sfj  (st),   zu 
je  zweien   aufser  in   den  vier  Geraden  sis,  t,  noch  in  zwei 
andern  Geraden,  nämlich  den  Schnittlinien  der  Ebenen: 
[st{]     und     [Si  q 
[sf]      und     [s,i|], 
dem  dritten  Paar  Gegenkanten  dea  Tetraeders,  von  welchem 
s  lind  Sj,  t  und  t^  zwei  Paar  Gegenkanten  sind.    Die  Schnitt- 
linie der  Ebenen: 

[st,]     und     [Sjf] 

ist   aber   offenbar    identisch    mit    der   Verbindungslinie    der 
Funkte ; 

(sO     und     («,(,}, 

folglich  ist  auch  das  dritte  Paar  Gegenkanten  des  Tetraeders 
ein  Paar  konjugierter  Strahlen,  und  wir  erhalten  den  Satz: 

Wenn  von  einem  Tetraeder  zwei  Paare  Gegen- 
kanten konjugierte  Strahlen  eines  Polarsystems 
sind,  so  ist  auch  das  dritte  Paar  Gegenkanten  ein 
Paar  konjugierter  Strahlen,  sowie  jede  Ecke  der 
Pol  der  gegenüberliegenden  Seitenfläche  und  jede 
Seitenfläche  die  Polarebene  der  gegenüberliegen- 
den Ecke. 

Ein  solches  Tetraeder  nennt  man  ein  PolartetraSder 
im  Polarsjstem.  Polartetraeder  können  in  grofaer(aechsfach- 
unendlieher)  Mannigfaltigkeit  hergestellt  werden,  indem  eine 
Ecke  a  willkürlich  angenommen,  in  der  Polarebene  a  der 
Ecke  a  die  zweite  Ecke  t)  willkürlich  gewählt  und  in  der 
zu  I  a  ß  I  konjugierten  Geraden  die  dritte  Ecke  c  willkürlich 
fixiert  wird;  die  vierte  Ecke  b  ist  dann  vollständig  bestimmt 
als  Pol  der  Ebene  [a6c.] 

Nehmen  wir  zwei  Polartetraeder  eines  räumiichen  Polar- 
systems an: 

ii  b  c  b     und     0.1  bj  Ci  bj, 

so  läfst  sich  zwischen  denselben  ein  gewisser  Zusammenhang 
erkennen,  der  aus  folgender  Betrachtung  hervorgeht; 
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Die  Punkte  einer  geraden  Panktreihe  und  ihre  Polar- 
ebenen, die  ein  Ebenenbüschel  bilden,  sind,  wie  wir  wissen, 
allemal  projektivische  Gebilde  (die  involutorisch  liegen)  und 
umgekehrt;  nehmen  wir  die  vier  Ebenen: 

[«6c]    [(.6b]    [a6c,)    [a6b,|, 
welche  ein  Büschel  bilden  [ab!  [cbC|b|],   so  werden  die  Pole 
dieser  vier  Ebenen  sein  die  vier  Punkte: 

b    c    ([cb|,  [a,6,b,])     (Icbl,  [a,6,cj) 
der  Geraden  th;   wenn  wir  diese   vier  Punkte   mit  der  Ge- 
raden |a,&i|,  durch  vier  Ebenen  verbinden,  so  mufa  dies  neue 
Ebenenbüschel  mit  dem  vorigen  projektivisch  sein,  d,  h. 

:ab|[cbc.b,]  A!a,6,|[bci),c,] 
und  hieraus  folgt: 

|ai|[cl)Ciö,]  A  ia,lJi|[c&Cib,]j  ^-  ^■■ 

Wenn  man  irgend  eine  Kante  des  einen  und 
eine  Kante  des  andern  Polartetraeders  mit  den 
übrigen  vier  Tetraederecken  durch  vier  Ebenen- 
paare verbindet,  so  erhält  man  allemal  zwei  pro- 
jektivische Ebenenbüschel,  und  da  diese  ein  Hyper- 
boloid erzeugen,  so  geht  hieraus  hervor,  dal'a  sich 
auf  diese  Art  durch  die  acht  Ecken  zweier  Polar- 
tetraeder 36  Hyperboloide  legen  lassen. 

§.  20.    Die  ineidenten  Elemente  des  räumlichen 
Folarsystems, 

Die  vorige  Konstruktion  des  räumlichen  Polarsysteras 
liefert  im  allgemeinen  eine  paarweise  Zuordnung  der  Punkte, 
Ebenen  und  Strahlen  im  Räume  vermittelst  des  Hyperboloids. 
Es  ist  von  Wichtigkeit,  solche  zugeordneten  Elemente  des 
Polarsystems  aufzusuchen,  die  in  einander  fallen  (incident 
sind)  oder  sich  treffen. 

Nehmen  wir  anstatt  einer  beliebigen  Ebene  im  Räume 
eine  besondere  Ebene  b,  welche  durch  einen  der  beiden 
Träger  (etwa  durch  l)  der  erzeugenden  projekti  vis  eben  Punkt- 
reihen hindurchgeht,  und  suchen  nach  der  vorigen  Konstruk- 
tion ihren  Pol  ^  auf.     Da   die  Ebene   e  durch  l  geht,   so 
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wird  ):  völlig  anbestimmt ,  dagegen  ist  l),  ein  bestimmter 
Punkt,  der  Schnittpunkt  (f,  (,) ;  ihm  entspricht  ein  bestimmter 
Punkt  l) ;  der  Punkt  Xi  ist  natürlich  auch  durchaus  unbestimmt, 
also  auch  die  Gerade  |i)fi|,  liegt  aber  in  einer  bestimmten  Ebene 
[^^i]  und  diese  Gerade  |»)i-,  |  trifft  die  Ebene  e  trot^  ihrer  Un- 
bestimmtheit immer  in  demselben  Punkte  V);  es  iällt  also  ^, 
mit  l)  zusammen,  und  da  von  den  vier  harmonischen  Punkten 
V]  1)  ^)i  V  die  beiden,  i)  und  ij,,  zusammenfallen,  j,-)  aber  ge- 
trennt liegt,  so  mnfs  ^)  in  l)  hineinfailen,  ä.  h.  fi  koincidiert 
mit  1). 

Der  Pol  einer  durch  den  Träger  l  gelogton 
Ebene  e  liegt  in  dieser  Ebene  selbst  und  ist  auf 
der  Geraden  l  derjenige  Punkt,  in  welchem  die  in 
dieser  Ebene  enthaltene  einzige  Gerade  ff  der  an- 
dern Eegelschar  die  Gerade  l  trifft. 

Da  die  Ebene  e,  wie  wir  wissen,  Berührungsebene  des 
Hyperboloids  und  der  Punkt  (</,  l)  der  Berührungspunkt  der- 
selben ist,  so  können  vrir  auch  sagen: 

Die  Berührungsebene  e  des  Hyperboloids  und 
ihr  Berührungspunkt  bilden  ein  besonderes  Paar 
von  Polarebene  und  Pol  des  räumlichen  Polar- 
aystems. . 

Drehen  wir  die  Ebene  e  um  die  Axe  l,  so  bleibt  ihr 
Pol  auf  ihr,  mithin  ist  die  Gerade  l  ein  sich  selbst  kon- 
jugierter Strahl  im  Polarsystem;  ebenso  auch  ?,. 

Zweitens  verbinden  wir  zwei  entsprechende  Punkte  j; 
und  y,  der  projekti  vis  eben  Punktreihen  auf  den  Trägem 
l  und  l^  durch  die  Gerade: 

dann  wird  die  Polarebene  von  %  nach  dem  Vorigen  die  Ebene 
[IXi]  und  die  Polarebene  von  j:,  die  Ebene  [(,j;]  sein,  also 
der  konjugierte  Strahl  zu  \xx\\  wird  die  Schnittlinie: 

IPf,]P,r]!-lw, 

sein,  d.  h.  jede  Erzeugende  g^  der  zweiten  ßegel- 
schar  des  Hyperboloids  ist  ein  sich  selbst  kon- 
jugierter Strahl  des  räumlichen  Polarsystems. 

Hieraus  folgt  weiter,  dafs  alle  durch  eine  Erzeugende  g^ 
gelegten  Ebenen  ihre  Pole  auf  sich  selbst  haben  müssen,  weil 
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er  auf  j/j  liegü.  Dies  sind  aber  die  sämtlichen  Berührungs ebenen 
des  Hyperboloids,  wie  wir  oben  gesehen  haben;  wir  finden 
also  jetzt  allgemein  bestätigt,  dafs  jede  ßerührungsebene  des 
Hyperboloids  ihren  Pol  auf  sich  selbst  hat.  Um  nun  aber 
die  Lage  desselben  in  der  Berührungsebene  und  zwar  auf 
der  in  ihr  liegenden  Erzeugenden  g^  vollständig  zu  ermitteln, 
müssen  wir,  da  uns  die  obige  Konstruktion  hier  im  Stich 
läfst,   anders  verfahren. 

Nehmen  wir  in  einer  durch  die  Erzeugende  g  beliebig 
gelegten  Ebene  t  irgend  eine  Gerade  s  und  ermitteln  ihre 
konjugierte  Gerade  s,,  so  wird  dieselbe  im  allgemeinen  nicht 
in  t  hineinfallen,  sondern  diese  Ebene  t  in  dem  gesuchten 
Pol  t  treffen,  welcher  auf  g  liegen  mufs,  weil  g  eine  sich 
selbst  konjugierte  Gerade  ist;  dadurch  ist  also  der  Pol  t 
der  Ebene  r  ermittelt.  Wenn  wir  auf  s  einen  Punkt  y  sich 
bewegen  lassen,  so  beschreibt  die  Polarebene  |  um  die  Axe  s, 
ein  Ebenenbüsche],  welches  projektiviseh  ist  mit  der  von  y  be- 
schriebenen Punktreihe  und  mit  derselben  involutorisch  liegt; 
d.  h,  wenn  die  Ebene  |  dem  Strahle  s  in  v,  begegnet,  so 
sind  f  und  ):,  konjugierte  Punkte  einer  Punktin Tolutio n ; 
diese  ist  in  unserem  Falle  hyperbolisch  und  hat  zu  einem 
Asymptotenpunkt  den  Durchschnittspunkt  der  Erzeugenden  g 
mit  dem  Träger  s,  weil  eben  g  ein  sich  selbst  konjugierter 
Strahl  ist.  Die  Punktinvolution  hat  daher  notwendig  noch 
einen  zweiten  reellen  Asymptotenpunkt;  verbinden  wir  diesen 
mit  dem  Punkte  t,  so  erhalten  wir  offenbar  einen  zweiten 
Strahl/  in  der  Ebene  t,  welcher  auch  ein  sich  selbst  kon- 
jugietter  Strahl  des  räumlichen  Polarsystems  sein  mufs,  weil 
von  zweien  seiner  Punkte  die  Polarebenen  durch  ihn  selbst 
gehen.  Wir  erhalten  also  in  der  durch  die  Erzeugende  g 
gelegten  Berührungsebene  r  aufser  g  noch  einen  zweiten 
sich  selbst  konjugierten  Strahl  l  des  räumlichen  Polarsystems 
und  der  Schnittpunkt  (gl)  ist  der  Pol  der  Ebene  t.  Aus 
der  Ermittelung  von  l  geht  auch  hervor,  dafs  es  in  dieser 
Ebene  r  nur  diese  beiden  sich  selbst  konjugierten  Strahlen 
geben  kann  und  weiter  keinen.  Es  ist  aber  leicht  zu  er- 
kennen, dafs  l  nichts  anderes  ist,  als  die  Erzeugende  der 
andern    llegetschar    des    Hyperboloids    in    der    Berührungs- 
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Demi  zunächst  ist  ersichtlich,  dafs  eine  sich  selbst 
Jconjugierte  Gerade  g,  die  von  einens  beliebigen 
Strahle  s  getroffen  wird,  auch  von  dem  konjugier- 
ten Strahle  s^  getroffen  werden  mul's;  mögen  sich  g 
und  s  in  p  treffen,  so  hat  ^  eine  bestimmte  Polarebene  e, 
die  durch  g  gehen  mufs,  weil  g  ein  sich  selbst  konjugiertet' 
Strahl  ist  und  die  auch  durch  s^  gehen  mufs,  weil  ^)  auf  s 
liegt;  folglich  müssen  g  und  s^  in  einer  Ebene  liegen,  d.  h. 
sich  treffen. 

Nehmen  wir  aber  zwei  beliebige  sich  selbst  entspre- 
chende Strahlen  g  und  y,  und  legen  durch  jeden  derselben  eine 
beliebige  Ebene  %  und  t,,  so  werden  sich  dieselben  in  einer 
Geraden  s  schneiilen,  deren  konjugierte  Gerade  s,  notwendig 
auch  g  und  g^  begegnen  mufs;  bezeichnen  wir,  der  besseren 
Übersicht  wegen,  die  Treffpunkte: 

{ö's)  =  tt,       (3,5)  =  &,       (i/s,)  =  c,       07,8,)  =  0, 
so    haben   wir  folgende   entsprechenden  Elemente  des   räum- 
lichen Polarsjstems : 

Pol        Polarebene         Konjugierte  Strahlen 
d  [acb]  |ab|  m,d  icbi 

t  [tcb] 

c  [abc] 

b  [atb] 

und  hieraus  erkennen  wir,  dafs  nicht  nur 

g  =  |ac|         und        g^  =  |i)Q| 
sich  selbst  konjugierte  Strahlen  sind,  sondern  auch 

jbcl      und      |ab| 
ebenfalls  sich  selbst  konjugierte  Strahlen  sein  müssen,   denn 
die  Polarebenen  der  Punkte  t  und   c  schneiden  sich  in  |bc| 
und  ebenso  haben  die  Polarebenen  der  Punkte  a  und   b  zur 
Schnittlinie  |cibi. 

Wir  haben  also  in  jeder  der  beiden  Ebenen  t  und  r, 
aufser  den  sich  selbst  konjugierten  Geraden  g  und  g^  noch 
je  eine  andere: 

i6c|-;„      |>ib|-i 
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gefunden,   wie   wir  es  auch  aus   dem  Früheren  wissen,  und 
zwar  sind  die  Funkte: 

{gl,)^t    und    (gjj^ti 
die  Pole  der  Ebenen: 

[j(,J-r       mä      Li/i']-', 

Hier  lassen  Mch  abei  die  neuen  sieh  -ielb&t  konjugierten 
Geraden  l  und  ?,  ummtt«lbai  ih  Erzeugende  der  andern 
Eegehehar  eikennen,  denn  hilten  wii  die  Ebene  t  mit  den 
beiden  Geiaden  Z,  und  g  m  ihr  fe&t,  und  erinnern  uns,  data 
es  nur  diese  beiden  sich  selbst  entspiechenden  btrahlen  in 
ihr  geben  kann,  veiandern  wii  abei  behebig  gf,  und  die  Ebene 
tj ,  so  erkennen  wir,  weil  Z,  allemal  durch  b  gehen,  d.  h.  ffi 
schneiden  mufs,  dafa  die  Gerade  Z,  sämtlichen  Erzeugenden 
g^  der  einen  Regelscliar  begegnen  mufs,  folglich  selbst  eine 
Erzeugende  der  andern  Regelschai-  ist. 

Wir  können  nunmehr  das  vollständige  Resultat  aus- 
sprechen ; 

Es  giebt  in  dem  räumlichen  Polar syatem  unend- 
lich viele  Ebenen,  deren  Pole  auf  ihnen  selbst 
liegen,  und  unendlich  viele  Punkte,  deren  Polar- 
ebenen durch  sie  selbst  gehen;  dieses  sind  die 
sämtlichen  Berührungsebenen  und  Punkte  des 
Hyperboloids,  und  zwar  hat  jede  Berührungsebeno 
zu  ihrem  Pol  den  Berührungspunkt,  d.  h.  den- 
jenigen Punkt,  in  welchem  sich  die  in  der  Beriih- 
rungsebene  liegenden  beiden  Erzeugenden  aus  den 
beiden  Regelscharen  schneiden,  und  jeder  Punkt 
des  Hyperboloids  hat  zu  seiner  Polarebene  die  Be- 
rührungsebene, d.  h.  diejenige,  in  welcher  die  bei- 
den durch  den  Punkt  gehenden  Erzeugenden  aus 
den  beiden  Regeischaren  liegen. 

Zwei  konjugierte  Strahlen  s  und  Si  des  räumiiehen  Polar- 
systems werden  sieh  im  allgemeinen  nicht  treffen;  soll  dies 
aber  vorkommen,  so  müssen  sie  in  einer  Ebene  liegen  und, 
da  der  Pol  derselben  sowohl  auf  s^  als  auch  auf  s  liegen 
mufs,  so  mufser  der  Schnittpunkt  t  =  (5S,)  sein.  Hierausfolgt, 
dafs  die  Ebene  t  =  [ss,]  eine  Berührun^ebene  und  der  Punkt 
t:=(ss,)  ihr  Berührungspunkt  sein  mufs,  weil  er  Pol  der  Ebene 
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ist  und  in  ihr  selbst  liegt.  Dabei  bann  ee  noch  unendlich 
viele  Strahlen  paare  ss,  in  der  Ebene  t  geben,  die  durch  t 
gehen;  und  in  der  That  jede  durch  i  in  der  Ebene  r  gezogene 
Gerade  s  mul's  ihre  konjugierte  Gerade  s,  in  der  Ebene  x 
haben  und  durch  den  Punkt  t  gehen;  aus  der  projektirischen 
Beziehung  und  involutorischen  Lage,  welche  bei  der  Ver- 
änderung zugeordneter  Elemente  des  Polarajstema  gilt,  er- 
kennen wir,  wie  oben  ausgeführt  ist,  dafs  s  S]  konjugierte 
Strahlen  einer  Strahleninvolution  sein  müssen  in  der  Ebene 
r  und  zwar  einer  hyperbolischen,  deren  Asymptoten  die 
Strahlen  g  und  l,  die  Erzeugenden  aus  je  einer  der  beiden 
Hegels charen,  sind.  Wir  haben  also  folgendes  weitere  Ergebnis : 

Esgiebtin  dem  räumlichen  Polarsystem  unend- 
lich viele  Paare  solcher  konjugierten  Strahlen  ss^, 
die  im  Räume  sich  begegnen;  zwei  derartige 
Strahlen  liegen  allemal  in  einer  Berührungsebene 
des  Hyberboloids,  treffen  sich,in  dem  Berührungs- 
punkte derselben  und  werden  harmonisch  getrennt 
durch  die  beiden  Erzeugenden  /  und  ^  in  der  Be- 
rührungsebene. 

Jede  Erzeugende  ^a,  und  g^  sowohl  der  einen, 
als  auch  der  andern  Kegelschar  des  Hyperboloids 
ist  eine  sich  selbst  konjugierte  Gerade  im  Polar- 
system, d.  h,  fälit  mit  ihrer  konjugierten  Geraden 
ganz  zusammen, 

Aus  der  oben  auseinandergesetzten  Natur  des  räumlichen 
Polarsyatems  ergiebt  sich  ferner  Folgendes: 

Wenn  wir  durch  einen  beliebigen  aber  festgehaltenen 
Punkt  ^)  des  Raumes  Strahlen  s  ziehen,  so  liegen  die  kon- 
jugierten Strahlen  s^  sämtlich  in  einer  Ebene  e,  der  Polar- 
ebene des  Punktes  ^j.  Bezeichnen  wir  den  Durchbohrungs- 
punkt des  Strahles  s  mit  der  Ebene  e  durch  §  und  die  Ver- 
bindungsebene des  Punktes  ^j  mit  dem  Strahle  s,  durch  6j , 
so  erhalten  wir  einmal  in  der  Ebene  s  den  Punkt  g  und  die 
Gerade  Sj  als  Pol  und  Polare  eines  ebenen  Polarsystems 
und  andererseits  durch  den  Punkt  p  den  Strahl  s  und  die 
Ebene  6,  als  Polaistrahl  und  Polarebene  eines  Polarbün- 
dels; denn  bei  der  Bewegung  dieser  zugeordneten  Elemente 
tritt  immer  ProjektivitUt  und   involutorische  Lage   der  ent- 
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stellenden  einförmigen  Gebilde  auf,  wodurch  das  Wesen  der 
Polarität  bedingt  ist.    Wir  haben  demnach  folgendes  Resultat: 

Im  räumlichen  Polarsystem  wird  jeder  Punkt  )fi 
der  Mittelpunkt  eines  Polarbündels  und  jede  Ebene 
B  der  Träger  eines  ebenen  Polarsyatems.  Zugeord- 
nete Elemente  dieser  Poiargebilde  erhalten  wir, 
indem  wir  durch  p  beliebige  Strahlen  s  ziehen  und 
13  mit  den  konjugierten  Strahlen  s,  durch  Ebenen  Ui 
verbinden,  andererseits  indem  wir  in  der  Ebene  e 
beliebige  Strahlen  s,  nehmen  und  ihnen  die  Durch- 
bohrungapunkte  §  der  konjugierten  Strahlen  s  mit 
der  Ebene  s  ihnen  zuordnen.  Polarbündel  {);>)  und 
ebenes  Polarsystem  (e)  sind  allemal  hyperbolisch; 
der  Kernkegel  des  Polar bünd eis  ist  der  ßerührungs- 
kegel  aus  fi  an  das  Hyperboloid,  der  Kernkegel- 
schnitt des  ebenen  Polarsystems  derjenige,  in  wel- 
chem die  Ebene  £  das  Hyperboloid  sehneidet.  Sind 
)fi  und  £  Pol  und  Polarebene  des  räumlichen  Polar- 
systems, so  liegen  beide  Polargebilde  perspek- 
tivisch, und  der  Kern ke gel  des  einen  geht  durch  den  Kern- 
kegelschnitt des  andern. 

Endlieh  ergiebt  sich,  wenn  wir  eine  beliebige  Gerade  s 
im  Räume  nehmen  und  dieselbe  entweder  als  Träger  einer 
Punktreihe  f  oder  als  Aze  eines  Ebenenbüschels  S  auf- 
fassen, dafs  die  Polarebenen  Ei  der  Punkte  j:  ein  Ebenen- 
büschel s,  beschreiben,  dessen  Axe  die  konjugierte  Gerade 
Si  ist,  und  andererseits,  wenn  wir  die  Pole  Pi  der  Ebenen 
I  ermitteln,  dafs  dieselben  eine  Punktreihe  auf  der  kon- 
jugierten Geraden  s,  beschreiben.  Nun  geht  aber  aus  der 
Natur  des  räumlichen  Polarsystems  hervor,  dais  das  Ebenen- 
bäschel  s,  [§,]  mit  der  Pnnktreihe  s{j:),  und  dafs  die  Punkt- 
reihe S|(Fi)  mit  dem  Ebenenbüschel  s[|]  projektivisch  sind 
und  involutoriseh  liegen.  Wir  haben  demnach  folgendes 
Resultat : 

Im  räumlichen  Polarsystem  ist  jede  Gerade  s 
sowohl  derTräger  einer  Punktinvolution,  als  auch 
die  Ase  rtner  Ebeneninvolution;  die  erstere  wird 
erhalten,  indem  wir  jedem  Punkte  x  der  Geraden 
s  den  Durchschnittspunkt  seiner  Polarebene  ^  mit 


y  Google 


142   §  20.    Die  incidenten  Elemente  dea  räumlichen  Polarsjstems. 

s  als  konjugierten  Punkt  der  Puiiktinvolution  zu- 
ordnen, die  letztere,  indem  wir  jeder  durch  s  ge- 
legten Ebene  £  die  Verbindungsebene  dea  Poles 
von  I  mit  der  Äxe  s  als  konjugierte  Ebene  der 
Ebeneninvolntion  zuordnen.  Sind  s  und  Sj  zwei 
konjugierte  Gerade  im  räumlichen  Polarsystem,  so 
liegt  die  Ebeneninvolution  von  s  mit  der  Punkt- 
involution auf  s,  und  gleichzeitig  die  Funkt- 
involution  auf  s  mit  der  Ebeneninvolufcion  von  Sj 
perspektivisch. 

Hieraus  folgt  eine  wichtige  Eijgenscbaft  unsres  räum- 
lichen Polarsjstems ;  sobald  n  imlich  eine  dieser  Involutionen, 
z.  B.  die  Punktinvolution  auf  ^  eine  hyperbolische  ist  mit  den 
Doppelpunkten  p  und  q,  mub%en  dif  Polarebenen  von  )>  und 
q  die  Ebenen  [s,  p]  und  [s,  ]]  «em  d  h.  Berührungsebenen 
des  Hyperboloids  mit  den  Beruhiu ngopunkten  Ip  und  q;  es 
gehen  daher  durch  ^  zwei  Erzeugende  ff  und  l,  die  in  der 
Ebene  [Sj  ifi]  liegen  und  der  Geraden  s,  in  den  Punkten  p, 
und  q,  begegnen  und,  da  g  und  l  sich  selbst  konjugierte 
Strahlen  im  räumlichen  Polarsjstem  sind,  so  folgt  auch,  dafs 
|piq|  =  ;i  und  |qiq|^^i  sieh  selbst  konjugierte  Strahlen  sind, 
wie  schon  oben  nachgewiesen  ist;  folglich  sind  ^jj  und  q,  die 
Doppelpunkte  der  Punktinvolution  aufs,  und,  da  diese  hyper- 
bolisch ist,  so  mufs  auch  die  Ebeneninvolution  durch  s  hyper- 
bolisch sein,  also  sind  alle  vier  hyperbolisch,  und  umgekehrt, 
sobald  eine  elliptisch  ist,  sind  alle  vier  elliptisch  ,  denn  wäre 
die  zweite  hyperbolisch,  so  müfste  es  auch  die  erste  sein. 
Ist  aber  eine  dieser  Involutionen  paraboliscb,  welcher  Fall 
nvu-  eintritt,  wenn  die  Gerade  s  in  einer  Berührungsebene  t 
des  Hyperboloids  durch  den  Berührungspunkt  geht,  so  sind 
auch  die  übrigen  parabolisch.  Wir  können  also  folgendes 
Ergebnis  aussprechen: 

In  unserem  räumlichen  Poiarsystem  sind  die 
Punktinvolution  und  die  Ebeneniiivolution,  welche 
einer  Geraden  s  im  Räume  zugehSren,  ailemal 
gleichartig,  entweder  beide  hyperbolisch  oder 
beide  elliptisch,  oder  beide  parabolisch.* 

Dasselbe  Ergebnis  läfst  sich  auch  so  aussprechen:  Die 
Punktin  volutioneji      (oder     Ebeneninvolutionen), 
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welche  zweien  konjugierten  Strahlen  s  und  s,  im 
räumlichen  Polarsystem  zngehÖren,  sind  allemal 
gleichartig. 

Wenn  wir  nur  die  hyperbolischen  Involutionen  ins  Auge 
fassen,  so  heifst  dies  nichts  anderes  als:  Wenn  eine  Gerade 
dem  Hyperboloid  in  zwei  reellen  Punkten  begegnet,  so  gehen 
durch  dieselbe  auch  zwei  reelle  Berührungsebenen  des  Hyper- 
boloids and  umgekehrt. 

Aus  der  harmonischen  Eigenschaft  der  hyperbolischen 
Involution,  dafs  nämlich  jedes  Paar  konjugierter  Elemente 
durch  die  Uoppelelemente  der  Involution  harmonisch  getrennt 
wird,  folgen  nun  als  besondere  Fälle  die  harmonischen  Eigen- 
schaften des  räumlichen  Polarsystems.  Zieht  man  durch 
einen  Punkt  i/>  im  ilaume  Strahlen,  welche  dem  Hyperboloid 
in  reellen  Punktepaaren  begegnen,  und  konstruiert  den  dem 
ersteren  zugeordneten  vierten  harmonischen  Punkt,  so  liegen 
dieselben  sämtlich  in  einer  Ebene,  der  Poiarebene  s  des 
Punktes  ^.  Zieht  man  in  einer  Ebene  s  beliebige  Strahlen, 
legt  durch  jeden  das  Paar  B er ührungs ebenen  des  Hyperboloids 
und  die  zugeordnete  vierte  harmonische  Ebene,  so  läuft  die- 
selbe durch  einen  festen  Punkt  ^,  den  Pol  der  Ebene  s  u.  s.  w. 

Hieraus  folgt  nun  auch  die  Unabhängigkeit  des  räum- 
lichen Polarsystems  von  den  zu  der  ursprünglichen  Kon- 
struktion desselben  verwendeten  Elementen  der  zur  Erzeugung 
des  Hyperboloids  benutzten  projekti vischen  Gebilde,  d.  h. 
welches  Paar  Erzeugender  derselben  ßegelschar  des  Hyper- 
boloids man  auch  wählen  mag  als  Äxen  zweier  projektivischer 
Ebenenbüschel,  die  das  Hyperboloid  erzeugen  und  mittelst 
deren  man  das  räumliche  Polarsystem  desselben  konstruiert, 
es  resultiert  immer  dasselbe  räumliche  Polarsystem. 

Wir  bemerken  schliefslich,  dafs  unsere  Betrachtung  (S.  138) 
auf  ein  Polartetraeder  besonderer  Art  geführt  hat, 
welches  verschieden  ist  von  demjenigen  Polartetraeder,  auf 
das  wir  am  Ende  des  vorigen  Paragraphen  kamen.  Bei  diesem 
neuen  Polartetraeder  sind  zwar  ebenfalls  die  Ecken  Pole  der 
Seitenflächen  und  die  Seitenflächen  Polarehenen  der  Ecken, 
aber  nicht  der  gegenüberliegenden,  sondern,  wenn  wir  be- 
zeichnen die  Ecken: 
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die  Seitenfläciien: 

«=[beb],    /Ü  =  [cbcil,    ;'=[batj,    ^  =  [atc], 
so  s'ud: 

Polo     und     Polarebenen 


so  dafs  von  den  sechs  Kanten  vier: 

\ac\  =  \ßd\,     !6b|-|«y|,     16c]  =  |«Öl,     \ah\^\ßr\ 
sich    selbst  konjugierte   Strahlen   sind,    dagegen   das 
dritte  Paar  Gegenkanten: 

ia6|  =  !3'«|     und     |ci>i=!ß,3| 
ein   Paar   konjugierter  Strahlen  ist.     Auch  auf  Polar- 
tetraeder  solcher  Art  wird  man  bisweilen  bei  geometrischen 
Untersuchungen  geführt. 

§  21.  Einige  BeBtimmungs arten  dea  räumliehen  Polar- 
systems durch  gegebene  Elemente  desselben.*) 
Das  räumliche  Polarsystem,  welches  bisher  aus  dem 
Hyperboloid  konstruiert  wurde,  kann  unabhängig  von  dem- 
selben hergestellt  werden  di-rch  eine  gewisse  Anzahl  seiner 
eigenen  Elemente,  welche  dasselbe  bestimmen.  Dabei  bann  der 
im  Vorigen  vorausgesetzte  Fall,  dafs  es  incidente  Elemente  des- 
selben giebt,  d,  h.  Punkte,  deren  Polarebenen  durch  sie  selbst 
gehen,  Ebenen,  deren  Pole  in  ihnen  liegen,  konjugierte 
Strahlen,  die  sichtreifen,  vnd  endlich  sich  selbst  konjugierte 
Strahlen,  aufhören,  während  die  allgemeiuea  Grundeigen- 
sehaften bestehen  bleiben. 

Giebt  es  im  Polarsystem  solche  Punkte,  deren  Polar- 
ebenen durch  sie  selbst  gehen,  so  keifst  der  Ort  derselben 
die  Kernfläche  des  Polaraystems  und  ist  zugleich  der 
von  sämtlichen  Ebenen,  deren  Pole  in  ihnen  selbst  liegen, 
umhüllte  Ort. 

*)  Tergl.  V.  Staudt,  Geometrie  der  Lage  §  24,  G.  Beyer,  Unter- 
suchungen über  das  räumliche  Polarsyatem,  Breslau  1868.  Th.  Heye. 
Geometrie  der  Lage  II.  Abt.  S.  G6,  Hannover  1880. 
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Giebt  es  im  Polarsystem  sich  selbst  konjugierte  Strahlen, 
so  ist  deren  Ort  unser  Hyperboloid.  Aber  es  braucht  solche, 
wie  wir  später  sehen  werden,  nicht  zu  gehen;  dann  ist  die 
Kernfläche  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  welche  feeine 
geraden  Linien  enthält.  Gieht  es  im  Polarsystem  keinen 
Punkt,  dessen  Polarebene  durch  ihn.  selbst  geht,  so  hat 
dasselbe  keinen  reellen  Kern  und  kann  als  der  Vertreter  einer 
imaginären  Oberfläche  zweiter  Ordnung  aufgefafst  werden. 

Man  gelangt  zu  einem  Polarsystem  der  einen  oder  der 
andern  Ai-t  je  nach  der  Wahl  der  Bestimmungsstücke, 
welche  man  zur  Konstruktion  desselben  verwendet,  und  als 
Beatimmunga stücke  können  verschiedenartige  Elemente  des 
Polarsystems  aufgefafst  werden,  welche  einfach  oder  mehr- 
fach zu  zählen  sind. 

1)  Als  einfaches  Bestimmungssfeiick  ist  aufzufassen  ein 
Paar  konjugierter  Punkte  oder  ein  Paar  konjugierter 
Ebenen  des  räumlichen  Polarsystems,  d.h.  zwei  konjugierte 
Punkte  einer  Punktinvolution  auf  irgend  einer  Geraden  oder 
zwei  konjugierte  Ebenen  der  Ebeneninvolution,  welche  irgend 
einer  Geraden  im  Polarsysteme  zugehört,  oder  auch  zwei  Punkte 
von  denen  der  eine  in  der  Polarebene  des  andern  liegt,  oder  zwei 
Ebenen,  von  denen  die  eine  durch  den  Pol  der  andern  geht. 
Ein  besonderer  Fall  hiervon  ist,  wofern  eine  reelle  Kernfläche 
existiert,  ein  Punkt  der  Kemfläche  oder  eine  Berührungs- 
ebene der  Kernfläche. 

2)  Als  zweimal  zu  zählendes  Bestimmungsstüek  ist 
aufzufassen  eine  Gerade  mit  der  ihr  zugehörigen  Punlitinvo- 
lution  oder  eine  Gerade  mit  der  ihr  zugehörigen  Ebeneninvo- 
lution.  Ferner  ein  Punkt  und  eine  Gerade  als  Pol  und  Polare 
in  dem  ebenen  Polarsystem,  dessen  Ebene  den  Punkt  und 
die  Gerade  verbindet,  oder  eine  Ebene  und  eine  Gerade  als 
PoJarebene  und  Polarstrahl  in  dem  Polarbündel,  dessen 
Mittelpunkt  der  Schnittpunkt  der  Ebene  mit  der  Geraden  ist. 

3)  Als  dreimal  zu  zählendes  Bestimmungsstück  ist  auf- 
zufassen ein  Paar  Pol  und  Polarebene  des  räumlichen  Polac- 
systems.  Insbesondere,  wenn  dasselbe  eine  reelle  Kemfläche 
hat,  auch  ein  Punkt  der  Kernfiäche  und  seine  Berührungsebene 
oder  eine  Berührungsebene  der  Kernfläche  und  ihr  Berüh- 
rungspunkt.    Endlich,    wenn    die    Kemfläche   reelle    gerade 

SonniiTEE,  Theoc.  d.  Oberfl.  a,  Oidu.  10 
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Linien    enthält,    ist   auch   eine  Erzeugende  (sich  selbst  kon- 
jugierte Gerade)  als  dreifach  zu  zählendes  Bestimmungsstüek 


4)  Als  viermal  zu  zählendes  Bestimmungsetück  ist  auf- 
zufassen ein  Paar  konjugierter  Strahlen  des  räumlichen  Polar- 
aystems;  denn  legen  wir  durch  einen  derselben  zwei  Ebenen, 
weiche  dem  konjugierten  Strahle  in  zwei  Punkten  begegnen, 
so  haben  wir  in  jeder  der  Ebenen  Pol  und  Polare  als  zwei- 
mal zu  zählendes  Bestimmungsstück. 

5)  Als  fünfmal  zu  zählendes  Bestimmungsstüek  ist  auf- 
zufassen ein  ebenes  Polarsystem  in  einer  Ebene  e  oder  ein 
Polarböndel  durch  einen  Punkt  1>.  Bekanntlich  ist  dasselbe 
durch  fünf  einfache  Bestimraungsstiicke  gegeben.  Im  Falle 
einer  reellen  Kernfläche  haben  wir  also  einen  Kegelschnitt 
oder  einen  Berührungskegel  derselben. 

6)  Als  sechsmal  zu  zählendes  Bestimmungsstüek  ist 
aufzufassen  ein  Polartetraeder  im  räumlichen  Polarsysteme, 
d.  h,  ein  Tetraeder,  dessen  Seitenflächen  die  Polarebenen  der 
gegenüberliegenden  Ecken  sind ;  eine  Ecke  und  die  gegenüber- 
liegende Seitenfläche  des  Polartetraeders  zählt  nämlich  drei- 
mal, in  dieser  eine  Ecke  und  die  gegenüberliegende  Seite 
des  Dreiecks  zweimal  und  in  letzterer  das  Paar  konjugierter 
Punkte  einmal. 

7)  Als  achtmal  zu  zählendes  Bestimmungs stück  ist  auf- 
zufassen ein  Paar  Pol  und  Polarebene  mit  dem  dem  Punkte 
zugehörigen  Polarbündel  und  dem  damit  perspektivischen 
ebenen  Poiarsystem  in  der  Ebene;  denn  hier  tritt  zu  der 
dreifachen  Bedingung  von  PoJ  und  Polarebeue  noch  die  fünf- 
fache Bedingung  eines  der  beiden  Polarsysteme.  Ferner  auch 
zwei  konjugierte  Strahlen  im  räumlichen  Polarsystem  mit 
den  ihnen  zugehörigen  Punktinvolutionen,  also  auch  mit  den 
perspektivisch  mit  jenen  liegenden  Ebeneninvolutionen;  denn 
die  konjugierten  Strahlen  an  sich  gelten  als  vierfaches  Be- 
stimmungsstück und  jede  der  beiden  Punktinvolutionen  als 
zweifaches.  Für  den  Fall  einer  reellen  Kernfläche,  wenn 
dieselbe  eine  geradlinige  (einfaches  Hyperboloid)  ist,  kommt 
die  letzte  Bestimmung  überein  mit  einem  windschiefen  Vierseit 
auf  dem  Hyperboloid,  die  erste  mit  einem  Berührungskegel 
und  seinem  Berührungskegelschnitt. 
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Wenn  wir  von  diesen  ungleichwertigen  I 
stücken  so  viele  nehmen,  als  zu)*  vollständigen  Bestimmung 
des  räumliclien  Polarsystems  notwendig  und  hinreichend  sind," 
so  stellt  sich  heraus,  dafs  neun  einfache  Bestimmungs- 
stücke dazu  erforderlich  sind,  und  die  Mannigfaltigkeit  der- 
selben liefert  eine  grofse  Anzahl  von  Aufgaben,  von  denen 
wir  nur  einige  der  einfachsten  hier  andeuten  wollen. 

Zwei  konjugierte  Ebenen  mit  den  ihnen  zu- 
gehörigen ebenen  Polarsystemen  bestimmen  «ollstäudig 
das  räumliche  Polarsyatem;  zwar  repräsentiert  jede  von  ihnen 
fünf  Beatimmungsstücke,  was  zusammen  zehn  macht;  davon 
gehen  aber  zunächst  zwei  ab,  weil  die  Gerade,  in  welcher 
beide  Ebenen  sich  sehneiden  nur  eine  und  dieselbe  Punkt- 
involution im  Polarsystem  hat,  also  auch  in  beiden  ebenen 
Polarsystemen  haben  mufs;  sodann  tritt  zu  den  acht  übrig 
bleibenden  Beatimmungssiücken  als  neuntes  die  Bedingung 
hinzu,  dafs  die  beiden  gegebenen  Ebenen  selbst  konjugiert 
sein  sollen;  also,  wie  es  sein  mufs,  neun  unabhängige  Be- 
stimmungsstücke. In  der  That  lUfst  sich  nun  zu  jeder  be- 
liebigen Ebene  s  der  Pol,  wie  folgt,  konstruieren: 

Seien  ö  und  6j  die  samt  den  ihnen  zugehörigen  ebenen 
Polarsystemen  gegebenen  konjugierten  Ebenen, s  deren  Schnitt- 
linie und  der  Pol  der  Schnittlinie  s  in  dem  ersten  ebenen  Polar- 
system ^1,  in  dem  zweiten  g,  so  ist  g,  der  Pol  der  Ebene 
ff,  und  §  der  Pol  der  Ebene  a  im  räumlichen  Polarsystera. 
Schneidet  die  willkürliche  Ebene  e  die  Ebenen  ö  und  e^  in 
den  Strahlen  a  und  a,,  and  sind  a  und  a,  die  Pole  dieser 
Geraden  in  den  gegebenen  ebenen  Polarsystemen ,  so  ist  die 
Verbindungslinie  |Saj  der  konjugierte  Strahl  zu  a  und  die 
Verbindungslinie  |^,ai|  der  konjugierte  Strahl  zu  a^.  Da  aber 
a  und  «I  in  einer  Ebene  liegen,  so  müssen  sich  auch  |§a| 
und  iSjCtil  in  einem  Punkte  ^  treffen,  welcher  der  gesuchte 
Pol  f)  der  gegebenen  Ebene  £  ist.  Die  Ebene  [s^j  hat  zu 
ihrem  Pol  den  Schnittpunkt  der  Verbindungslinie  !§§,|  mit 
der  Ebene  s;  dadurch  wird  die  Ebeneninvolution  bestimmt, 
welche  dem  Strahle  s  im  räumlichen  Polarsystem  zugehört. 

Zweitens  können  wir  zur  Bestimmmung  eines  räum- 
lichen Polarsystems  annehmen  einen  Punkt  f)  mit  dem  ihm 
zugehörigen  Polarbündel,   seine   Polarebene   a,    auf  welcher 
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also  auch  das  zugehörige  ebene  Polarsysteui  bekannt  ist, 
welches  von  dem  Polarbündel  ausgeschnitten  wird,  und  anfser- 
dem,  da  diese  Bestimmungsstücke  für  acht  einfache  zählen 
(a.  o.),  noch  ein  Paar  konjugierter  Punkte  a  «i  als  neuntes 
Bestimmungsstück ;  dann  ist  das  räumliche  Polarsjstem  voll- 
ständig bestimmt,  denn  legen  wir  die  Ebene  [paa,]  =  s^,  so 
kennen  wir  in  ihr  das  zugehörige  ebene  Polarsystem,  weil 
wir  von  demselben  ein  Punktepaar  a.  a, ,  ferner  ein  Paar  Pol 
tmd  Polare  mit  den  zugehörigen  Involutionen  kennen,  nämlich 
^  als  Pol  und  die  Schnittlinie  \£s^\  als  Polare  und  die  der- 
selben zugehörige  Punktinvoiution,  als  in  der  Ebene  b  ge- 
geben; wir  kennen  also  zwei  konjugierte  Ebenen  e  und  e, 
des  räumhchen  Polarsjstems  mit  den  in  ihnen  hegenden 
ebenen  Polarsystemen,  folglich  nach  dem  ersten  Fall  das 
ganze  räumliche  Polarsystem. 

Drittens  können  wir  zur  Bestimmung  des  räumlichen 
Polarsystems  geben:  zwei  konjugierte  Strahlen  s  und  s,  mit 
den  auf  ihnen  liegenden  Punktinvolutionen,  was  einer  acht- 
fachen Bedingung  gleichkommt,  und  ein  beliebiges  Paar  kon- 
jugierter Punkte  a  Oi  als  neuntes  Bestimmungsstilck.  Dann 
ist  wiederum  das  räumliehe  Polarsystem  vollständig  bestimmt 
und  kanu  so  konstruiert  werden: 

Man  lege  durch  a  die  einzige  Gerade,-  welche  gleich- 
zeitig den  beiden  Strahlen  s  und  Sj  in  den  Punkten  t  und 
tt  begegnet,  uud  nehme  zu  Ij  und  i^  die  konjugierten 
Punkte  V  und  Vi  der  gegebenen  Punktinvolutionen  auf  den 
Trägern  s  und  s,,  dann  ist  offenbar  &'  der  Pol  der  Ebene 
[Bsj]  und  6j'  der  Pol  der  Ebene  [6,s];  da  sich  nun  die  beiden 
Ebenen  [tsj]  und  [6jS]  in  dem  Strahl  |6i)  |  schneiden,  so  mufs 
die  Verbindungslinie  |fi'6I|  der  konjugierte  Strahl  zu  |ljbij  sein, 
auf  welchem  a.  liegt.  Hieraus  ergiebt  sich  aJs  Polarebene  des 
Punktes  a  die  durch  aib'6l  gelegte  Ebene ;  sehneidet  dieselbe 
den  Strahl  j&fi,  j  in  a',  so  haben  wif  durch  die  beiden  Punlrfe- 
paare  bbj  und  aa' die  Punktinvolution  auf  der  Geraden  |&Jj,|=/, 
deren  konjugierte  Gerade  |t'£;|  =  i,  .ist.  Nunmehr  können 
wir  zu  jeder  beliebigen  Ebene  s  den  Pol  p  konstruieren, 
indem  wir  zu  den  drei  Schnittpunkten  ä  §i  3;  der  Ebene  £ 
mit  den  Geraden  s  s,  t  die  konjugierten  Punkte  §'  §1  Sä  in  den 
bekannten  Punktinvolutionen  aufsuchen  und  die  drei  Ebenen 
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[Sjä']  [s§l]  Pi§k]  legen,  welche  sich  in  dem  gesuchten  Pole  ^ 
schneiden;  uiogekehrt  können  wir  auch  zu  jedem  Punkte  p 
die  Polarebene  e  konstruieren. 

Viertens  können  wir  zur  Bestimmung  des  räumlichen 
Poiaraystema  geben:  ein  Polartetraeder,  desaen  Seitenflächen 
die  Polarebenen  der  gegenüberliegenden  Ecken  sein  sollen, 
und  aufserdem  ein  Paar  Pol  and  Polarebene;  denn  die  erste 
Forderung  enthält  sechs,  die  letztere  drei  Bestimmungsstücke, 
also  zusammen  neun.  Nennen  wir  a6  cb  die  Ecken  des  Polar- 
tetraeders, ^  und  £  das  gegebene  Paar  Pol  und  Polarebene, 
so  aind  |a'&|^=suud  |cb|  ^  s,  ein  Paar  konjugierter  Strablen 
und  in  jedem  derselben  ein  Punktepaar  der  zugehörigen  Punkt- 
involution  bekannt;  legen  wir  die  Ebene  [s^i],  so  ist  deren 
Pol  der  Schnittpunkt  (ß^e);  es  trifft  also  die  Ebene  [s^)]  den 
Strahl  S|  in  einem  Punkte,  welcher  dem  Punkte  (Sj  s)  konjugiert 
ist;  somit  haben  wir  auf  s,  ein  zweites  Paar  konjugierter 
Punkte,  also  die  ganze  PunktiaYolution.  Ebenso  wird  die 
Ebene  [Sjlp]  zu  ihrem  Pol  den  Punkt  (se)  haben,  also  den 
Strahl  s  im  konjugierten  Punkte  treffen;  wir  kennen  daher 
auch  die  PunktinTolution  auf  dem  Strahl  s  durch  zwei  ihrer 
Punktepaare.  In  derselben  Weise  können  wir  auf  jedem  der 
beiden  übrigen  Paaie  von  Gegenkanten  des  Polartetraeders 
die  zugehörigen  Punktinvolutionen  ermitteln;  dadurch  erhalten 
wir  aber  in  jeder  der  Seitenflächen  das  ganze  zugehörige 
ebene  Polarsystem,  welches  schon  durch  ein  Paar  konjugierter 
Strahlen  mit  ihren  Punktinvolutionen  bestimmt  wird.  Wir 
haben  daher  auch  in  zwei  konjugierten  Ebenen  (Seitenflächen 
des  Polartetraeders)  die  zugehörigen  ebenen  Polarayateme,  und 
dadurch  ist  nach  der  ersten  Konstruktion  das  räumliche  Polar- 
system vollständig  bestimmt. 

Wir  können  dies  Ergebnis  auch  anders  aussprechen;  sind 
nämlich  a6cb  die  Ecken  des  Polartetraeders,  und  bezeichnen 
wir  durch  e  und  e  Pol  und  Polarebene,  die  zur  Bestimmung 
des  räumlichen  Polarsystems  hinzutreten,  so  wird  in  s  ein 
ebenes  Polarsyatem  enthalten  sein,  von  welchem  eine  Anzahl 
zusammengehöriger  Elemente  angegeben  werden  können;  näm- 
lich die  Gerade  |ae|  und  die  Ebene  [6cb]  werden  s  in 
Pol  und  Polare  treffen;  ebenso  wird  die  Gerade  |  ab  |  die 
Ebene  a  in  einem  Punkte  treffen,  dessen  Polare  die  Schnitt- 
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linie  der  Ebene  [cbc]  mit  s  ist,  also  könneii  wir  folgenden 
Sata  aussprechen: 

Wenn  fünf  beliebige  Punkte  im  Räume  gegeben 
sind  und  man  verbindet  zwei  derselben  durch  eine 
Gerade  g,  die  drei  übrigen  durch  eine  Ebene  y, 
was  auf  zehn  verschiedene  Arten  gescbehen  kann, 
so  bilden  die  DurcJischnifcts-punkte  und  -geraden 
von  ^  und  y  mit  einer  beliebigen  Transversalebene  e 
allemal  zehn  Paare  von  Polen  und  Polaren  eines 
und  desselben  ebenen  Polarsystems. 

Dieser  Saiz  ist  in  gewisser  Beziehung  die  räumliche  Aus- 
dehnung des  bekannten  Satzes  der  Ebene,  nach  welchem  eine 
beliebige  Gerade  von  den  drei  Paar  Gegenseiten  eines  voll- 
ständigen Viereck^  in  drei  Punktepaaren  einer  Punktinvolu- 
tion  geschnitten  wird. 

Schliefslich  wollen  wir  noch  eine  Konstruktion  hervor- 
heben, die  auf  ein  scheinbares  Paradoxon  führt.  Nehmen 
wir  nämlich  zur  Bestimmung  des  räumlichen  Polarsystems 
drei  Paare  von  Polen  und  Polarebenen:  ^  und  s,  ^,  und  s^, 
\i^  und  £2  ^^1  so  ist  jede  dieser  Bedingungen  dreimal  zu 
zählen  und  wir  haben,  wie  es  scheint,  neun  Bestimmungs- 
stücke; allein  dieselben  sind  von  einander  nicht  unab- 
hängig und  bestimmen  daher  das  räumliche  Polarsystem 
noch  nicht,  sondern  es  mufs  noch  ein  Bestimmungsstöck, 
also  z.  ß.   ein  Paar  konjugierter  Punkte  aaj  hinzutreten. 

In  der  That,  legen  wir  die  Ebene  [l^lOt^J;],  welche  von 
den  Ebenen  s  s^  e^  in  den  Strahlen  s  s^  s^  geschnitten  wird, 
so  haben  wir  in  dem  ebenen  Polarsysteme  drei  Paare  von 
Polen  und  Polaren,  nämlich  ^  und  s,  ^j  und  Sj,  pj  und  s^; 
diese  sind  aber  von  einander  abhängig;  denn  bezeichnen  wir 
die  Schnittpunkte: 

(S,5,)  =  fl       {s,s)  =  q,       (sls,)  =  C|; 

und  die  Schnittpunkte: 

Clti.fel,  s)-o    (IfcH.s,)-!.     (lM,l,%)-c, 
SO  wird  das  vollständige  Viereck: 

a     h,    Vi     'I3 
drei  Seitenpaare  haben,  welche  die  Transversale  |p!p||  in  drei 
Punktepaaren  einer  Punktinvolution  schneiden  müssen;  von 
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diesen  ist  das  eine  la^jjl  ^^^^  li^l^ili  i^^*^  l^^^lal  O'^^^  ^i>  *'"fi'*  ^'^"^ 
die  Transversale  in  einem  Paar  konjugierter  Punkte  des  ebenen 
Polarsystems,  das  andere  [aq^l  oder  s,  und  \'b'p2\  oder  |6i)|,  trifft 
also  ebenfalls  die  Transversale  in  einem  Paar  konjugierter 
Punkte  des  ebenen  Polarsystems,  folglieh  auch  das  dritte 
Seitenpaar  |aC|  und  IpjCijl,  folglich  mufs  der  Pol  von  IpjCijl  auf 
|alj|  liegen;  der  Pol  von  Ip^q^l  ist  aber  der  Schnittpunkt  der 
Polaren  Sj  und  l^^l^il,  d.  h.  der  Punkt  c;  folglich  liegen  die 
drei  Punkte  a  6  c  auf  einer  Geraden  und  ihre  Polaren, 
d,  h.  die  drei  Verbindungslinien  \^<\\,  |piC|i|,  |pat|j| 
schneiden  sich  in  einem  Punkte.  Die  beiden  Dreiecke 
Ij^ipj  und  qciifla  Hegen  also  perspektiv^eh. 

Wir  sehliefaen  hieraus  folgenden  Satz  für  das  räumliche 
Polar  System; 

Wenn  }3  und  e,  ip,  und  Ej,  pj  und  e^  drei  Paare 
von  Polen  und  Polar  ebenen  eines  räumlichen  Polar- 
systems  sind,  so  liegen  die  drei  Schnittpunkte; 

(\^ih\>  ^)     (ll'j'l'l.  «i)     (llJl'il.  h) 
auf  einer  Geraden,  und  ihre  drei  Polarebenen: 

[U,  \.,,,']    fy„  |.,.|]    [fc,  1=.,D 

müssen  sich  daher  auch  in  einer  Geraden  schneiden. 

Wir  sehen  hieraus,  dafs  p  und  e,  ^,  und  £,,  "p^  und  s^ 
nicht  willkürhch  als  Pole  und  Polarebenen  eines  räumlichen 
Polarsystems  gewählt  werden  dürfen,  sondern  dann  der  eben 
ausgesprochenen  Bedingung  genügen  müssen,  wodurch  also 
z.  B.  Ej  gezwungen  ist  durch  einen  von  den  übrigen  Elementen 
abhängigen  Punkt  zu  gehen;  da  wir  mithin  von  der  Ebene  t^ 
nur  zwei  Punkte  willkürlich  annehmen  dürfen,  so  reduzieren 
sich  die  gegebenen  Bestimmungsstücke  auf  acht  von  einander 
gige  Elemente.  Ist  daher  die  angegebene  Bedingung 
i  p  und  £,  t),  und  s^,  )p2  ^^^  *2  erfüllt,  so  können 
wir  noch  ein  Paar  konjugierter  Punkte  a  und  a,  willkürlich 
annehmen,  dann  ist  das  ganze  Polarsystem  vollsfändig  be- 
stimmt, denn  wir  kennen  nunmehr  das  ganze  ebene  Poiar- 
system  in  der  Ebene  [p  \!,  ^jj]  und  das  ganze  Polarbündel  des 
Pols  (fEiEs)  und  haben  aufserdem  das  Paar  konjugierter 
Punkte  Q.aj,  also  den  zweiten  von  uns  betrachteten  Fall. 

Wir  unterlassen  es,   die  weiteren  zahlreichen  Aufgaben 
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zu  behandeln,  welche  sich  hier  anknüpfen  liefsen  und  fügen 
nur  noch  eine  Folgerung  hinzu,  welche  sich  aus  dem  letzten 
Satze  ergiett: 

Nehmen  wir  nämlich  vier  beliebige  Punkte  im  Baume 
und  ihre  Polarebenen  in  einem  gegebenen  räumlichen  Polar- 
sjsteme  und  bezeichnen  dieselben  (mit  Abänderung  der  vorigen 
Bezeichnung): 

Pole  a     b     c     D 

Polar  ebenen     a    ß    y     S, 
HO  haben  wir  zwei  Tetraeder,  von  denen  das  eine  die  Polar- 
figur des  andern  ist ;  diese  stehen  in  einer  gewissen  Äbhilngig- 
keit  von   einander,   da  ja  schon   ilrei  Paare  von  Polen  und 
Polarebenen  einer  Bedingung  unterworfen  sind. 

Bezeichnen  wir  die  vier  Ebenen,  durch  je  drei  Punkte 
gelegt: 

[6cb]  =  a,  .  [cba]  =  ^i     [bcib]=y,     [afc,c]  =  d, 
und  die  vier  Schnittpunkte  je  dreier  Ebenen: 

tf).ä)-a,    fr«»)-!),    (««B-c,    («/»rt-b,, 
SO  haben   wir  zuvorderst    nach  dem  vorigen  Satze  die  drei 
Punkte: 

(|6c|,  »)  (|ca|,  «  (Idil,)') 
auf  einer  Geraden  s,  welche  in  der  Ebene  [iitc]  liegt.  Diese 
Gerade  schneidet  offenbar  die  Schnittlinie  ja«i|,  weil  der 
Punkt  {|&c|,  «)  der  Geraden  s  sowohl  in  der  Ebene  k,  als 
auch  in  der  Ebene  k,  >=  [icb]  liegt;  aus  gleichen  Gründen 
trifft  die  Gerade  s  auch  die  Schnittlinie  \ßßi\  und  die  Schnitt- 
linie lyyil,  endlich  aber  auch  die  Scbnittbnie  l^ö",!,  weil  s 
in  der  Ebene  ^|  ^  [abc]  selbst  liegt.  Die  Gerade  s  trifft 
also  aJle  vier  Schnittlinien: 

««,1     \ßß,\     'rr,l     l*«,|. 

In  derselben  Weise  können  wir  eine  zweite  Gerade  angeben, 
welche  jene  vier  Schnittlinien  treffen  mufs,  nämlich  diejenige, 
in  der  die  drei  Punkte  liegen : 

(|tb|,  «)    (Ifcol,  r)    (|t.c|,«), 

ferner  eine  dritte  Gerade,  die  die  Punkte  enthält: 

(icbl,  «   (ibcl,  ä)   Qih\,r) 
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und  eine  viert«  Gerade,  die  die  Punkte  enthält: 
(|(,b|,  ß)    (|»b  ,  »)    (|aSi,  ä). 

Alle  vier  Geraden  besitzen  die  gleiche  Eigenschaft, 
den  vier  Strahlen  ]«a,|  |/3/3,|  \yyi\  \ddj\  gleichzeitig  zu  be- 
gegnen. Hieraus  folgt  aber  (S.  95),  da  es  mehr  als  zwei 
Gerade  giebt,  welche  vier  Strahlen  gleichzeitig  treffen,  dafs 
diese  vier  Strahlen  einer  ßegelsehar  angeboren  müssen,  oder 
wie  wir  sagen,  hyperboloidische  Lage  haben.  In  ganz  der- 
selben Weise  können  wir  vermittelst  des  zweiten  Theiles  des 
obigen  Satzes  zeigen,  daJs  die  Verbindungslinien: 

l«a,[      IM,!      lcc,|      Ibb.l 
hyperboloidisebe  Lage  haben;  wir  können  also  den  Satz  aus- 
sprechen : 

Wenn  man  in  einem  räumlichen  Polarsystem 
von  den  Ecken  aticb  eines  beliebigen  Tetraeders 
die  Polarebenen  aßyS  nimmt,  so  bilden  dieselben 
ein  neues  Tetraeder,  dessen  Ecken  und  Seiten- 
flächen man  den  Ecken  und  Seitenflächen  des 
ersteren  in  der  Weise  entsprechen  lassen  kann, 
dafs  der  Ecke  a  des  einen  die  von  den  drei  Polar- 
ebenen der  übrigen  Ecken  gebildete  Ecke  O-i  des 
zweiten  Tetraeders  entspreche  und  ebenso  einer 
Seitenfläche  des  ersteren,  die  die  Pole  der  drei 
übrigen  enthaltende  Seitenfläche  des  zweiten  Te- 
traeders entspreche;  alsdann  haben  sowohl  die 
vier  Verbindungslinien  entsprechender  Ecken  der 
beiden  Tetraeder,  als  auch  die  vier  Schnittlinien 
entsprechender  Seitenflächen  beider  Tetraeder 
hyperboloidische  Lage.  Diese  vier  Strahienpaare  sind 
paarweise  konjugierte  Strahlen   des  räumlichen  Polarsystems. 

§  22.  Untersuchung  eines  Polar tetraSders. 
Das  räumliche  Polarsystem ,  dessen  Konstruktion  ans 
gewissen  zu  seiner  Bestimmung  erforderlichen  Elementen,  die 
willkürlich  angenommen  werden  können,  wir  im  vorigen  Para- 
graphen kennen  gelernt  haben,  enthält  in  unendlicher  Menge 
Polartetraeder,  d.  h.  solche  Tetraeder,  deren  Seitenflächen 
die  Polarebenen  der  gegenüberliegenden  Ecken,    und    deren 
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jedes  Paar  Gegenkanten  ein  Paar  konjugierter  Strahlen  des 
räumlichen  Polarsyatems  ist.  Wir  brauchen  nur  irgend  ein 
Paar  konjugierter  Strahlen  s  s,  mit  den  ihnen  zugehörigen 
Punktin volutionen  herauszunehmen  und  irgend  zwei  kon- 
jugierte Punkte  der  einen  und  zwei  konjugierte  Punkte  der 
andern  Punktinvolution  zu  wählen,  ao  sind  dieselben  allemal 
die  vier  Ecken  eines  Polartfltraeders ,  wie  unmittelbar  ein- 
leuchtet, weil  die  Polarebene  je  eines  dieser  vier  Punkte 
durch  die  drei  übrigen  gehen  murs. 

Seien   nun    die    drei   Paare    Gegenkanten    eines   solchen 
Polartetraeders 

und  die  Punktinvolutionen  auf  denselben  durch  ein  Paar  kon- 
jugierter Punkte  gleichnamig  bezeichnet: 

aa',  a,a;;      W,  tifil;      cc',  CiCl, 

so  besteht  zwischen  diesen  sechs  Punktinvolutionen  eine  ge- 
wisse Abhängigkeit;  wenn  nämlich  eine  beliebige  Transversal- 
ebene £  den  beiden  Paaren  Gegenkanten  ««,  ift,  in  den 
Punkten : 

a    0,     b    £), 


begegnet,  so  dals  also  |aa,|  und  i'&&i|  sich  treffen,  ao  i 
auch  die  konjugierten  Strahlen  |a'nj|  und  \i"b[\  sich  treffen 
(S.  133)  und  zwar  in  dem  Pole  ^j  der  Ebene  e ;  trifft  nun  die- 
selbe Ebene  e  daa  dritte  Paar  Gegenkanten  cc^  in  den  Punkten 
CCi,  80  muTs  auch  die  Verbindungslinie  |c'e'i|  durch  den  vorigen 
Punkt  1)  gehen.  Wir  haben  also  in  Verbindung  mit  dem 
polaren  Nebensatze  folgenden  Doppelsatz: 


Wenn  man  die  dreiPaare 
Gegenkanten  eines  Po- 
lartetraeders mit  einer 
beliebigen  Ebene  schnei- 
det und  die  konjugierten 
Punkte  derselben  in  den 
zugehörigen  Punktinvo- 
lutionen verbindet,  so  er- 
hält man  drei  Strahlen, 
die    durch     einen    Punkt 


Wenn  man  einen  belie- 
bigen Punkt  mit  den  drei 
Paar  Gegenkanten  eines 
Polartetraeders  verbin- 
det und  die  konjugierten 
Ebenen  in  den  zugehöri- 
gen Ebeneninvolutionen 
paarweise  zum  Schnitte 
bringt,  so  erhält  man 
drei  Schnittlinien,  die  in 
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laufen,    den    Pol    der  ge- 
gebenen Ebene. 


einer  Ebene  liegen,  der 
Polarebene  des  gegebe- 
nen Punktes. 
Hieraus  folgt  u.  a.,  wenn  man  die  gegebene  Ebene  e 
in  die  Unendiichkeit  verlegt  (s")  als  der  Pol  derselben,  -welcher 
der  Mittelpunkt  des  räumlichen  Polarsystems  Keifst, 
der-  Durchsehnittspunkt  aller  Verbindungslinien  der  Mittel- 
punkte der  auf  je  zwei  konjugierten  Strahlen  befindlichen 
Punktinvolutionen.  Nennen  wir  die  den  unendlich-entfernten 
Punkten  der  sechs  Kanten  des  Poiartetraeders  konjugierten 
Punkte,  d.  h.  die  sechs  Mittelpunkte  der  auf  den  Kanten 
befindliehen  Punktinvolutionen : 

a«  tt«  b"  6^  c"  c^, 
so  sehneiden  sich  |a°aj|,  \h^h%  Ic^cJ;  in  dem  Mittelpunkt  ^Jl  des 
PoJarayatems.  Die  Mittelpunkte  a''  aj  b"  6J  c"  ej  entscheiden 
über  den  hyperbolischen  oder  elliptischen  Charakter  der 
Punktinvolutionen  auf  den  Kanten;  denn  je  nachdem  der 
Mittelpunkt  einer  Punktinvolution  zwischen  irgend  einem 
Paare  konjugierter  Punkte  oder  aufserhalb  desselben  liegt, 
ist  die  Punktinvolution  elliptisch  oder  hyperbolisch. 

Wir  wissen,  dafs  ein  räumliches  Polarsystem  vollständig 
bestimmt  ist,  sobald  wir  zwei  konjugierte  Strahlen  desselben 
mit  den  ihnen  zugehörigen  Punktinvolutioneu  und  aufser 
dem  irgend  ein  Paar  konjugierter  Punkte  kennen  (S.  148). 
Nehmen  wir  daher  ein  beliebiges  Polartetraeder  des  räum- 
lichen Polarsysteras  an,  welches  die  Ecken  91  ©  ß  S)  und 
die  drei  Paar  Gegenkanten  haben  möge: 

fügen  wir  auf  dem  Gegenkantenpaar  (tö!|  die  Mittelpunkte 
a"  und  aj  der  zugehörigen  Punktinvolutionen  willkürlich 
hinzu,  so  sind  diese  selbst  vollständig  bestimmt,  jede  durch 
ihren  Mittelpunkt  und  dasjenige  Paar  konjugierter  Punkte, 
welches  die  Ecken  des  Polartetraeders  bestimmen;  aufaerdem 
können  wir  noch  auf  einer  Kaute  i  den  Mittelpunkt  b"  will- 
kürlich wählen,  denn  dieser  und  der  unendlich  entfernte 
Punkt  der  Kante  h  kann  als  das  neunte  Bestimmungsstück, 
das  noch  notwendige  Paar  konjugierter  Punkte    des   räum- 
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liehen  Polaraysteme  gewählt  ■werden;  dann  ist  alles  übrige 
vollständig  mitbestimmt  und  in  bekannter  Weise  zu  ermitteln. 
Die  drei  Punkte  a"  a\  '&'*  aber  können  willkürlicli  angenommen 
werden.  Um  die  übrigen  drei  Mittelpunkte  der  Punktinvo- 
lutionen  auf  den  Kanten  des  Polartetraeders  zu  erhalten, 
brauchen  wir  jetzt  nur  die  Seitenflächen  desselben  zu  betrach- 
ten, deren  jede  ein  Polardreieck  enthält.  In  der  Seitenfläche 
[t®  ß]  kennen  wir  auf  |5li8|  =a  den  Mittelpunkt  a"  der  Punkt- 
involution, auf  |9t  S[  =  ö  den  Mittelpunkt  6°,  folghch  erhalten 
wir  auf  [S  (5|  =  c  den  Mittelpunkt  c"  der  zugehörigen  Punkt- 
involution nach  dem  bekannten  oben  benutzten  Satze,  wo- 
nach die  drei  Verbindungslinien  der  Ecken  des  Polardreiecks 
mit  den  Mittelpunkten  der  Involutionen  auf  den  Gegenseiten 
sich  in  einem  Punkte  schneiden  müssen,  weil  die  drei  unend- 
lich-entfernten Punkte  der  Seiten  auf  einer  Geraden  (3'°) 
liegen. 

Wenn  man  aber  die  Ecken  eines  Dreiecks  mit  einem 
vierten  Punkte  verbindet  und  die  Schnittpunkte  mit  den  Gegen- 
seiten aufsucht,  so  können  hinsichtlich  der  Lage  derselben 
verschiedene  Fälle  eintreten.  Bezeichnen  wir  immer  als  ellipti- 
sche Lage  (e)  diejenige,  bei  welcher  der  Treffpunkt  zwischen 
die  Ecken  des  Dreiecks  füllt,  und  als  hyperbolische  Lage  (h) 
diejenige,  bei  welcher  der  Treffpunkt  ausserhalb  der  Drei- 
ecksecken liegt,  so  gilt  bei  der  ebenen  Figur  bekanntlich 
das  Gesetz:  Findet  auf  zwei  Seiten  elliptische  Lage  statt,  so 
ist  auch  auf  der  dritten  Seite  die  Lage  elliptisch;  findet  bei 
einer  Seite  elliptische,  bei  der  zweiten  hyperbolische  Lage 
statt,  so  ist  auf  der  dritten  Seite  hyperbolische  Lage;  findet 
auf  zwei  Seiten  hyperbolische  Lage  statt,  so  ist  auf  der 
dritten  Seite  elliptische  Lage. 

Dies  vorausgeschickt,  haben  wir  in  der  Seitenfläche  [%  33  6] 
auf  zwei  Seiten  a  und  b  gegebene  Involutionen,  folglich  ist 
die  Lage  von  c"  bestimmt,  und  unmittelbar  angebbar,  ob  el- 
liptische Lage  oder  hyperbolische  Lage  stattfindet;  sodann 
sind  in  der  Seitenfläche  [iß  SS)]  auf  den  Seiten  |33K|  =  c  und 
|(55fl|  =  a^  die  Mittelpunkte  der  Involutionen  bekannt,  folg- 
heh  auf  der  dritten  |i8®t  =  6i  der  Mittelpunkt  6^  dadurch 
bestimmt,  endlich  in  der  Seitenfläche  [91S^]  auf  den  Seiten 
|21S|  =  a  und  |®®|  =  61  die  Mittelpunkte  bekannt^  also  auf 
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der  dritten  \%'S)\  =  c,  der  letzte  Mittelpunkt  c^  bestimmt.  So- 
bald also  die  drei  Mittelpunkte  a^aJ^Ö"  angenommen  sind, 
werden  die  drei  übrigen  c"  6J  cj  in  der  angegebenen  Weise 
gefunden,  und  es  ist  unmittelbar  zu  erkennen,  ob  aie  elliptische 
oder  hyperbolische  Lage  hervorrufen.  Für  die  Annahme  der 
drei  ersten  Mittelpunkte  haben  wir  aber  eine  achtfache  Willkür, 
indem  wir  jeden  von  ihnen  elliptisch  oder  hyperbolisch  wählen 
können;  die  übrigen  werden  für  jeden  dieser  8  Fälle  danach  be- 
stimmt, und  wir  erhalten  auf  den  sechs  Tetraederhanten  fol- 
gende 8  Möglichkeiten  hinsichtlich  des  elliptischen  oder  hyper- 
bolischen Charakters   der  zugehörigen  Punktinvolutionen: 
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Oder  wenn  wir  die  Kanten  nach  den  vier  Seitenflächen  des 
Polartetraeders  gruppieren,  erhalten  wir  in  den  acht  möglichen 
Fällen  folgende  Tabelle: 

Die  vier  Seitenflächen  des  Polartetraeders : 


eee 
hell 
hhe 
ehh 
ehh 
hhe 
eee 
heh. 


Hieraus  ergiebt  sich  nun  folgendes  Gesetz : 

1,    Wenn   bei    einem   Polartetraeder   auf    einen 


[atc] 

[«*■«,] 

[6c,»,] 

1) 

eee 

eee 

eee 

2) 

ehh 

ehh 

hhe 

3) 

heh 

heh 

ehh 

i) 

hhe 

hhe 

heh 

B) 
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6) 
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Paar  Gegenkanten  die  zugehörigen  Punktinvo- 
lutionen  gleichartig  sind  (d.h.  beide  elliptisch  oder 
beide  hyperbolisch),  so  aind  sie  auch  auf  jedem 
der  beiden  übrigen  Paare  von  Gegenkanten  gleich- 
artig und  zwar  aind  sie  entweder  auf  allen  drei 
Paaren  von  Gegenkanten  elliptisch  oder  auf  einem 
Paare  elliptisch  und  auf  den  beiden  anderen  Paaren 
hyperbolisch  d.  h.  entweder  sind  alle  sechs  Punkt- 
involutionen elliptisch,  oder  zwei  elliptisch  und 
vier  hyperbolisch.  Im  ersten  Falle  sind  natürlich 
auch  in  jeder  Seitenfläche  des  Tetraeders  die 
Punktinvolutionen  auf  den  Kanten  elliptisch;  im 
zweiten  Falle  sind  von  den  drei  Kanten  in  einer 
Seitenfläche  immer  zwei  hyperbolisch  und  die 
dritte  elliptisch.  Ebenso  sind  auf  den  Kanten  des 
Tetraeders,  die  von  einer  Ecke  ausgehen,  im  ersten 
Falle  alle  drei  Punktinvolutionen  eiliptiseh,  im 
zweiten  Falle  immer  zwei  hyperbolisch  und  die 
dritte  elliptisch, 

2.  Wenn  bei  einem  Polartetraeder  auf  einem 
Paar  Gegenkanten  die  zugehörigen  Punktinvo- 
lutionen ungleichartig  sind  (d.  h.  eine  elliptisch, 
die  andere  hyperbolisch),  so  sind  sie  auch  auf  jedem 
der  beiden  übrigen  Paare  von  G-egenkanten  un- 
gleichartig, also  überhaupt  drei  elliptisch  und  drei 
hyperbolisch  und  zwar  in  den  drei  Kanten  des 
Polartetraeders,  welche  in  einer  Seitenfläche  des- 
selben liegen,  einmal  alle  drei  elliptisch  und  drei- 
mal zwei  hyperbolisch  und  die  dritte  elliptisch; 
dagegen  in  den  drei  Kanten  des  Polartetraeders, 
welche  in  einer  Ecke  zusammenstofsen,  einmal  alle 
drei  hyperbolisch  und  dreimal  zwei  elliptisch  und 
die  dritte  hyperbolisch. 

Wir  werden  hierdurch  im  wesentlichen  nur  auf  drei  ver- 
schiedene Arten  von  Polartetraädern  geführt,  nämlich 
in  dem  Falle  1)  sind  alle  Involutionen  elliptisch, 

in  den  Fällen  2),  3),  4):  auf  einem  Paar  Gegenkanten  el- 
hptische,  auf  den  vier  übrigen  hyper- 
bolische Punktinvolutionen ; 
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in  den  Fällen  5),  6),  7),  8):  auf  drei  Kanten  elliptische,  auf  den 
drei  übrigen   hyperbolische   Punkt- 
iüvolutionen ,  und  zwar  gehen  von 
einer  der  vier  Tetraeder  ecken   drei 
hyperbolische  Kanten  aus,  während 
die  drei  Kanten  in  der  gegenüber- 
liegenden Seiteufläche  elliptisch  sind. 
Es   zeigt  sich  nun   die  merkwürdige  Erscheinung,   dafa 
diese  drei  Gattungen  von  Polartetraedern   nie  zusammen  bei 
einem  räumlichen  Poiarsystein   auftreten,   sondern  dafs  ein 
gegebenes    Polarsystem    immer    nur    eine   Art   von 
Polartetraedern  enthalten  kann,  wodurch  dann  uatur- 
gemäfs    drei  wesentlich  verschiedene  Arten   von   räumliehen 
Polarsystemen  zu  unterscheiden  sein  werden. 

In  der  Thafc,  seien  sS]  ein  beliebiges  Paar  konjugierter 
Strahlen  und  i([  ein  beliebiges  zweites  Paar  konjugierter 
Strahlen  in  einem  gegebenen  räumliehen  Polarsystem,  und 
nehmen  wir  einen  beliebigen  Punkt  ^j  im  Räume,  so  giebt 
es  durch  )f  einen  einzigen  bestimmten  Strahl,  welcher  gleich- 
zeitig s  und  Sj  in  den  Punkten  a  und  a-y  trifft;  ebenso  nur 
einen  einzigen  bestimmten  Strahl  durch  ^,  welcher  gleich- 
zeitig t  und  ti  in  den  Punkten  t  und  ti,  trifft;  seien  ferner 
die  konjugierten  Punkte  zu 

fl  &  Ol  6i 
a'  Ii'  dl  'b'i 
in  den  Punktinvolutionen,  welche  den  Strahlen  stSj^ti  im 
gegebenen  Poiarsystem  zugehören;  dann  ist,  wie  wir  wissen 
zu  |aa,  [  der  konjugierte  Strahl  Ia'ßi|  und  die  vier  Punkte 
aaja'a'i  sind  die  Ecken  eines  Polartetraedere ;  ebenso  ist  zu 
|66,l  der  konjugierte  Strahl  \b"i3,'\  und  die  vier  Punkte  t6,6'lj; 
sind  ebenfalls  die  Ecken  eines  Polartetraeders.  Da  aber  die 
vier  Punkte  abajbi  in  einer  Ebene  liegen,  weil  |aa,|  und  |&6j| 
sich  in  dem  Punkte  ^3  treffen,  so  müssen  sich  die  konjugier- 
ten Strahlen  |a'ai|  jß'fJij  treffen,  also  auch  in  einer  Ebene 
liegen,  und  diese  ist  die  Polarebene  e  des  Punktes  'p,  während 
andererseits  der  Schnittpunkt  (|ii'ai|,  |I''6j1)  =^  ^J,  der  Pol  der 
Ebene  «,  ist,  in  welcher  die  vier  Punkte  aailjl),  liegen;  wir 
haben  also 
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^  =(laa,|,  166,1)       e  -  [la'aj  |»'«|] 
ft-(|acil|,H>-Kl)       .,-[|aa,|  M,|], 

und  es  sind  sowohl  ^  und  s,  als  auch  ^jj  und  s,  Pol  und  Polar- 
ebene im  räumlichen  Polarsystem;  folglich  sind  auch  \'p'pi\ 
und  I^Eil  konjugiert«  Strahlen,  welche  wir  zur  Abkürzung 
mit  rr^  bezeichnen  wollen.  Dieses  Paar  rr,  begegnet  sowohl 
dem  Paare  konjugierter  Strahlen  jadjl  und  |a'tti|,  als  auch  dem 
Paare  konjugierter  Strahlen  |6b||  und  |6"6i,]  wie  ersichtlich  ist. 

Wir  wissen  nun,  dafs,  wenn  ein  Paar  konjugierter  Strah- 
len von  einem  andern  Paare  getroffen  wird,  dieses  zwei  Paare 
Gegenkanten  eines  Polartetraeders  sind ,  also  die  zugehörigen 
Punktinvolutionen,  wenn  sie  hei  einem  Paare  gleichartig 
sind,  auch  beim  andern  Paare  gleichartig  sein  müssen,  wenn 
sie  bei  einem  Paare  ungleichartig  sind,  auch  beim  andern 
Paare  ungleichartig  sein  müssen.  Hieraus  folgt:  So  wie  ss, 
beschaffen  sind,  müssen  auch  |aö||  und  |a'iti|  beschaffen  sein; 
80  wie  loa,!  und  |a'a'i|  beschaffen  sind,  müssen  auch  rr,  be- 
schaffen sein;  so  wie  rri  beschaffen  sind,  müssen  auch  Ifb,] 
und  jb'fei'l  beschaffen  sein,  und  endlich,  so  wie  |bbj  und  Ib'fe'ij 
beschaffen  sind,  müssen  auch  ii,  beschaffen  sein;  folglich 
mufs  auch  der  Charakter  der  Involutionen  auf  sSj  mit  dem 
der  Involutionen  auf  if,  übereinstimmen  und,  da  sSj  und  tt^ 
ganz  willkürlich  gewählte  Paare  konjugierter  Strahlen  im 
räumliehen  Polarsysteme  sind,  so  haben  wir  dies  Ergebnis: 

"Wenn  in  einem  räumlichen  Polarsystem  auf 
irgend  zwei  konjugierten  Strahlen  die  zugehörigen 
Punktinvolutionen  gleichartig  sind,  so  sind  sie 
auf  sämtlichen  Paaren  konjugierter  Strahlen  gleich- 
artig {d.h.  beide  elliptisch  oder  beide  hyperbolisch); 
wenn  dagegen  auf  irgend  einem  Paar  konjugierter 
Strahlen  die  zugehörigen  Punktinvolutionen  un- 
gleichartig sind  (d.  h.  eine  elliptisch,  die  andere 
hyperbolisch),  so  sind  sie  auf  sämtlichen  Paaren 
konjugierter  Strahlen  ungleichartig. 

Hiemach  haben  wir  drei  wesentlich  verschiedene  Arten 
von  räumlichen  Polarsystemen  zu  unterscheiden,  die  wir  von 
einander  getrennt  betrachten  wollen. 
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§  2!}.     Drei  Arten  räumliclier  Polarsysteme. 
Nach  den  Au  sein  andere  etzungen  des  vorigen  Paragraphen 
zerfallen  die  räumlichen  Polavsysteme  zunächst  in  zwei  Haupt- 
klassen : 

I.    Diejenigen  räumlichenPolarsysteme,  bei  denen 
auf  jedem  Paare   konjugierter  Strahlen  die  zu- 
gehörigen Punktinvolutionen  (also  auch  Ebenen- 
involutionen) gleichartig  aind, 
II.     diejenigen  räumlichen  Polarsysteme,  bei  denen 
"    auf  jedem  Paare  konjugierter  Strahlen  die  zu- 
gehörigen Punkt  involutionen  {also  auch  Ebenen- 
involutionen)  ungleichartig  aind. 
Was   zunächst   die   zweite  Klasse  von  Polarsystemen  be- 
trifft,   so    ist  ersichtlich,    dafs  dieselben  immer    eine   reelle 
Kernfläche  haben  müssen;   denn  von  irgend  zwei  konjugier- 
ten Strahlen  desselben  mufs  einer  der  Träger  einer  zugehöri- 
gen elliptischen,  der  andere  einer  hyperbolischen  Punktinvo- 
lution sein;  letztere  hat  zwei  reelle  Doppelpunkte  (Asymptoten- 
punkte), erstere  zwei  reelle  Doppelebenen  (Asymptotenehenen), 
welche  durch  die  vorigen  Doppelpunkte  gehen.    Die  Doppel- 
punkte sind  Punkte   der  Kernfläche,   die  Doppelehenen    die 
Beröhrungsebenen  in  diesen  Punkten;   denn  seien  s„  und  S/, 
die  beiden  konjugierten  Strahlen  und   tt'   die  Doppelpunkte 
der    hyperbolischen  Punktinvolution   auf  Sr,,   so  ist  [tsj  ==  t 
die  Polarebene  von  t,  weiche  durch  diesen  Punkt  seihst  geht. 
Alle  Strahlen   im  Eaurae,    die   durch   t   gehen,   müssen    die 
Träger  hyperbolischer  Punktinvolutionen  sein,   welche   einen 
Asyraptotenpuukt  in  t  haben  und  in  dem  andern  zum  zweiten 
Male   der  Kernfläche   begegnen.     Die   konjugierten  Strahlen 
zu   diesen  erfüllen  die  ganze  Ebene  t  und  müssen  nach  der 
Natur  dieses  räumlichen  Polarsystems  sämtlich  elliptisch  sein; 
die  Ebene  t  kann  also   keinen   weiteren   reellen   Punkt  der 
Kernfläche  enthalten,  als   den  Punkt  t  allein;    alle  Strahlen 
durch  t,  die  in  der  Ebene  r  selbst  liegen,   haben   zu  konju- 
gierten  Strahlen   wiederum    Strahlen,   die    in   t  liegen   und 
durch  t  gehen,  und  diese  Strahlenpaare  bilden  eine  elliptische 
Strahlen  in  V  olütion ,  welche  wir  erhalten ,  indem  wir  t  mit  der 
auf  Se  liegenden  Punktinvolution  verbinden.    Diese  elliptische 
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StrahleiiiiiYolutioii  iat  der  Vertreter  eines  imi^mären  Linien- 
paars  (die  imaginäreu  Doppelstrahlen  der  elKptiachen  Strahlen- 
involutioH).  Diese  beiden  imaginären  Geraden  sind  als  sieli 
selbst  konjugierte  Strahlen  aufzufassen,  die  die  Eigenschaft 
besitzen,  dafs  jeder  ihrer  Pimlite  ein  Punkt  der  Kernfläfihe 
und  jede  Ebene  durch  sie  eine  Berührungsebene  der  Kern- 
fläche ist.  Wir  können  also  sagen,  dafs  die  Ebene  r  die 
Kernfläche  in  einem  iraaginären  Linienpaar  schneidet,  dessen 
einziger  reeller  Doppelpunkt  t  ist.  Da  nun  alles,  was  von 
dem  Punkte  t  der  Kernfläebe  und  der  durch  t  gehenden 
Polarebene  t  gilt,  in  ganz  gleicher  Weise  von  jedem  Punkte 
t  der  Kemüäcbe  und  seiner  Polarebene  t  gelten  mufs,  da 
ferner  sich  selbst  konjugierte  Strahlen  des  Polarsjstems ,  die 
ganz  auf  der  Kernfläche  liegen,  nur  in  einer  solchen  Ebene 
T,  die  durch  ihren  Pol  t  geht,  gesucht  werden  können,  so 
dürfen  wir  sagen: 

Das  Polarsystem  der  zweiten  Klasse  bat  immer 
eine  reelle  Kernfläche,  den  Ort  aller  Punkte  t, 
deren  Polarebenen  r  durch  t  gehen.  Jede  solche 
Poiarebene  t  enthält  nur  den  einzigen  reellen 
Punkt  t  der  Kernfläche  und  schneidet  die  Kern- 
fläche in  einem  imaginären  Linienpaar,  welches 
vertreten  wird  durch  eine  bestimmte  elliptische 
Strahlen  Involution,  die  in  der  Ebene  t  liegt,  ihren 
Mittelpunkt  in  t  hat  und  durch  das  räumliche  Polar- 
system bestimmt  ist.  Wir  nennen  die  Ebene  t  die 
Berührungsebene  der  Kernfläche  im  Punkte  t,  weil 
alle  Strahlen  die  in  ihr  durch  t  gezogen  werden, 
keinen  weiteren  Punkt  der  Kernfläche  enthalten' 
können  (Träger  parabolischer  Punktinvolutionen), 
also  Tangenten  der  Kernflache  sind.  Das  Polar- 
system dieser  II.  Klasse  enthält  keinen  reellen  sich 
selbst  konjugierten  Strahl,  die  Kernf lache  also 
heine  reelle  gerade  Linie,  die  ganz  auf  ihr  ver- 
läuft; sie  ist  eine  nicbt-geradlinige  Fläche  zweiter 
Ordnung;  wenn  man  aber  will,  so  enthält  jede  Be- 
rühr ungsebene  ein  imaginäres  Linien  paar,  ver- 
treten durch  eine  bestimmte  elliptische  Strahleu- 
involution,  und  diese  imaginären  Linienpaare  kön- 
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nen  als  gerade  Linien  der  Kernfläche  betrachtet 
werden. 

Bevor  wir  auf  diese  nicht  -  geradlini gen  Flächen  2.  Ord- 
nung, welche  ak  Kern  flächen  des  Polaraystems  der  II.  Klasse 
auftreten,  näher  eingehen,  wenden  wir  unsem  Blick  zurück 
zu  dem  Polarsjstem  der  I.  Klasse ;  dieses  giebt  zweien 
verschiedenen  Arten  von  Polaraystemen  Entstehung;  nämlich 
solchen,  die  eine  reelle  Kernfläche  besitzen,  und  solchen,  die 
keine  reelle  Kernfläche  besitzen. 

Sind  nämlich  s  und  Sj  ein  Paar  konjugierter  Strahlen 
und  Träger  elliptischer  Punktinvolutionen,  die,  wie  wir  ge- 
sehen haben,  immer  beim  Polarsjstem  der  ersten  Klasse  vor- 
kommen müssen  (die  Fälle  1),  2),  3),  4)  auf  S.  158)  als  Gegen- 
kanten eines  beliebigen  Polartetraeders,  so  können  hier  nur 
zwei  Fälle  eintreten:  entweder  sind  die  vier  übrigen  Kanten 
des  Polartetraedera  sämtlich  hyperbolisch  oder  sämtlich  el- 
liptisch; fassen  wir  zunächst  den  ersten  FaU  ins  Äuge.  Da 
in  diesem  Falle  überhaupt  hyperbohsche  Punktinvolutionen 
auftreten,  so  hat  das  räumlische  Polarsysteni  eine  reelle  Kern- 
fläche, den  Ort  alier  Punkte,  deren  Polarebenen  durch  sie 
selbst  gehen.  Nehmen  wir  daher  eine  solche  beliebige  Ge- 
rade s,  den  Träger  einer  hyperbolischen  Punktinvolution  mit 
den  reellen  Doppelpunkten  tt',  so  mufs  auch  auf  der  kon- 
jugierten Geraden  s,  die  zugehörige  Punktinvoiution  hyper- 
bohsch  sein  und  wird  die  reellen  Asymptotenpuiikte  tj  tt 
haben.  Nun  ist  offenbar  (ttj  eine  sich  selbst  konjugierte  Ge- 
rade, weil  die  Polarebenen  sowohl  von  t  als  auch  von  tj  beide 
durch  |ttil  gehen,  und  in  gleicher  Weise  erhalten  wir  drei 
andere  sich  selbst  konjugierte  Strahlen;  wir  haben  also  ein 
windschiefes  Vieraeit  auf  der  Kernfläche,  gebildet  von  den 
vier  sich  selbst  konjugierten  Strahlen: 

|tt,!  =  i,    |tt'i!=i?,    \ft[\  =  h,   it't,|=5,. 

Dies  sind,  wie  leicht  einzusehen  ist,  nicht  die  einzigen 
sieh  selbst  konjugierten  Strahlen,  sondern  es  giebt  noch  un- 
endlich-viele  andere,  deren  Gesamtheit  so  ermittelt  werden 
kann : 

Nehmen  wir  die  beiden  eben  gefundenen  windschiefen  Ge- 
raden l  und  l^,  deren  jede  ein  sieh  selbst  konjugierter  Strahl  im 
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Polarsysiem  ist  und  zieben  irgend  eine  Gerade  s,  welche 
beiden  begegnet,  so  mufs  dec  konjugierte  Strahl  s,  auch  bei- 
den, l  und  ?| ,  begegnen;  denn  begegnet  der  Strahl  s  der  Ge- 
raden ?!  in  %,,  so  ist  der  Pol  f  der  Ebene  [?).■,]  auf  l  gelegen, 
weil  (  eine  sieh  selbst  konjugierte  Gerade  ist;  er  liegt  aber 
auch  auf  der  konjugierten  Geraden  s, ,  ist  also  derjenige 
Punkt,  in  welchem  s,  der  l  begegnen  mufs,  und  trifft  andrer- 
seits der  Strahl  s  die  Gerade  l  in  X),  so  ist  der  Pol  l),  der 
Ebene  [(,!)]  auf  7j  gelegen  und  zugleich  auf  s,,  ist  also 
derjenige  Punkt,  in  welchem  der  Strahl  s,  der  Geraden  /, 
begegnen  mura.     Da 

y  die  Polarebene  [iXi]  ii^d  zugleich 

ti  „      „      [i,f] 

hat  und  die  beiden  Polarebenen  [ly,]  und  [l^x]  sich  in  dem- 
selben Strahl  y:J:^  schneiden,  so  ist  dieser  ein  sich  selbst  kon- 
jugierter Strahl  und  ebenso  ist  ^Ij,  ein  sich  selbst  konjugier- 
ter Strahl,  Wir  haben  also  zwei  neue  sich  selbst  konjugierte 
Strahlen  gefunden.  Drehen  wir  nun  die  Ebene  [?):,]  um^den 
festgehalteneu  Strahl  l,  so  beschreibt  sie  ein  Bbenenbüschel, 
welches  wegen  der  Natur  des  Polarsyst«ms  mit  der  von  ihrem 
Pole  (fj  beschriebenen  geraden  Punktreihe  auf  l  projektivisch 
sein  mufs,  also  sind  auch  die  Punktreihen  y  und  x^  projektivisch 
oder  auch  die  Ebenenbüschel  [?,  v]  und  [Ifil.  Die  sich  selbst 
konjugierten  Strahlen  \xf:^\  sind  also  das  Erzeugnis  zweier  pro- 
jektivischen  Punktreihen  oder  zweier  projekti vischen  Bbenen- 
büschel, d.  h.  sie  bilden  eine  Regelschar  eines  einfachen 
Hyperboloids,  also  diejenige  geradlinige  Fläche  zweiter  Ord- 
nung, von  welcher  aus  wir  zu  dem  räumlichen  Polarsysteme 
gelangt  sind.     Wir  haben  also  folgendes  Ergebnis: 

Sobald  in  einem  räumlichen  Polaraysteme  zwei 
konjugierte  Strahlen  vorkommen,  deren  zugehörige 
Punktinvolutionen  beide  hyperbolisch  sind,  so 
hat  dasselbe  eine  reelle  Kernfläche,  welche  eine 
geradlinige  Fläche  zweiter  Ordnung  d.  h,  ein  ein- 
faches Hyperboloid  ist,  wie  wir  es  bereits  in  §  20  be- 
trachtet haben. 

Was  nun  in  einem  solchen  räumlichen  Polarsystem  die 
darin  auftretenden  PoIart«traeder  betriffi,  so  sind  sie  sämtlich 
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von  gleicher  Art,  nämlich  so  beschaffen,  dafs  die  Punktinvolu- 
tionen  auf  einem  Paar  Gegenkänten  elliptisch,  auf  den  vier  übri- 
gen Kanten  hyperbolisch  sind  (wie  2),  3),  4)  in  der  Tabelle  des 
§  22).  Denn  nehmen  wir  irgend  ein  Polartetraeder  a6cb  in 
diesem  Polarsjstem,  ao  mufs  es  (§  22)  wenigstens  ein  Paar 
Gegenkanten  mit  elliptischen  Punktinvolutionen  haben ;  seien 
diese  |n6j  und  jcb[.  Betrachten  wir  mm  die  Seitenfläche  [atc], 
welche  dem  Hyperboloid  in  einem  reellen  Kegelschnitt  be- 
gegnen muü,  weil  sämtliche  Erzengende  der  einen  Regel- 
achar  die  Ebene  [a6c]  in  den  Punlsten  dieses  Kegelschnitts 
durchbohren,  so  haben  wir  ein  Polardreieck  a6c  für  diesen 
Kegelschnitt  und  auf  |a6|  eine  elliptische  Punktinvolution, 
alao  in  c  eine  mit  denselben  perspektivische  Strahleninvo- 
lution; da  diese  also  auch  elliptisch  ist,  so  mufa  der  Punkt 
c  innerhalb  des  Kegelschnitts  liegen,  also  die  beiden  konju- 
gierten Strahlen  |ea|  und  |c6|  der  StrahleninvoJution  müssen 
den  Kegelschnitt  in  reelien  Punkten  schneiden;  daher  sind 
jca|  und  |clJi,in  gleicherweise  auch  |ba|  und  jb6|,also  die  vier 
übrigen  Tetraeder  kanten  Träger  hyperbolischer  Punktinvo- 
lutionen im  räumliehen  Polarsysteme,  w.  z.  b.  w. 

Es  bleibt  jetzt  von  allen  acht  möglichen  Fällen  eines 
Pol  arte  traedera  (§  22,  Tabelle)  noch  der  einzige  1)  übrig,  in  dem 
es  nämlich  im  räumlichen  Polarsysteme  ein  Polartetraeder 
giebt,  dessen  s<imthehe  ■^echs  Kanten  Träger  elliptischer  Punkt- 
involutionen 5md  In  diesem  Falle  sind  sämtliche 
Polartetraedei  derselben  Art,  und  das  räumliche 
Polarsystera  hat  keine  reelle  Kernfläche.  Dies  er- 
giebt  sieh  mit  Notwendigkeit  daraus,  dafs  der  jetzt  angenom- 
mene Fall  von  den  übrigen  ausgeschlossen  wird;  denn  gäbe 
es  in  dem  eben  angenommenen  Fall  eines  durchweg  ellipti- 
schen Polartetraeders  aufser  diesem  ein  Polartetraeder  der 
andern  Art  mit  zwei  elliptischen  und  vier  hyperboHschen 
Kanten,  so  müfsten  alle  Polartetraeder  dieser  Art  sein,  also 
auch  das  angenommene,  was  ein  Widerspruch  ist.  In  einem 
solchen  Polarsystem  kann  es  aber  überhaupt  keine  reellen 
incidenten  Element«  geben;  denn  irgend  eine  Seitenfläche 
eines  Polartetraeders  enthält  ein  Polardreieck  eines  ebenen 
Polarsystems ,  für  welches  die  drei  Punktinvolutionen  auf  den 
Seiten  des  Polardreiecks  alle  drei  elliptisch  sind;  ein  solches 
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ebenes  Polai-syatem  hat  niemals  einen  reellen  Kemkegel- 
sebnitt  (Th,  d.  K.  §  57),  also  giett  es  iu  keiner  Ebene  reelle 
Punkte  einer  Kernfläche.  Wir  sagen,  die  ganze  Kernfläche 
ist  imaginär,  wird  aber  durch  das  reelle  Gebilde  dieses  räum- 
lichen Polarsystems  vertreten. 

Wir    haben     demnach     drei    Arten    räumlicher 
Polarsysterae    entsprechend    den    drei    Arten    von 
Polartetraedern,     indem     bei    jedem     Polarsystem 
immer  nur  eine  und  dieselbe  Art  von  Polartetrae- 
dern auftritt: 
1.  Das  räumliche  Polarsystem  hat  nur  Polartetraeder,  deren 
Kanten    sämtHch   Träger    elliptischer  Punlrtinvolutionen 
sind;  es  hat  keine  reelle  Kemflache,  d  h  es  giebt  keinen 
reellen  Punkt,  dessen  Polaiebene  durch  ihn  selbst  geht. 
Tl.  Das   räumliche  Polarsystem  hat  nm  Polartetraeder,    bei 
denen  ein  Paar  Gegenkanten  die  Tiagei  elliptischer,  die 
vier   Übrigen  Kanten   die   Träger  hyperbolischer  Punkt- 
involutionen  sind;   es   hat  eine  relle  Kernfläche,   welche 
eine    geradlinige    Fläche    zweiter    Ordnung     (einfaches 
Hyperboloid)  ist. 
III.  Das   räumliehe  Polarsystem  hat  nur   Polartetraeder,   bei 
denen  jedes  Paar  Gegenkanten   die  Träger  einer  hyper- 
bolischen  und   einer    elliptischen   Puuktinvolution   sind, 
so  dala  drei  Kanten  hyperbolische,  drei  Kanten  elliptische 
Punktinvolutionen  tragen,  iind  zwar  die  ersteren  drei  in 
einer  Ecke  des  Polartötraeders  zusammenstofsen,  die  drei 
letzteren  in   der  gegenüberliegenden  Seiteufläche  liegen. 
Das  Polarsystem  hat  eine  reelle  Kemfläehe ,  welche  eine 
Fläche  zweiter  Ordnung  ist,    die  keine   geraden  Linien 
enthält. 

Wir  können  zur  Abkürzung  für  diese  drei  Arten  von 
Polarsystemen  die  Bezeichnungen  {ee]  ihh]  {he)  wählen  und 
erkennen,  dafs  die  beiden  ersten  Arten  aus  der  im  Anfange 
dieses  Paragraphen  angegebenen  ersten  Hauptklasse  ent- 
springen ,  während  die  dritte  Art  ganz  in  der  zweiten  Haupt- 
klaase  enthalten  ist.  Bei  der  ersten  Art  kann  von  einer 
Konstruktion  der  Kernfläche  überhaupt  nicht  die  Rede  sein, 
weil  keine  solche  reell  vorhanden  ist.  Bei  der  zweiten  Art 
ergiebt  sich  die  Konstruktion  der  reellen  Kernfläehe  in  ein- 
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faehster  Weise  vermittelst  projektiviscber  Ebeiienbüachel  oder 
PunktreiheB.  Es  bleibt  also  übrig,  auch  för  die  dritte  Art 
von  Polar  Systemen  die  reelle  Kernfläche  durch  möglichst  ein- 
fache Konstruktion  herzustellen,  was  nunmehr  geschehen  soll. 


§  24.     Konatruktion  der  Kernfläehe  dsa  räumlichen  Polar- 
systems unabhäitgig  davon,  ob  dieaeltoe  gerade  Linien 
enthält  oder  nicht, 

Dasjenige  räumliehe  Polarsystem,  welches  reelle  sieh 
selbst  konjugierte  Strahlen  enthält,  dessen  Kemfläche  also 
eiji  einfaches  Hyperboloid  ist,  gestattet,  wie  wir  gesehen 
haben,  eben  wegen  des  Vorhandenseins  dieser  Geraden  auf 
der  Fläche  des  Hyperboloids  die  einfache  Konstruktion  des- 
selben durch  projektivische  Ebenenbüschel  oder  Punktreihen, 
welche  bei  einem  Polarsystem  der  dritten  Art  selbstverständ- 
hch  fortfällt.  Wir  können  aber  aus  der  Natur  des  Polar- 
systema  eine  andere  Konstruktion  der  Kemfläche  ableiten, 
die  zwar  nicht  ganz  so  einfach  ist,  als  die  vorige,  wie  es  in 
der  Natur  der  Sache  liegt,  aber  unabhängig  davon,  ob  die 
reelle  Kernfläche  gerade  Linien  enthält  oder  nicht.  Hierzu 
führt  folgende- Betrachtung: 

Gegeben  seien  zwei  konjugierte  Stralilen  s  und  Sj  des 
räumlichen  Polarsystems  und  wenigstens  einer  von  beiden  der 
Tr^er  einer  hyperbolischen  Punktinvolution  (sind  beide  hyper- 
bolisch, so  ist  die  Kernfläche  eine  geradlinige,  ist  nur  einer 
hyperbolisch,  so  hat  die  Kemfläche  keine  geraden  Linien). 
Sei  s  der  Träger  der  hyperbolischen  Punldinvolution  und  d 
und  Oj  die  beiden  Doppelpunkte;  die  Polar  ebenen  dieser 
Punkte  (d.  h.  die  Berührungsebenen  der  Kernfläche  in  den 
Punkten  o  und  Hj)  sind  offenbar; 

[0S|]  =  z  um!  [0,3,]  =  -c, . 
Durch  diese  Bestimmungsstücke  ist  das  räumliche  Polar- 
system noch  nicht  vollständig  bestimmt,  da  sie  bekanntlich 
(S.  145)  nur  acht  Bedingungen  enthalten;  fügen  wir  als  neuntes 
:  noch  einen  Punkt  Dj  der  Kernfläche  hinzu, 
fcem,  also  auch  die  Kernfläche  desselben 
vollständig  bestimmt. 

Wir  konstruieren  zuerst  die  Polarebene  durch  1)3,  d.  h. 
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die  Berühruugaebene  des  Pnnktes  o^ ,  indem  wir  durch  Ca  die 
einzige  Gera,de  ziehen ,  welche  s  und  s,  gleichzeitig  trifft,  so- 
dann zu  den  Treffpunkten  die  beiden  konjugierten  Punkte 
nehmen  in  den  auf  s  und  s,  gegebenen  Punktinvolutionen 
(d.  h.  auf  s  den  vierten  harmonischen  zu  d  und  o,  dem  Treff- 
punkt zugeordneten  Punkt),  dann  ist  die  Ebene,  weiche  %  mit 
diesen  beiden  konjugierten  Punkten  verbindet,  die  gesuchte 
Berührungsebene  r^,  die  Polarebene  von  Oj.  Ferner  können 
wir  leicht  in  der  Ebene  Tj  die  Strableninvolution  ermitteln, 
deren  Mittelpunkt  D,  ist,  und  deren  (imaginäre)  Doppelstrahlen 
das  Linienpaar  bilden,  in  welchem  die  Ebene  Tj  die  Kern- 
iiäche  schneidet.  Wir  setzen  nun  auf  s^  die  Punkfcinvolution 
als  elliptisch  voraus  und  verbinden  dieselbe  mit  j),  erhalten 
dadurch  eine  elliptische  Strahleninvolution,  welche  auf  der 
Schnittlinie  |  tt^  |  eine  elliptische  Punktinvolution  ausschneidet, 
die  mit  O2  verbunden  die  gesuchte  Sfcrahleninvoiution  in  der 
Ebene  Tj  liefert;  wir  hätten  ebenso  auch  die  elliptische  Punkt- 
involution auf  S|  mit  Oj  durch  eine  Strahleninvolution  ver- 
binden können,  die  auf  der  Schnittlinie  |r,r2|  eine  elhptische 
Punktinvolution  ausschneidet 5  dann  hatte  dieselbe  mit  jj^ 
verbunden  die  vorige  elliptische  Strahleninvolution  liefern 
müssen,  da  es  nur  eine  solche  giebt.  Wir  haben  also  jetzt 
von  der  Xernfläche  drei  Punkte  0  Oj  Oj,  ihre  ßerührungsebeneu 
irr,  Tj  und  in  jeder  die  elliptische  Strahleninvolution ,  deren 
imaginäre  Doppelstrahlen  als  das  imaginäre  Linienpaar  der 
Kernfläche  in  der  Berührungsebene  aufzufassen  sind.  Was 
wir  für  den  Punkt  O2  der  Kemfläche  geleistet  haben,  können 
wir  in  gleicher  Weise  für  jeden  beliebigen  Punkt  derselben 
ausführen,  sobald  wir  nur  erst  beliebig  viele  Punkte  von 
ihr  haben,  die  wir  nun  möglichst  schnell  zu  konstruieren 
suchen  wollen. 

Bezeichnen  wir  noch  die  Ebene: 
[0  0,0,1  _«■ 
und  ihren  Pol,  den  Punkt: 

{",',) -t, 

ferner  die  Schnittpunkte  je  dreier  Ebenen: 

{et^t^)  =  a        (ett^)  =  a,         (£TE|)  =  a;, 
dann  haben  wir  in  der  Ebene   e  als  Durchschnitt  mit   der 
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Kenifliielie  einen  Kogelsclmitt,  welcher  dem  Dreieck  o  c,  ü.j 
umschrieben  ist  und  zu  Tan- 
genten in  den  Ecken  die  Ver- 
bindungslinien |a,a2|,  [ajal,  \üa,\ 
hat,  also  dorn  Dreieck  a  a,  flj 
ein  beschrieben  ist  {Fig.  4), 
Daher  schneiden  sich  bekannt- 
lich I  a  0  j,  i  Ol  ü,  I,  j  fla  02 1  in  einem 
Punkte,  und  die  drei  Schnitt- 
punkte (j)|i)2,  0,0;)  COjD,  «ja) 
(oOij  Cini)  liegen  auf  einer 
Geraden ,  welche  die  Polare 
des  vorigen  Punktes  ist  in 
'    ^  Bezug  auf  den  Durchschnitts- 

kegelachnitt. 
Wir  haben  im   räumlichen  Polarsjstem  als  zugeordnete 


Konjugierte  Strahle 

|i)Di|     und     l^ja^l 

■         ■  Iva] 


|ol^! 


I^iil 


Pol:  und  Polarebene: 
0  „      t    =[l)ÜCl,Cl,] 

üj       „    rs  =  [^o,aai] 

Dies  vorausgesehickt,  ziehen  wir  durch  0  einen  beliebigen 
Strahl  X  im  Räume;  derselbe  mufs  der  Träger  einer  hyper- 
bolischen Punktin volution  im  räumlichen  Polarsysteme  sein, 
weil  0  schon  ein  Äsymptotenpnnkt  derselben  ist;  es  kommt 
darauf  an,  den  andern  zu  konstruieren,  d.  h.  den  Schnitt- 
punkt des  Strahles  x  mit  der  Ketnfläche.  Wir  fassen  den 
Strahl  a;  als  Schnittstrahl  zweier  Ebenen  auf,  deren  eine 
durch  |oOi|,  die  andere  durch  |cO;|  gelegt  wird.  Legen  wir 
die  erste  Ebene  durch  den  von  0  ausgehenden  willkürlichen 
Strahl  X  und  den  festen  Strahl  |oo,|,  so  liegt  der  Fol  dieser 
Ebene  auf  dem  konjugierten  Strahl  [  p  ci^  |  und  wenn  jene  Ebene 
diesen  Strahl  in  y  trifft,  so  wird  der  konjugierte  Punkt  j;  in 
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der  Puuktiiivolution  auf  \fi<Xi\  der  gesuchte  Pol  sein.  Die 
Punktinvolution  auf  |  pn^l  ist  aber  bekannt,  nämlich  diejenige, 
welche  die  bekannte  Strahleninvolution  in  der  Ebene  t  durch 
ü  (oder  iu  der  Ebene  r,  durch  o,)  auf  dem  Strahle  l^ja.j  |  aus- 
schneidet. Legen  wir  ferner  die  zweite  Ebene  durch  den 
von  0  ausj^ehenden  willkürlichen  Strahl  x  und  den  festen 
Strahl  I  ])  O2 ] ,  so  liegt  der  Pol  dieser  Ebene  auf  dem  konjugier- 
ten Strahl  l^tti  |)  und  wenn  jene  Ebene  diesen  Strahl  in  l)  trifft, 
so  wird  der  konjugierte  Punkt  ^j  in  der  Punktinvolution  auf 
1^)0]  I  der  gesuchte  Pol  sein.  Die  Punktinvolution  auf  |^aj  |  ist 
aber  bekannt,  nämlich  diejenige,  welche  die  bekannte  Strahlen- 
involution  in  der  Ebene  t  durch  0  (oder  in  der  Ebene  t^ 
durch  Oj)  auf  dem  Strahle  |  ^J  Oj  |  ausschneidet.  Die  beiden 
Punktinvolutionen  auf  jpa,  |  und  |^ja,  |  sind  unserer  Annahme 
zufolge  elliptisch.  Da  wir  nun  die  Pole  y^  ^^'^^  l)i  zweier 
durch  X  gelegten  Ebenen  kennen,  so  ist  Ij:^»),!  der  konjugierte 
Strahl  zu  x.  Möge  endlich  der  Strahl  x  die  Ebene  [^DiOj] 
in  einem  Punkte  j  treffen,  so  wird,  weil  a  der  Pol  der  Ebene 
[Vi'^a]  ist,  die  Polarebene  von  j  die  Ebene  [ij^j')]]  sein; 
sehneidet  diese  den  Strahl  x  in  j',  so  ist  zu  j  und  j'  der  dem 
Punkte  0  zugeordnete  vierte  harmonische  zu  suchen;  dann 
ist  dies  der  gesuchte  zweite  Schnittpunkt  des  Sttahleb  x  mit 
der  Keriifläche;  denn  die  Punktinvolution  auf  '  hat  in  u 
einen  Doppelpunkt  und  das  Punktepaar  5^  zu  konjugierten 
Punkten;  also  ist,  da  letztere  durch  die  beiden  Doppelpunkte 
harmonisch  getrennt  werden,  der  andere  Doppelpunkt  ge- 
funden. Wir  können  diesen  vierten  harmonischen  Punkt  sehr 
viel  einfacher  finden;  die  Strahlen  l^pcijl  ^^^  '.^'^\  1?  ^^^  denen 
die  Punkte  jTj  und  i),  sieh  vorfinden,  liegen  nämlich  in  der 
Ebene  t,  also  auch  die  Gerade  |i;2?il  S^^^  ^^  "^^r  Ebene 
r,  wie  auch  a  priori  klar  ist,  weil  x  durch  0  geht.  Wenn 
daher  die  Schnittpunkte: 

bezeichnet  werden,  so  ist  jy,  ^jj  die  Schnittlinie  der  beiden 
Ebenen  [a^al),]  und  [l^DlJ)^],  welche  dem  Strahle  x  in  den  Punk- 
ten j'  und  j  begegnen.  Legen  wir  nun  durch  diesen  Strahl 
Ij,  ^jI  vier  Ebenen,  die  nach  den  vier  bannonisehen  Punkten 
auf  dem  Strahle  x  hingehen,  so  haben  wir  vier  harmonische 
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Ebenen,  welche  der  Geraden  jüa]  in  vier  harmonischen  Punkten 
begegnen  müssen;  von  diesen  vier  harmonischen  Punkten 
sind  (i  und  der  Schnittpunkt  (OiOj,  ao)  zwei  zugeordnete, 
die  den  Punkten  j'  und  j  entsprechen,  der  dritte  ist  u  und 
der  zugeordnete  vierte  harmonische  werde  mit  O  bezeichnet 
(Fig.  4) ;  dann  ist  ersichtlich,  dafs  O  auf  dem  Kegelschnitt  lie- 
gen mufs,  in  welchem  die  Ebene  a  die  Kernfläche  schneidet; 
denn  für  diesen  schon  oben  angegebenen  Kegelschnitt,  der 
dem  Dreieck  oOiO^  umsehriehen,  dem  Dreiaeit  aa^aj  ein- 
beschrieben ist,  sind  a  und  jüiOal  Pol  und  Polare,  werden 
also  harmonisch  getrennt  durch  u  und  £i,  die  Schnittpunkte 
des  Strahles  japj  mit  dem  Kegelschnitt.  Der  Punkt  O  ge- 
hört also  a  fortiori  der  Kerufläche  an,  da  er  einem  Kegel- 
schnitte auf  derselben  angehört;  die  Ebene  [Oy,!),]  ist  nun 
diejenige,  welche  dem  Strahle  x  in  dem  gesuchten  Punkte 
begegnet  (dem  zweiten  Doppelpunkte  seiner  Punktinvolution). 
Wir  bezeichnen  diese  Ebene 

und  haben  demnach  folgende  Konstrulftion  der  Ebene  |  ge- 
funden ; 

Wir  ermitteln  zuerst  den  Punkt  O  in  der  Ebene  e  als 
den  zweiten  Schnittpuuht  der  Verbindungaliniß  |üa|  mit  dem 
Kegelschnitte,  iu  welchem  die  Ebene  e  die  Kerafläche  achneidet. 
Sodann  legen  wir  durch  den  willkürlichen  Strahl  x  die  Ebenen 
[a^üi]  und  [xo^],  welche  bez.  den  Strahlen  l^pOäl  und  j^jail  in 
y  und  1)  begegnen,  die  zu  diesen  konjugierten  Punkte  in  den 
auf  Ipa^l  und  j^jail  bekannten  Puuktinvolutionen  seien 

jTj     und     t)i ; 
die  Verbindungslinien  ]aj:jj  und  |al)]]  treffen  bez.  die  Strahlen 
IpDjl  und  llJo^j  in  den  Punkten: 

i:,  und  1),, 
dann  ist  [Oyjljj]  diejenige  Ebene  |,  welche  dem  Strahle  x 
in  dem  gesuchten  zweiten  Punkte  der  Kernfläche  begegnet. 
Verändern  wir  den  willkürlichen  Strahl  x,  ao  erhalten 
wir  durch  diese  Konstruktion  unendlich  viele  neue  Punkte 
der  Eernfläche;  zu  jedem  Strahle  x  erhalten  wir  eine  be- 
stimmte Ebene  ^,  und  der  Durch schnittspunkt  (|a;)  ist  allemal 
ein   Punkt   der  Kernfläehe.     Bei  der  Veränderung  des  will- 
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kürliehen  Strahles  x  beschreibt  derselbe  ein  Strahlenbündel 
um  den  festen  Mittelpunkt  o  und  die  zugehörige  Ebene  % 
ein  Ebenenbündel  um  den  festen  IMittelpunkt  O  (vergl. 
S.  29),'  und  die  Abhängigkeit  zugehöriger  Elemente  dieser 
beiden  Bündel  ist  durch  die  obige  Konstruktion  leicht  zu 
erkennen. 

Der  Strahl  x  erscheint  als  der  Schnitt  strahl  zweier  Ebenen, 
die  um  die  beiden  festen  Strahlen  1 0  0]  I  und  I0O2I  sich  drehen, 
also  zwei  Ebenenbüschel  beschreiben,  welche  von  einander 
durchaus  unabhängig  sind,  weil  der  Strahl  x  ganz  willkürlich 
im  Räume  durch  0  gezogen  ist.  Dagegen  wird  das  Ebenen- 
büschei  [OD,i:]  mit  der  Punktreihe  pj  auf  [ipa^l  projektiyisch 
sein  wegen  der  projektiviaehen  Grund  eigen  schaft  des  Polar- 
systems und  ebenso  wird  das  Ebenenbüschel  [0O2I)]  mit  der 
Piinktreihe  l),  auf  |pa]|  projektivisch  sein;  mit  diesen  von  ):^ 
und  i)|  beschriebenen  Punktreihen  liegen  bez.  die  Strahlen- 
büschel laj^j]  imd  |ai)i|  perspektivisch,  also  auch  die  Punkt- 
reihen, welche  j:,  und  1)2  auf  |l)0]|  undl^iOjl  durchlaufen;  die 
veränderliche  Ebene  §  =  [OFiI)2]  können  wir  auffassen  als 
bestimmt  durch  die  beiden  veränderlichen  Strahlen  |Oyj|  und 
IO^jI,  welche  selbst  in  den  beiden  festen  Ebenen  [O^ju,]  und 
[O^Oj]  liegen  und  in  diesen  beiden  Ebenen  zwei  Strahlen- 
büachel  beschreiben,  so  dafs  erstens  das  von  |Ot,|  beschrie- 
bene Strahlenbüschel  mit  dem  obigen  von  der  Ebene  [00,^] 
beschriebenen  Ebenenbüsehel  und  zweitens  das  von  lOlj^l 
beschriebene  Strahlenbüschel  mit  dem  obigen  von  der  Ebene 
[c  Oj  t)]  beschriebenen  Ebenenbüsehel  projektivisch  ist.  Wir 
haben  also  zwei  projektivische  Beziehungen:  Der  veränder- 
liehe Strahl  X  in  dem  Strahlenbündel  ß  wird  durch  zwei 
Ebenen  bestimmt,  welche  Ebenenbüsehel  um  feste  Axen  be- 
schreiben, die  veränderliche  Ebene  |  in  dem  Ebenenbündel  O 
wird  durch  zwei  Strahlen  bestimmt,  welche  ebene  Strahlen- 
büschel in  festen  Ebenen  besehreiben;  das  eine  Ebenenbüschel 
ist  mit  dem  einen  Strahlenbüschel,  das  andere  Ebenenbüsehel 
mit  dem  andern  Strahlenbüschel  projektivisch,  und  dadurch 
ist  die  Abhängigkeit  des  Strahles  x  und  der  Ebene  |  von 
einander  bestimmt.  Diese  beiden  projektivischen  Beziehungen 
sind  aber  nicht  vollkommen  frei,  sondern  einer  Bedingung 
unterworfen,  die  noch  hinzutritt;  die  Ebenenbüsehel  nämlich. 
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welche  die  festen  Axen  ]  o  o,  j  und  |  D  D3 1  haben,  besitzen  eine 
gemeinschaftliche  Ebene  [00,0^]  und  andereraeita  besitzen 
die  StrahleubüBchel  in  den  festen  Ebenen  [O^o,]  und  [D^o^] 
einen  gemein  achaf tili  chen  Strahl  |  O  !p  | ;  der  gemeinschaft- 
lichen Ebene  entspricht  nun  für  beide  projekti  vis  eben  Be- 
ziehungen der  gemeinsebaftliche  Strahl.  In  der  That,  wenn  die 
um  |0Dii  gedrehte  veränderliche  Ebene  in  die  Lage  der  Ebene 
£  =  [0^1  O3]  gelangt,  kommt  j;  nach  a^,  folglich  jTj  nach  ^ 
nnd  ebenso,  wenn  die  um  1 0  Oj  |  gedrehte  veränderliche  Ebene 
in  die  Lage  von  s  =  [dd^Oj]  kommt,  gelangt  t)  nach  a, ,  also 
l),  nach  ^,  daher  entspricht  offenbar  der  Schnittstrahl  \0);)\, 
welcher  den  beiden  Strahlenbüscheln  in  den  festen  Ebenen 
[D^sOj]  und  [O^o^]  gemeinschaftlich  ist,  in  beiden  projek- 
tivischen  Beziehungen  der  Ebene  s.  Ebenso  wie  für  diesen 
besonderen  Fall  der  Strahl  x  unbestimmt  wird,  in  welchem 
die  beiden  zusammenfallenden  Ebenen  sich  sclmeiden,  wird 
auch  die  Ebene  |  unbestimmt,  weil  die  beiden  sie  bestim- 
menden Strahlen  zusammenfallen;  aber  gerade  dieser  Fall 
ist  von  vorn  herein  unserer  Konstruktion  nicht  bedürftig, 
weil  wir  in  der  Ebene  e  alle  Punkte  (x,  |}  der  Kemfläche 
kennen,  nämlich  die  Punkte  des  oben  hervorgehobenen  Kegel- 
schnitts, der  dem  Dreieck  00,0^  umschrieben,  dem  Dreiaeit 
flftiaj  ejnbeschrieben  ist.  Unsere  Konstruktion  leistet  das 
von  ihr  Verlangte,  indem  sie  alle  übrigen  aul'serhalb  dieser 
Ebene  liegenden  Punkte  der  Kernfläche  finden  lehrt. 

Wir  haben  in  dem  Obigen  eine  Konstruktion  der  Kern- 
fläche eines  räumlichen  Polarsystems  gegeben,  unabhängig 
davon,  ob  diese  Kernfläche  gerade  Linien  enthält  oder  nicht, 
vermittelst  zweier  Gebilde  von  zwiefacher  Unendlichkeit;  eines 
Strahl  enbiindels  und  eines  Ebenen  bündeis ,  die  in  eine  der- 
artige Beziehung  zu  einander  gesetzt  sind,  welche  man 
„Reziprozität"  nennt.  Diese  Gebilde  zweiter  Stufe  und  die 
Beziehung  ihrer  Elemente  auf  einander,  sowie  die  daraus  ent- 
springenden Erzeugnisse  werden  in  dem  zweiten  Abschnitte 
dieses  Buches  näher  untersucht  werden.  Während  hier  diese 
Gebilde  aus  dem  räumlichen  Polarsystem  hervortraten,  wird 
dort  umgekehrt  aus  der  Konstruktion  der  Fläche  zweiter 
Ordnung  vermittelst  reziproker  Gebilde  zweiter  Stufe  das 
räumliehe   Polarsystem    abgeleitet   werden    (§  66).     Da   wir 
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also  dort  noch  einmal  auf  dasselbe  zurückkommen,  so  wollen 
wie  seine  weitere  Untersuchung  bis  auf  jene  St«lle  verschie- 
ben, wobei  dann  insbesondere  die  ausgezeichneten  Elemente 
des  räumlichen  Polaraystems  (Mittelpunkt,  konjugierte  Durch- 
messer, Fokalkegelschnitte),  einer  eingehenden  Untersuchung 
unterzogen  werden  sollen.  Wir  kehren  nunmehr  zu  der  gerad- 
linigen  Fläche  zweiter  Ordnung,   dem  Hyperboloid,   zurück. 


§  25.    Das  orthogonale  Hyperboloid. 

Ein  Hyperboloid  von  besonderer  Art  erhalten  wir,  wenn 
wir  zur  Bestimmung  des  räumlichen  Polarsystems,  dessen 
Kernfläche  dieses  Hyperboloid  sein  soll,  zwei  konjugierte 
Strahlen  s  und  Sj  als  die  Äxen  zugehöriger  ortho- 
gonaler Ebeneninvolutionen  (S.  14)  annehmen.  Sind 
p'^  und  \i^  die  unendlich -entfernten  Punkte  der  gegebenen 
Strahlen  s  und  s,,  so  hat  die  Ebene  [spj^],  welche  dem 
Strahle  Sj  parallel  läuft,  zu  ihrer  konjugierten  die  darauf 
rechtwinklige,  welche  in  ^j  den  Strahl  s,  treffe;  dann  ist 
also  Ipi  der  Mittelpunkt  der  Punktinvolution  auf  s^,  welche 
die  EbeneninvolutioD  des  konjugierten  Strahles  s  ausschneidet. 
Ebenso  legen  wir  zu  [Sit>'°]  eme  rechtwinklige  Ebene 
durch  s,;  diese  treffe  ö  m  ^,  dinu  ibt  p  der  Mittelpunkt  der 
Punktinvolution  auf  s,  und  diese  Kon^itraktion  zeigt,  dafs 
\^pi\  nichts  anderes  ist,  als  die  kuizeste  Entfernung  der  bei- 
den Geraden  « s, ,  die  windschief  im  Räume  Siegen,  weil  \\!^i\ 
auf  beiden  lechtwmkhg  steht 

Die  orthogonalen  Ebeiieumvolutionen  durch  s  und  s, 
schneiden  auf  ■;;  und  s  elliptische  Punktinvolutionen  aus,  von 
denen  wu  voierst  nui  die  Mittelpunkte  ^j  und  ^3,  und  ihre 
konjugierten,  die  uiiendliLh  entfernten  Punkte  ^'^  und  ^" 
kennen  gelernt  haben.  Diese  Involutionen  sind  vollständig 
bekannt,  sobald  wir  noch  ein  Paar  konjugierter  Punkte  von 
jeder  kennen;  wir  wählen  hierzu  die  Potenzpunkte,  d.  h.  die- 
jenigen konjugierten  Punkte  der  Punktinvolution,  welche  von 
dem  Mittelpunkte  gleich  weit  abstehen.  Das  negative  Quadrat 
dieses  Abstandes  ist  dann  die  Potenz  der  elliptischen  Punkt- 
involution; wir  bezeichnen  sie  durch 
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und  können  den  Wert  von  B  leiclit  ausdrücken.    Sei  niimiicli 
d  die  kürzeste  Entferiiuiig  zwischen   den  Strjililen   s   und  s, 

d  =  n\ 
und  w  der  Winkel,  welchen  die  Richtungen  der  beiden  Strahlen 
s  und  S|  mit  einander  bilden,  so  müssen  die  beiden  Ebenen 
durch  S| ,  welche  durch  die  Potenzpunkte  auf  s  gehen,  recht- 
winklig zu  einander  sein,  weil  sie  der  orthogonalen  Ebenen- 
involution mit  der  Axe  Sj  angehören,  und  es  wird  daher 
JJ  .  sin  w  =  (?,  also: 


Hierdurch  ist  die  Potenz  {—B'')  der  Punktinvolution  auf's 
gefunden,  und  gleichen  Wert  hat  offenbar  die  Potenz  der 
elliptischen  Punktinvolution  auf  s, ,  Das  räumliche  Polar- 
system ist  noch  nicht  vollständig  bestimmt  durch  die  beiden 
orthogonalen  Ebeneninvolutionen  der  konjugierten  Strahlen 
s  und  S|,  da  diese  nur  acht  Bestimmungsstücke  enthalten 
(S.  146);  wir  können  noch  über  ein  neuntes  Bestimmungsstück 
verfügen.     Die  vier  Punkte: 

V  Vi   r   ^7 

bilden  ein  Polartetraeder  des  räundichen  Polarsystems,  und 
wir  keimen  nur  die  elliptischen  Punktinvolutionen  auf  einem 
Paar  Gegenkant«ii  s  =  l^^j"!  und  s,  =  I^Jip^  |;  da  wii'  es  nur 
mit  einer  reellen  Kerniläche  (einem  Hyperboloid)  zu  thuu 
haben  wollen,  so  müssen  die  Punktinvotntionen  auf  den  vier 
übrigen  Kanten  des  Polartetraeders  hyperbolisch  sein  (S.  166, 
II) ;  wählen  wir  einen  Äsymptotenpunkt  auf  [^i^jl  willkürlieh  als 
neuntes  Bestimmungsstück,  so  ist  das  Pplarsystem  vollständig 
bestimmt;  es  sei  dies  der  Punkt  o  aufserhalb  ^jp,,  so  dal's 
das  Verhältnis : 

^  =  ft  <  1 

(der  Fall  f^  =  1  wird  hier  ausgeschlossen  und  in  §  30  be- 
sonders untersucht  werden;  für  einen  Wert  ;*  >  1  braucht 
man  nur  p  und  ^, ,  d,  h.  s  und  s,  mit  einander  zu  vertauschen) 
sei,  dann  wird  der  vierte  harmonische  zu  o  zugeordnete  Punkt 
ü]  zwischen  \>  und  ^j,  so  liegen,  dafs 
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ist,  und  es  werden  doj  die  beiden  Asymptotenpuukte  der 
hyperbolischen  Punktinvolution  auf  der  Kaute  |^^)||  des  Polar- 
tetraeders sein.  Der  Mittelpunkt  W  dieser  Punktinvolution 
ist  also  die  Mitte  zwischen  loOil 


und  die  Potenz  der  hyperbolischen  Punktinvolution  ist  leicht 

auszudrücken;  wir  nennen  sie  c^,  also  (Mo)^  =  c^  und  haben 

nach     bekannten    elementaren    Eigenschaften     harmonischer 

Punkte : 

c  =  d  •  T— ^— r  • 
1  — (t* 

Wir  wollen  jetzt  auf  den  übrigen  Kanten  unserers  Polar- 
tetraeders pp;^j"l)j°  die  Potenzen  der  zugehörigen  hyperboli- 
schen Punktinvohitionen  ermitteln  und  hierzu  die  Seiten- 
flachen  des  Polartetraeders  betrachten,  welche  die  Träger 
ebener  Polarsjsteme  sind,  von  denen  die  Seiten  je  eines 
Polardreieeks  mit  ihren  PunktJnvolutionen  zur  Bestimmung 
desselben  dienen.  Nehmen  wir  zuerst  die  Seitenfläche  [iJi^l)"]' 
so  kennen  wir  auf  den  beiden  Strahlen  |p]l3|  und  il3i^"|  die 
zugehörigen  Punktinvolutionen,  die  erstere  ist  hyperbolisch 
mit  der  Potenz  c*  und  dem  Mittelpunkt  Wt,  die  letztere 
elliptisch  mit  der  Potenz  —  B''  und  dem  Mittelpunkte  ^j,; 
folglich  läfst  sich  die  Punktinvolution  auf  der  dritten  Seite 
l^lp"!  des  Polar dreiecks  bestimmen,  welche  notwendig  hyper- 
bolisch sein  mufs;  ihr  Mittelpunkt  ist  ^,  weil  die  Ecke  ^'^ 
des  Polardreiecks  im  Unendlichen  liegt.  Nennen  wir  A^  die 
Potenz  der  hyperbolischen  Punktinvolution  auf  H)})"!,  uud 
denken  wir  uns  die  Asymptotenpunkte  derselben  ermittelt, 
so  bilden  dieselben  mit  den  Punkten  D  Oj  zusammen  ein  voll- 
ständiges Viereck,  dessen  Diagonaldreieck  ein  Polaidreieek 
sein  mufs ;  nun  hat  der  Diagonalpunkt  ^j  zur  Polare  s,  =  |  (jj  ^^^  |, 
und  die  Seite  |  u  Oj  |  =  [^1))  |  hat  zum  Pol  ^^,  folglich  müssen 
die  beiden  übrigen  Djagonalpunkte  auf  s,  liegen,  konjugierte 
Punkte  sein  und  durch  ^jj  und  \>'^  harmonisch  getrennt  werden 
wegen  der  Eigenschaft  des  vollständigen  Vierecks.  Diese 
beiden  Punkte  können    daher  nichts  anderes    sein,    als    die 
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Potenzpimkte  auf  s,;  umgekehrt  erhalten  wir,  wenn  wir  die 
bekannten  Poteni.punkte  a'jf  s,  verbinden  mit  den  Punkten 
D  Pi  als  Durchschnit+spunkte  die  gesuchten  Asymptoten  punkte 
auf  j  ^  p^  I,  nnd  weg:"n  der  Ähnliclik''it  der  Dreiecke  erhy,lteu 
■wir  daher: 

^  =  —^  =  fi,  also  Ä  =  fiB. 

Die  Potenz  der  hyperbolischen  Punki Involution  auf  der  Kante 
1^3  ^"1  ist  also  =  fi^B^.  Jetzt  betrachten  wir  die  zweite  Seiten- 
fläche [l3i)'°l)*j  unseres  Polartefcraed'3i'5 ;  in  ihr  ist  \)  der  Pol 
von  |i)"^)"|,  also  der  Mittelpunkt  dss  sbenen  Polarajstems, 
und  auf  den  beiden  konjugierten  Duriihmessern  I^J^)"]  und 
0)  ^)*  I  kennen  wir  die  zugehörigen  Punktinvolutionen ;  die  erstere 
auf  s  ist  elliptisch  «sd  hat  die  Potenz  —  B^,  die  zweite 
auf|})l)"|  ist  hyperbolisch  und  hat  die  Potenz  ii'B^;  hieraus 
läfst  sieh  die  Punktinrolution  auf  jp"!:)^!  ermitteln,  welche 
hyperbolisch  sein  mufs.  Anstatt  dieser  ganz  im  Unendlichen 
liegenden  hyperbolischen  Punktinvolution  fassen  wir  lieber 
die  mit  ihr  perspektivische  Strahleninvolution  durch  ^  auf; 
denken  wir  uns  die  Asymptoten  derselben  ermittelt,  welche 
harmonisch  getrennt  werden  durch  die  Strahlen  [  p  ^"^  |  =.  s  und 
|^^3"|  (konjugierten  Durehmesser)  und  hingehen  nach  den 
Asymptotenpunkten  der  Punktinvolution  auf  |^j*^"|;  bezeich- 
nen wir  diese  Asymptotenpunkte  durch 

o"  und  o", 
so  ist  die  Lage  der  Asymptoten  \'[>o'^\  und  tpof|  durch  die 
Potenzen  der  Punkfcinvolutionen  auf  den  konjugierten  Durch- 
messern |p^)'°|  und  j^j^"|  leicht  zu  ermitteln;  ziehen  wir  nämlieh 
durch  die  Endpunkte  des  reellen  Durchmessers  Parallele  zu 
dem  konjugierten  Durchmesser,  so  werden  auf  diesen  Parallelen 
durch  die  Asymptoten  Stücke  abgeschnitten,  welche  die  Länge 
des  imaginären  konjugierten  Durehmessers  vertreten;  also 
haben  wir: 

B         '^     ~    sm(yo'°,  ppD  sin  (po^,  ijpj^) 

Hierdurch  ist  also  die  Eiehtung  des  Punktes  o"  bestimmt 
und  in  gleicher  Weise  bestimmt  sich  die  Richtung  des  Punk- 
tes ])",  Noch  einfachei  gestaltet  sich  hiernach  die  Kon- 
struktion, wenn  wn  ttuich  den  kürzesten  Abstand  d,  der  auf 
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beideu  Geraden  s  und  Sj  rechtwinklig  ist,  die  beiden  Ebenen 
[äs]  und  [dsi]  legen  und  die  Neigungswinkel  zwischen  den- 
selben durch  zwei  neue  Ebenen  so  teilen,  dafs  das  Teilung- , 
Verhältnis  der  Sinus  der  Teil  wink  el  den  bekannten  Wert 
ft  = -^  erhält;  diese  beiden  Ebenen,  welche  die  ersteren 
harmonisch  trennen,  treffen  die  unendlich-entfernte  Gerade 
|p"^)^|  in  den  gesuchten  Äsymptotenpunkten  ß'"  und  o"  der  auf 
ihr  beftndlicben  hyperbolischen  Punktinvolution. 

Sind  aber  erst  auf  den  beiden  konjugierten  Geraden  (Gegen- 
kanten des  Polartetraeders)  {l/ipil  =  d  und  |p"p^|  =  d"  die 
Asymptotenpunkte : 

der  zugehörigen  hyperbolischen  Punktinvolutionen  gefunden, 
so  ergeben  sich  die  Verbindungslinien  derselben  bekannt- 
lich als  sich  selbst  konjugierte  Strahlen,  d.  h.  als  Gerade 
Linien  der  Kernfläehe  oder  Erzeugende  des  Hyperboloids; 
wir  bezeichnen  dieselben: 

JDU''|  =  Z  |0|ü*|  =(/ 

haben    also   l  und   g   parallel,   ^,   und  /[   parallel  und   ihre 
Richtungen  bestimmt  durch  die  Sinus-Verhältnisse : 
o_»_  ^  _  _0UJ_  =  „  =    Bin_ils)_  ^ sin  (I,_sl 

Wir  haben  jetzt  auf  unserem  Folartetraeder ; 

sämtliche  Punktinvolutionen  der  Kanten  ermittelt;  auf  den 
Kanten  |l)l)°"|  und  |lJ,p^I  sind  sie  elliptisch,  ihre  Mittelpunkte 
p  und  Ipj,  ihre  Potenzwerte  -—  -Ö';  auf  den  Kanten  \\fi]i"\  und 
IPjP"!  sind  sie  hyperbolisch,  ihre  Mittelpunkte  ^  und  \>,,  ihre 
Potenzwerte  ft^-B^;  auf  der  Kante  \\i'(>,\  ist  sie  hyperbolisch, 
ihr  Mittelpunkt  M,  der  Potenzwert  c*  (wo  cc="-— — -,-  ist); 
endlich  wird  die  Punktinvolution  auf  der  unendlich- entfernten 
llp^lp^l  besser  angeschaut  durch  die  mit  ihr  perspektivische 
Strahieninvolution  von  ip  oder  ^j,  aus,  deren  Asymptoten  zu 
den  Geraden  l  und  l^  oder  g^  und  g  parallel  laufen. 
Die  vier  Punkte: 
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sind  nicht  blofs  die  Ecken  eines  wintlscliicfen  Vierseits,  dessen 
Seiten : 

9  l  9x  h 
Erzeugende  der  hyperboloidisclieii  Kernfläclie  sind,  sondern 
können  auch  aufgefaCst  werden  als  die  eines  Polartetraeders  an- 
derer Art,  wie  wir  es  auf  S.  144  gefunden  haben :  nämlich  das 
windschiefe  Yievseit  hat  vier  Ecken  und  vier  Seitenflächen, 
indem  je  zwei  Seiten  desseJben  sowohl  in  einer  Ecke  sich 
treffen,  als  auch  in  einer  Seitenfläche  liegen;  diese  Ecke  und 
Seitenfläche  sind  Pol  und  Polarebene.  Die  Diagonalen  des 
windschiefen  Vierseits  sind  ein  Paar  konjugierter  Strahlen  und 
zugleich  das  dritte  Paar  Gegenkanten  des  Tetraeders,  dessen  vier 
übrige  Kanten  die  Seiten  des  windschiefen  Vieraeits  sind. 

Dieses  Tetraeder  hat  mit  dem  vorigen  das  eine  Paar  Gegen- 
kanten  ä  und  d^  gemeinschaftlich,  deren  Richtungen  zu  einander 
rechtwinklig  sind,  weil  d  auf  s  und  s^  rechtwinklig  ist,  während  rf^ 
die  unendlich- entfernten  Punkte  von  s  undSj  verbindet.  Wenn 
wir  3)1,  den  Mittelpunkt  der  hyperbolischen  Punktinvolution  auf 
d,  mit  d"^  durch  eine  Ebene  verbinden,  so  ist  deren  Pol  der  un- 
endlich-entfernte Punkt  von  d,  folglich  ist  ^  der  Pol  der  unend- 
lich-entfernten Ebene,  also  der  Mittelpunkt  für  alle  Punktinvolu- 
tionen der  durch  Wt  gezogenen  Strahlen,  d.  h.  der  Mittelpunkt 
des  Hyperboloids  (S.  98),  und  für  das  Polarbündel,  dessen 
Mittelpunkt  SR  ist,  müssen  der  Strahl  d  und  die  Ebene  [iOJtTJ], 
weil  sie  rechtwinklig  zu  einander  sind,  eine  Hauptase  und 
eine  Hauptebene  sein  (8.  48);  die  beiden  andern  Hauptaxen 
sind  die  Halbierungsatrahlen  der  Winkel  zwischen  den  Asym- 
ptoten, die  wir  erhalten,  wenn  wir  durch  SR  Parallele  zu  l 
(oder  g)  und  \  (oder  ^,)  ziehen.  Denn  die  Strahlen  Involu- 
tion von  ^,  perspektivisch  mit  der  Punktinvolution  auf  &°^, 
hat  zu  Äxen  die  beiden  übrigen  Hauptaxen  des  Polarbün- 
dels Wi.  Der  Kemkegel  dieses  PoIarbündeJs  W  ist  aber,  wie 
wir  wissen,  der  Asymptotenkegel  (S.  99)  des  Hyperboloids, 
und  die  Hauptaxen  des  ersteren  fallen  der  Richtung  nach 
zusammen  mit  den  Hauptaxen  des  letzteren.  Auf  einer  der- 
selben (t?)  kennen  wir  die  Potenz  der  zugehörigen  hyper- 
bolischen Punktinvolution  (c');  von  den  beiden  andern  Haupt- 
axen mul's   daher   eine  der  Träger  einer  hyperbolischen  (ö'^), 
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die  andere  der  Träger  einer  elliptischen  ( — a^)  Punktinvolution 
sein,  da  die  Ebene  [^i(?']  das  Hyperboloid  in  einer  Hyperbel 
schneidet,  deren  Asymptoten  naeh  o"  und  o"  hingehen.  Von 
dieser  Hyperbel  können  wir  leicht  ein  Paar  konjugierter  Durch- 
messer mit  ihren  Punktinvolutionen  ermitteln,  indem  wir 
durch  3)1  Parallele  zu  s  und  s^  ziehen;  nach  bekannten  Be- 
ziehungen erhalten  wir  die  Potenzen  der  Punktinvolutionen 
auf  diesen  beiden  von  9)i  zu  s  und  s,  gezogenen  Parallelen: 

und  nach  bekannten  elementaren  Beziehungen  zwischen  har- 
monischen Punkten: 

tiiiSi  ^        1 _yj!_  ^   ->t^ 

also  die  beiden  Potenzen: 


von  denen  die  erste  negativ,  die  zweite  positiv  ist,  während 
die  Axen  die  Potenzwerte: 

—  a*    und     i* 
hefern;   die  Axen  sind  aber  selbst  ein  besonderes  Paar  kon- 
jugierter Durchmesser,   und  wir  haben   für  zwei  Paare  kon- 
jugierter Durchmesser  die  bekannten  Beziehungen : 

J^t- ?-—  =  !,2  —  »2,         d,  h.      rt^  —  6^  =  B\ 

1  —  fi'         1  —  fi.' 


■  sw-'w  =  a'o',  a.  h.  a'o'  =  —  T, — , 

da  aber  nach  dem  früheren 

B  sin  MJ  =  d    und     — ^ — ^  =  c  ist, 

so  folgt: 

a^  —  6*  =  B^     und     a^b''  =  B^c', 
woraus  sich  zwischen  den  Potenzwerten  der  Punktinvolutionen 
auf   den    drei    Hauptaxen    des  Hyperboloids   die   Bedingung 
ergiebt : 

„V-7^  +  ?-»''. 

*)  D^  jeder  reelle  Durcliiiiefiser  der  Hyperbel  gröfser  iat,  als  die 
reelle  Axe,  ao  l'olgt: 
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wo  2c  und  26  die  hyperbolischen  reellen  Hauptaxeu,  2a  die 
elliptische,  d.  h.  —  a'  das  Quadrat  der  halben  imagiüären 
Hauptaxe  bedeutet  (S.   101). 


und  da  -B'  -=  a'  —  &'  ist,  wird 


i,iB'>b'  —  !x^b\ 


n'fl''  >  !)'-    oder 
f '  >  -^  ■ 
-  den  ilim  gkielien  W  it md    hemcrken, 


dafa  Vc^  —  V  dci  halbe  Abstand  dei  Biennpmkte  In  Ulipsi, 
BO  wird,  wenn  diLse  Biennpankte  mit  u    bezeichnet  -netden 


rt.(^' 


ist, 


d,  h.  der  Punkt  (i  liegt  notwendig  zwischen  BreuapuDlit  nnd  zugehö- 
rigem Scheitel  deijenigea  Ellipse,  welche  ia  einer  Hauptebene  des 
Hyperboloids  liegt. 

Dieselbe  Bedingung,  so  geschrieben:  —j-< -p-    zeigt,     wenn   wir 

für  _  den  ihm  gleichen  Wert  — ^ —  setzen,  und  bemerken,  dafs 

Va'  +  c'  der  halbe  Abstand  der  Brennpunkte  der  Hyperbel  ^^.^  ist, 
wenn    diese    Brennpunkte    in    der    c-Aso    diiroli    f,   und   f,   beneichnet 


Tob 


■^   smw    im'i. 


also:  3iDj<a«f5, 

d.h.  der  Punkt  pi  liegt  notwendig Kwischon Brennpunkt  und  zugehörigem 
Scheitel  deijenigen  Hyperbel  ^f]^,  welche  in  einer  Hauptebene  des 
Hyperboloids  liegt  und  mit  dem  Hauptschnitt  (Sfl  die  grofse  Axe 
2c  gemeinschaftlich  hat. 


D*  nämlich; 


Kf  =  ^c= 


mu^Vc^  +  a'-^-^    ist, 
■   mi;<c,   so   mufs    'iStp,  >c   sein. 
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Aus  dieser  Beziehung  geht  hervor,  dals  das  von  uns 
betrachtete  Hyperboloid  von  besonderer  Art  ist,  weil  zwischen 
den  Gröfsen  der  Hauptaxeii  eine  Bedingung  obwaltet.  Diese 
Bedingung  selbst  läfst  unmittelbar  erkennen  eine  ähnliche 
für  den  Asymptotenkegel  unseres  Hyperboloids,  den  Kern- 
kegel desjenigen  Polarbiindels  iin  räumlichen  Polarsystem, 
dessen  Mittelpunkt  9}E  ist.  Da  nämlich  (S.  103)  die  beiden 
Kegelötfnungen  in  den  Hanptebenen: 

in  der  [a  6]-Ebeüe     ctg  &  =  -v- 
,,     „      [ßcJ-Ebene'    ctg  g?  = — 
sind,  so  liefert'die  vorige  Bedingung: 

ctg^  &  — -  clg'  y  =  1 , 
welche  zeigt  (S.  68),  dafs  der  Asymptotenkegel  ein  ortho- 
gonaler Kegel  ist.  Die  Hauptaxen  und  Hauptebenen  des- 
selben fallen  zusammen  mit  den  Hauptaxen  und  Hauptebenen 
unseres  Hyperboloids.  Der  Durchschnitt  des  Hyperboloids 
mit  der  [6c]-Ebene  ist  eine  Ellipse  ©fj  mit  den  Hauptaxen 
26  und  2c,  von  denen  die  letztere  die  gröfsere  ist  wegen 
der  obigen  Relation  .,=  — t^?~(''>^)-  Der  Durchschnitt 
des  Hyperboloids  mit  der  [ac] -Ebene  ist  eine  Hyperbel  §^^^ 
mit  der  reellen  Hauptaxe  2e  und  dem  Asjmptotenwinkel 
2<p,  d.  h.  demjenigen  Winkelraum,  in  welchem  nicht  die 
Hyperbel  zweige  liegen,  also  tg  95  =  —  ■  Der  Durchschnitt 
des  Hyperboloids  mit  der  [a&]-Ebene  ist   eine  Hyperbel  ^J^^ 


liegt    daher   gan«   iiinertalb   der  Strecke   ffj,    welche  ßelbst  folgenden 
Wert  hat: 


Wenn  iaabcaondere  p  bis  nach  f  gelangt,  so  kommt  pj  nach  f,,  und 
es   wird  in  diesem  Grenzlalle  p=  =  ^  =  -^,  der  Wert  von  [i  kann 

also  irar  bis  zu  diesem  Grenzwerte  —  hin  abnehmen,  aber  nicht 
unter  denselben  heruntergehen.  In  diesem  Grenzfalle  selbst  wird 
u.  =  —  ,      1^11'=—,-,     <i  = ,  also  da  d^^S  .  sin  w  ist,  w  =^  90". 


y  Google 


§  25.    Düs  orthogonale  Hyperboloid.  183 

mit  der  reellen  Äxe  2b  und  dem  Asjinptotenwinkel  29', 
d.  li,  demjenigen  Winkelraum,  in  welchem  nicht  die  Hyperbel- 
zweige liegen,  also  tg  0  =  -- ;  der  komplementäre  Winkei- 
raum,  welcher  die  Hyperbelzweige  selbst  enthält,  ist  >  90", 
weil  ß  >  6  ist  wegen  der  obigen  Kelation  -j-  =  — ^j-  ■  Die 
Asymptoten  dieser  Hyperbel  ^'^*^,  welche  in  der  Ebene 
[TOp^]  lißgt.  sind  die  Pai'allelen  durch  3Jt  einmal  zu  l  (oder  g) 
und  andererseits  zu  l^  (oder  g^).  Ein  Durchmesser  dieser 
Hyperbel  ^''^l  ist  für  uns  von  besonderem  Interesse,  nämlich 
derjenige,  welcher  auf  einer  der  Asymptoten  reehtwiuMig 
ist,  sei  dies  der  zu  l  rechtwinklige ;  dies  mufs  ein  reeller  Durch- 
messer sein,  weil  er  iu  den  Winkelraum  zwischen  den  Asym- 
ptoten hineinfällt,  die  den  über  90"  betragenden  Winkel  ein- 
schliefsen,  in  dem  die  Hyperbel  liegt.  Dieser  Durchmesser 
2x  ist  leicht  zu  ermitteln;  sei  sein  konjugierter  2^,  so 
haben  wir  wegen  der  Rechtwinkligkeit  von  x  gegen  l: 

y  .  cos  (yx)  =  x 
und  wegen  der  Eigenschaft  der  konjugierten  Durchmesser: 

^-  —  y'^  =  b-  —  a^ 

X  .  y  .  sin  (xy)  =  ah, 
woraus  folgt  j/^  -  -  a;'  =  ?/*  sin'  {xy)  =  a^  —  h''  =  — ,5--,  und  da 

^2  __  (.2 

d.  h.  der  gesuchte  zur  Asymptote  rechtwinklige  Durchmesser 
der  Hyperbel  ^^^l  ist  gerade  so  grofs  wie  die  Haoptaxe  2c 
des  Hyperboloids.  Legen  wir  daher  durch  ihn  und  diese 
Haoptaxe  eine  Ebene,  so  muls  dieselbe  das  Hyperboloid  in 
einem  Kreise  schneiden',  weil  durch  den  Mittelpunkt  5)t  des 
Durchs chnittskegelsehnitts  zwei  gleiche  zu  einander  recht- 
winklige Durchmesser  gehen. 

Wir  haben  also  die  Kreisebeuen  des  Hyperboloids  ge- 
funden; es  sind  diejenigen  beiden  Ebenen,  welche  durch  die 
c-Axe  rechtwinkhg  zu  den  Erzeugenden  /,  (oder  g)  und  \ 
(oder  (?|)   gelegt    werden.     Nehmen  wir  einen   dieser  beiden 
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Kreise,  so  ergiebt  sich  eine  sehr  einfache  Konstruktion  unseres 
Hyperboloids. 

Sei  !■■  ein  beliebieger  Punkt  dieses  Kreises  und  ziehen 
wir  \ox\  und  |D|  j:|,  so  ist  der  Winkel  j)j:0|  =  90**,  weil  |dOi| 
ein  Durchmesser  des  Kreises  ist;  ferner  steht  die  Ebene  [ovoi] 
rechtwinklig  auf  dem  Strahle  l,  der  durch  o  geht.  Da  also 
l  Normale  der  Ebene  [o,!;ü]  ist,  so  ist  ihre  Richtung  auch 
auf  der  Richtung  von  |ü,j:|  rechtwinklig;  da  lo^x]  rechtwinklig 
ist  zu  l  und  zu  lüvl,  so  ist  J0|);]  Normale  der  Ebene  [(Joj-i] 
oder  pl"];  legen  wir  daher  die  Ebene  ■^,y]j  welche  durch  |  o^v] 
geht,  die  Normale  der  Ebene  {l}:'],  so  müssen  die  Ebenen 
[}■[]  und  [lixl  selbst  zu  einander  rechtwinklig  sein,  weil  eine 
durch  die  Normale  der  andern  f  eht.  Nnn  sind  aber  ;  und  l, 
Erzeugende  des  Hyperboloids  und  >:  ein  gewisser  Punkt  des- 
selben, folglich  müssen  sich  die  beideii  Ebenen  [?y]  und  fZ,).'] 
in  einer  Geraden  g^  schneiden,  wekhe  der  anderen  ßegel- 
schar  angehört,  zu  der  nicht  l  und  l.  gehören.  Wir  haben 
daher   folgende   einfache  Konstrulitiou  unseres  Hyperboloids: 

Wenn  man  um  /  eine  Ebene  dreht  und  durch  l^ 
allemal  eine  zu  ihr  rechtwinklige  Ebene  legt,  so 
beschreibt  die  Durchschnittslinie  beider  Ebenen 
eine  Regelsehar  g^  unseres  Hyperboloids. 

Dafs  die  beiden  durch  diese  Bewegung  erzeugten  Ebenen- 
büsehei  [/]  und  [?,]  projektivisch  sind,  ist  evident  (siehe  §  26). 
Wir  nennen  ein  solches  besonderes  Hyperboloid,  welches  er- 
zeugt wird  von  zwei  projekti  vis  eben  Ebenenbüscheln,  deren 
entsprechende  Ebenen  rechtwinklig  zu  einander  sind ,  ein 
orthogonales  Hyperboloid*)  und  haben  als  charakte- 
ristische Eigenschaft  desselben  die,  dafs  seine  Kreisschnitte 
rechtwinklig  stehen  auf  zwei  bestimmten  Erzeugenden  l  (oder  </), 

•)  Vergl.  J.  Steiner:  Crelle'a  Journal  Bd.  li  8.  292,  Aufgaben 
und  Lehreätze,  J.  Steiner:  Syst.  Entw.  d.  Abb..  g.  Gest.  v.  einand. 
S.  218  u.  233.  M.  Chasles;  Journal  do  matbömatiques  p.  J,  I-iou- 
ville  tome  I  p.  3äi:  Analogie  entre  des  propoaitiona  de  Göomötrie 
plane  et  de  Göomötrie  ä  troia  dimenaionB.  A,  Schönfliea;  Synthetisch- 
geometrieohe  UnterBuchungen  über  Pläohen  II.  Grades.  Inang.- Diaser- 
tation. Berlin  1877.  A.  SchönfHea:  Über  ein  apecjellea  Hyperboloid, 
Zeitschrift  f.  Math.  u.  Phya.  Bd,  XXIII  8.  269.  H.  Schröter;  Über 
ein  einfiwihea  Hyperboloid  von  besonderer  Art,  Borchardts  Journal  f. 
Math.  Bd.  86,  S.  26. 
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^1  (oder  g,)  der  einen  oder  der  andern  Regelscliar.  Wir  hätten 
ebenso  auch  durch  g  und  g^  Paare  je  zweier  zu  einander  recht- 
winkligen Ebenen  legen  können,  deren  Durchschnittslinien 
l^  die  andere  Eegelschar  desselben  Hyperboloids  erzeugen. 

Da  der  Äsjmptotenkegel  des  Hyperboloids  ein  orthogo- 
naler ist,  wie  oben  bemerkt  wurde,  und  die  Kegelstrahlen  den 
Erzeugenden  des  Hyperboloids  parallel  laufen,  so  folgt  schon 
aus  der  Erzeugung  des  orthogonalen  Kegels  durch  rechtwink- 
lige Ebeuenpaare  die  des  orthogonalen  Hyperboloids,  und 
dadurch  ist  auch  die  gleichnamige  Bezeichnung  gerechtfertigt. 

Das  Resultat  unserer  Untersuchung  besteht  also 
darin,  dafs  ein  räumliches  Polar  System,  in  dem 
zwei  konjugierte  Strahlen  mit  zugehijrigen  ortho- 
gonalenEbeneninvolutionen  vorkommen,  zurKern- 
fläche  ein  orthogonales  Hyperboloid  hat. 

§  26,    Eino  metrische  Eigenschaft  des  orthogoualGn 
Hyperboloids. 

Wir  gehen  auf  die  einfache  Erzeugung  des  orthogonalen 
Hyperboloids,  welche  wir  zuletzt  kennen  gelernt  haben,  noch 
näher  ein,  um  einige  Folgerungen  daran  zu  knüpfen. 

Drehen  wir  um  zwei  feste  windschiefe  Gerade  l  und  l^ 
als  Axen  zwei  veränderliche  Ebenen  ^  und  1,  und  stellen 
dieselben  beständig  rechtwinklig  zu  einander,  so  wird  ihre 
Schnittlinie: 

|U,|=3. 
eine  Regelschar  eines  orthogonalen  Hyperboloids  beschreiben; 
denn  sei  die  zur  Stellung  der  Ebene  ^  normale  Richtung 
durch  den  unendlich- entfernten  Punkt  f"  gegeben,  dann  ist 
die  durch  l^  und  j"  gelegte  Ebene  die  Ebene  l,.  Bei  der 
Drehung  von  |  um  l  durchläuft  aber  ;■"  eiue  gerade  Punkt- 
reihe auf  derjenigen  unendlich-entfernten  Geraden  l",  in 
welcher  die  Normalebene  der  Axe  l  die  unendlich- entfernte 
Ebene  s°°  schneidet;  es  beschreiben  die  Ebenen  |  und  [l'f] 
zwei  gleiche,  also  projektivische  Ebenenbüsche],  von  denen 
das  zweite  nur  als  das  um  90"  gedrehte  erste  erscheint,  folg- 
lich ist  auch  die  von  jr"  beschriebene  gerade  Punktreihe  mit 
dem  von  g  beschriebenen  Ebenenbüschel  projektivisch,  daher 
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sind  es  auch  die  Ebenenbüschel : 

l[^-}    und    ;,[^,]. 

Ihr  Erzeugnis,  der  Ort  der  Schnittlinie  |  ^  li  |  =  (f^,  ist  also 
eine  Regelschar  eines  einfachen  Hyperboloids,  von  welchem 
l  und  li  ein  Paar  Erzeugender  der  andern  ßegelschar  sind. 
Dafa  dieses  Hyperboloid  ein  orthogonales  ist,  erkennen  wir 
sogleich,  wenn  wir  irgend  eine  Ebene  s  normal  zum  Strahle  l 
legen;  dann  wird  nämlich  auf  der  durch  l  gehenden  Ebene  | 
sowohl  die  Ebene  1,  als  auch  die  Ebene  s  rechtwinklig  stehen, 
folglich  auch  die  Schnittlinie  |6i«!;  die  Ebene  £  schneidet 
daher  die  Ebenen  |  und  |j  in  zwei  zu  einander  rechtwink- 
ligen Strahlen,  welche  durch  zwei  feste  Punkte  gehen,  die 
Durchschnittspunkte  der  Strahlen  l  und  Z,  mit  der  Ebene  f. 
Der  Ort  des  Scheitels  eines  rechten  Winkels,  dessen  Schenkel 
durch  zwei  feste  Punkte  laufen,  ist  aber  ein  Kreis,  folglieh 
ist  die  Durchschnittskurve  der  Ebene  £  mit  unserem  Hyper- 
boloid ein  Kreis.  Das  Gleiche  gilt  von  einer  beliebigen  Ebene 
£[,  die  normal  zum  Strahle  li  gestellt  wird.  Wir  haben  also 
folgendes  Ergebnis: 

Wenn  ein  diedrischer  rechter  Winkel  sich  so 
bewegt,  dafs  seine  beiden  Ebenen  um  zwei  feste 
windschiefe  Gerade-^und  ^i  sich  drehen,  so  be- 
schreibt seine  Kante  ein  orthogonales  einfaches 
Hyperboloid,  dessenKreisschnittebenen  rechtwink- 
lig auf  den  beiden  Erzeugenden?  und  l,  des  Hyper- 
boloids stehen. 

Hieraus  ergiebt  sich  zugleich  eine  zweite  Konstruktion 
des  Hyperboloids: 

Wenn  zwei  windschiefe  Gerade?  und  ?,  gegeben 
sind,  und  man  bewegt  eine  veränderliche  Ebene  s, 
welche  denselben  in  den  Punkten  ^3  und  p,  begegnet 
so,  dafs  sie  beständig  zu  l  (oder  ?,)  rechtwinklig 
bleibt,  dann  wird  ein  über  ^  ^j,  als  Durchmesser 
in  der  Ebene  b  beschriebener  Kreis  ein  orthogo- 
nales Hyperboloid  erzeugen,  dessen  einer  Regel- 
schar l  und  ?i  angehören.  Dasselbe  Hyperboloid 
erhält  man  als  Ort  einer  zweiten  Kreisschar,  wenn 
man  in  einer  zu  ?,  rechtwinklig  gestellten  Ebene  fj 
dieselbe  Konstruktion  ausführt. 
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Zioht  man  durch  den  Mittelpunkt  M  eines  orthogonalen 
Hyperboloids  Parallele  zu  sämthehen  Erzeugenden  g^  der 
einen  Kegelschar,  so  sind  dieselben  bekanntlich  Strahlen  des 
Asymptotenkegels  (S.  99);  zieht  man  auch  zu  l  und  l^  die 
Parallelen  s  und  Sj  durch  Säi  und  betrachtet  s  s^  als  die 
Axen  zweier  den  Asymptoten kegel  erzeugenden  projektivi- 
schen  Ebenenbüschel,  so  sind  diese  Ebenenbüscliel  bez.  parallel 
gestellt  und  gleich  den  Ebenenbüseheln  l{g:c~\  und  i,  [(?J, 
welche  das  orthogonale  Hyperboloid  erzeugen,  folglich  ist  der 
Äsymptotenkegel  des  orthogonalen  Hyperboloids  ein  ortho- 
gonaler Kegel  (S.67),  und  da  der  orthogonale  Kegel,  wie  wir 
gesehen  haben  (S.  70),  immer  auch  erzeugt  werden  kann  durch 
zwei  projektivisch-gleiche  Ebenenbüschel,  so  schlieCsen  wir: 
Zwei  projektiv! seh  -gleiche  Ebenenbüschel, 
deren  Axen  sich  nicht  treffen,  erzeugen  allemal 
ein  orthogonales  Hyperboloid. 

Sind  o'"  und  o^  die  unendlich -entfernten  Punkte  der 
Axen  l  und  (,,  legt  man  die  Ebenen  [^ü"J  und  PiO'"],  die 
sich  in  der  Geraden  [0*0*1=  f^j"  schneiden,  also  parallel 
laufen,  und  legt  man  endlich  durch  l  und  l^  die  zu  diesen 
Ebenen  rechtwinkligen  Ebenen,  so  schneiden  sich  dieselben 
in  dem  kürzesten  Abstände  d=  |öOj|  der  beiden  Geraden  l 
und  i|,  und  die  Schnittlinien: 

l'>oTI=S'i  \H'>"'\=9 
müssen  offenbar  zwei  besondere  Erzengende  der  Regelschar 
gx  sein,  und  zwar  ist  g  parallel  l  und  g^  parallel  l^,  also 
auch  die  Ebene  [^j/,]  parallel  der  Ebene  [^1,]  und  ihr  Ab- 
stand d^  |ooi|  die  kürzeste  Distanz  sowohl  für  die  Geraden 
l  und  i,  als  auch  für  die  Geraden  g  und  g^,  nämlich: 
0  =  (Jg^)     und     Ci  =  {l\g)- 

Legen  wir  nun  irgend  eine  Ebene  e  rechtwinklig  zum 
Strahle  l,  so  ist  dieselbe  auch  zu  g  rechtwinklig ;  sie  schneidet 
das  Hyperboloid  in  einem  Kreise,  die  vier  Sti'ahlen  11^  g  g^ 
in  vier  Punkten  1)  l^i  q  cii;  da  |^^j  |  Durchmesser  dieses  Kreises 
ist,  ferner  die  Ebene  [/(?,]  der  Ebene  {l^g]  parallel  und  e  zu 
beiden  rechtwinklig  ist,  so  schneidet  s  beide  in  parallelen 
Linien;  folglich  sind  die  Sehnen  |(jq|  und  |p|ii||  im  obigen 
Kreise  parallel,  also  ist  auch  jtnii'  ein  Durchmesser  des  Kreises. 
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Wir  erkennen  hieraus,  dal'a  wir  an  Stelle  cier  gegebenen  Strah- 
len l  und  li,  welche  wir  als  Axen  zweier  projektiv isclien 
Ebenenbüschel  nahmen,  deren  entsprechende  Ebenen  zu  einan- 
der rechtwinküg  gestellt  wurden,  auch  die  beiden  mit  jenen 
Erzeugenden  Parallelen  g  und  g,  der  zweiten  Kegelschar 
hätten  annehmen  können,  um  in  gleicher  Weise  das  ortho- 
gonale Hyperboloid  zu  konstruieren;  also: 

Es  lüfst  sich  dasselbe  orthogonale  Hyperboloid 
auf  zwei  verschiedene  Arten  durch  je  zwei  pro- 
jektivische  Ebenenbüchel  erzeugen,  deren  ent- 
sprechende Ebenen  zu  einander  rechtwinklig  sind. 
Die  Äsen  dieser  Ebenenbüschel  sind  zwei  zu  den 
beiden  Kr  eis  schnitten  rechtwinklige  Erzeugende 
l  und  i,  der  einen  Regelschar  des  Hyperboloids 
oder  die  mit  ihnen  parallelen  Erzeugeiiden  g  und 
ff,  der  andern  Regelschar, 

Da  die  Ebenen  [?(/,]  und  [l^gl,  welche  sich  in  c^  schnei- 
den, die  Berührungaebenen  des  Hyperboloids  in  den  Punkten 
(^9i)  =  '^  ii^d  (lig)  ^  0|  sind,  so  ist  |oo,|  ^  d  der  konjugierte 
Strahl  zu  ri",  also  der  Mittelpunkt  5)t  zwischen  i;  und  ü,  der  Pol 
der  unendlich -entfernten  Ebene,  d.  h.  der  Mittelpunkt  des 
Hyperboloids.  Die  durch  ?Jf  und  if,  gelegte  Ebene  ist  recht- 
winklig auf  d,  also  d  seibat  eine  Hauptaxe  und  die  Ebene 
[3)E(^7]  ^i^"*  Hftuptebene  des  Hyperboloids.  Wir  nennen  die 
Länge  der  einen  Hauptaxe  des  Hyperboloids 

und  erhalten  die  beiden  andern,  indem  wir  in  der  Ebene 
[3)E(fJj  die  Parallelen  durch  "iJl  zu  l  (oder^)  und  ?,  (oder  3,) 
ziehen,  dieselben  als  die  Asymptoten  der  Durchachnitts- 
Hyperbel  {^fl)  in  dieser  Hauptebene  erkeimen  und  Winkel 
und  Nebenwinkel  zwischen  diesen  Asymptoten  halbieren; 
diese  zu  einander  rechtwinkligen  Halbierungslinien  sind  die 
Hauptaxen  ihrer  Richtung  nach;  die  eine  mufs  hyperbolisch 
{=  2&)  sein,  die  andere  elliptisch;  ihre  Länge  wird  bekannt- 
lich vertreten  durch  das  Stück  (2  a),  welches  durch  die 
Asymptoten  auf  einer  Scheiteltangente  abgeschnitten  wird. 

Da  nun  eine  durch  |  c  Oj  |  =  d  rechtwinklig  zu  l  gelegte 
Ebene  das  Hyperboloid  in    einem  Kreise  schneidet,    dessen 
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Durchmesser  2c  ist,  so  schneidet  dieselbe  die  Hyperbel  §*] 
in  einem  Durchmesser,  der  ebenfalls  2  c  sein  mu(s  und  recht- 
winklig auf  einer  (zu  l  parallelen)  Asymptote  dieser  Hyperbel 
steht;  sei  für  den  Augenblick  der  zii  diesem  konjugierte 
Durehmesser  2e,,  so  haben  wir  wegen  der  Rechtwinkligkeit 
von  c  gegen  die  eine  Asymptote 

c  =  Ci  cos(cc,) 

und  wegen  bekannter  Beziehungen  zwischen  den  Paaren  kon- 
jugierter Durchmesser: 

c'  —  c^  =  &^  —  «* 
ccj  sin(ßc,)  =  ab, 

woraus  folgt  a'^  —  6'  =  — -j — 

oder:  —^  —  -vj-  +     ,,    =  l5, 

die  schon  oben  (S.  180)  gefundene  Bedingung  zwischen  den 
Axen  eines  orthogonalen  Hyperboloids. 

Wenn  wir  uns  hei  dem  orthogonalen  Hyperboloid  zwei 
solche  besondere  konjugierte  Strahlen  s  und  s,  herstellen,  wie 
wir  sie  früher  (S.  174)  als  Axen  zugehöriger  orthogonaler 
Dbeneninvolutionen  zum  Ausgangspunkte  wählten,  so  be- 
sitzen die  Punkte  des  Hyperboloids  eine  sehr  einfache  me- 
trische Eigenschaft  rücksiehtlich  s  und  s,,  die  wir  hervor- 
heben müssen. 

Nehmen  wir  auf  derjenigen  Hauptaxe  (2c)  des  orthogo- 
nalen Hyperboloids,  durch  welche  die  Kreisachnitte  gehen,  ein 
solches  Paar  konjugierter  Punkte  {^)fi,)  an,  dafs  die  Strecke 
pp,  ganz  hineinfällt  in  die  Strecke  ffj  (s.  Anm,  zu  S.  182), 
wo  f  und  fi  die  demselben  Seheitel  zunächst  liegenden  Brenn- 
punkte in  den  Hauptschnitten  der  [c6]-Ebene  und  der  [ca]- 
Ebene  bedeuten  (was  in  doppelter  Weise  geschehen  kann); 
legen  wir  sodt\nn  durch  f>  eine  zur  e-Axe  rechtwinklige  Ebene, 
welche  das  Hyperboloid  in  einer  Hyperbel  schneidet  und 
denken  uns  die  zu  dieser  konjugierte  Hyperbel  konstruiert, 
dann  giebt  es  in  dieser  Hyperbel  einen  reellen  Halbmesser 
von  der  Grösse  ff,  (==   --),   der  natürlich  doppelt  auftritt. 
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;.  Hyperboloids. 


Der  zu  einem  solchen  Halbmesser  konjugierte  Durchmesser 
der  Hyperbel  ist  der  Stralil  s,  der  zu  demselben  konjugierte 
Strahl  Sj  und  das  Strahlenpaar  ss,  ist  von  der  verlangten 
Beschaffenheit.  Dafs  in  der  That  ein  reeller  Halbmesser  von 
der  Gröfse  -  in  der  obigen  Hyperbel  existieren  mufs,  er- 
kennen wir  sofort  aus  dem  Werte  der  reellen  Zwergaxe  jener 
konjugierten  Hyperbel;  nach  S.  180  ist  die  Potenz  der  zu- 
gehörigen Piinktinvolution  =  «^  (1  —  (t^)  und,  da  nach  der 
Konstruktion  des  Punktepaars  (jf^^)  das  Verhältnis   ^^  >   -7 

ist,  also  1  —  (t^  < j —  (_=  -^),  so  ist  «-(l  —  jc^)  <  - -j— , 

also  der  gesuchte  Halbmesser  reell. 

Ist  auf  diese  Weise  ein  solches  besouderes  Paar  konju- 
gierter Strahlen  sSj  für  das  orthogonale  Hyperboloid  her- 
gestellt, welche  durch  die  Punkte  ^j  und  ^j,  so  gelegt  sind, 
dafs 


r  uns  (Fig-  5)  durch  0  z 


lue  Parallele  t  und 
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zu  Sj  eine  Parallele  f^  gezogen,  nehmen  sodann  einen  beliebigen 
Punkt  j:  der  Geraden  l  und  legen  durch  j:  eine  Ebene  normal 
KU  den  parallelen  Strahlen  s  und  t,  denen  diese  Ebene  in  y' 
und  %"  begegnen  möge,  ebenso  durch  f  eine  Ebene  normal 
zu  den  parallelen  Geraden  s,  und  i, ,  denen  diese  Ebene  in 
den  Punkten  jri  und  j;!'  begegnen  möge ;  dann  sind  die  beiden 
Dreiecke  yj:'/'  und  ffifl  einander  ähnlich,  weil  sie  resp.  bei 
j:"  und  jr'i'  rechtwinklig  sind  und  die  Seiten 

ff'  =  ü^)  VX"  =  Ofi  ■  sm{lt) 

Xi?;  =  'ih        n'i  =01:.  sin(;;i) 

einander  proportional  sind ;  folglich  wird  auch  das  Verhältnis 


sein  müssen,  d.  h.  jeder  Punkt  >•  der  Geraden  l  hat  von  den 
Geraden  s  und  s,  Abstände,  die  in  dem  konstanten  Verhält- 
nisse (i  zu  e  nan  1er  stehen  Di  d  ese  Abst  mde  \  e  der  r  um 
liehen  Fig  n  m  absolute  S  nne  aufzufassen  s  nd  so 
hat  ihr  Ve  1  altu  f  alle  Punkt  de  C  era  I  n  ?  17  ^  den 
selben  absol  ten  We  tu,  D  e  e  E  geaschaft  les  konstanten 
AbatandsYerhaltn  ases  kommt  1 1  alle  n  den  I:  unkten  d  eser 
Erzeugenden  Igl  q  onde  n  1  ha  pt  samt!  eben  Punkte  1 
des  orthogon  le     Hj^erholo  1    z 

Denn  le^en   w  r   lurch  1     n  1  ü    zw  nande      e  ht 

winklige  Ebenen  d  e  s  1  de  Erze  j,eu  \  n  g  de  0  tho 
gonalen  Hji  erb  lo  da  hne  len  s  1  I  t  ch  n  cl  st  für 
die  Richtung  YOn  ^  e  n  seh  einfache  Ce  tz  e  kenne  Ii 
U  sehneide  eh  d  e  Erze  gen  len  /  1  1  ^  u  d  du  ci  p  gel  en 
die  zu  s  unl  pa  allel  gezogenen  Geraden  ti  1  tztere 
werden  du  ch  er  te  e  1  armon  ch  ^et  nnt  egen  de  Ve 
hältnisses 

sn  l  Bi 


( 


=  f 


Ziehen  wir  durch  0  auch  noch  eine  Parallele  li^  zu  g^:,  so 
wird  die  Ebene  [Ä^jr,]  parallel  sein  der  Ebene  \<ixl\\,  und  die 
Ebene  [A;bZ]  mit  der  Ebene  [g^l],  zusammenfallen;  da  aber 
die  Ebenen  \_f|■■<^^  ^^'^  [S^s^^il   ^u   einander  rechtwinklig  sind, 
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so  müssen  auch  die  Ebenen  [hj,]  und  [fij:9\]  zu  emander 
rechtwinklig  sein.     Die  ¥ier  Ebenen: 

sind  aher  harmonisch  und  zwei  zugeordnete  rechtwinklig  zu 
einander,  mithin  halbieren  diese  die  Winkel  zwischen  den 
beiden  andern  zugeordneten  Ih^f]  und  [h^t^].  Wenn  aber 
in  einem  Dreikant  h^tt^  der  Neigungswinkel  an  einer  Kante 
hx  halbiert  wird  durch  eine  Ebene,  welche  die  gegenüber- 
liegende Seitenfläche  dea  Dreikants  in  einer  Geraden  l  gehnei- 
det, so  ist: 

folglich  hat  das  Verhältnis    .   ■■  "      den   konstanten  Wert  ;t 

und,  da  die  Strahlen  h^tti  bez.  parallel  laufen  den  Strahlen 
^ü  s  S| ,  so  sind  auch  die  Richtungen  dieser  Strahlen  der  Be- 
dingung unterworfen: 

d.  h.  die  Erzeugenden  ^j;  einer  Kegelschar  des  ortho- 
gonalen Hyperboloids  verändern  ihre  Richtung 
dergestalt,  dafs  das  Verhältnis  der  Sinns  der  Win- 
kel, welche  sie  mit  den  festen  Richtungen  von  s 
und  s,  bilden,  den  konstanten  Wert  (i  behält. 

Dafs  dasselbe  auch  für  die  Erzeugenden  l^  der  andern 
Begelschar  gilt,  braucht  nicht  besonders  nachgewiesen  zu 
werden,  weil  die  Erzeugenden  der  beiden  Regelscharea  paar- 
weise parallel  laufen. 

Nehmen  wir  jetzt  eine  beliebige  Erzeugende  g^  der  ersten 
Regelschar,  so  trifft  dieselbe  l  und  (,  in  den  Punkten  a  und 
6;  diese  besitzen,  weil  sie  auf  den  Geraden  l  und  J^  liegen, 
wie  vorhin  gezeigt  wurde,  die  Eigenschaft,  dafs  ihre  Ab- 
stände von  s  und  s,  in  dem  Verhältnis  ft  zu  einander  stehen ; 
seien  die  Perpendikel  aus  a  auf  ss,  die  Geraden  jaa'j  und  jaai|, 
die  Perpendikel  ans  h  aufs  und  s^  die  Geraden  jbb'l  und  |6&,'|, 
dann  ist: 
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ziehen   wir  ferner   durch  a   eine   Parallele   i  zu  s  und  eine 
Parallele  t,  zu  s. ,  so  ist  auch: 


Eine  Normalebene  durch  6  zu  s  gelegt  (Fig.  6),  treffe  r 


s  in  V  und  t  in  6";  ebenso  wird  eine  Normalebene  durch  Ij  zu 
Sj  gelegt,  den  Strahl  Sj  in  61  und  tx  in  t'/  treffen,  und  da  diese 
beiden  Ebenen  normal  zu  s  und  s„  also  auch  zu  t  und  i,  sind, 
so  sind  auch  |fc"6|  und  \b"h'\  normal  zu  (  a.s.  w.  Wir  haben  also : 

aa'  =  i"V       W  =  at .  sin(^j;() 


folglieh  sind  die  beiden  Dreiecke  6&'6"  und  ÜtiK  einander 
ähnlich,  weil  ihre  Seiten  proportional  sind.  Aus  der  Ähnlich- 
keit der  Dreiecke  folgt  aber  die  Gleichheit  der  Winkel,  nämlich 

BohbOtbr,  TfaeoT.  d.  Uberfl.  2,  Oidn.  13 
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folglich  die  Gleichheit  der  Neigungswinkel : 

/.  (M,  [W) -i.  CR s,],  [(,».]) 

weil  t  die  Normale  der  Ebene  [bb'b"]  und  t,  die  Normale  der 
Ebene  [6&iK']  ist 

Nehmen  wir  jetzt  auf  dei  Erzeugenden  g^  einen  beliebi- 
gen Pankt  f  an  und  legen  durch  ihn  eine  Normalebene  zu 
s,  welche  s  und  f  in  den  Punkten  j.  und  j,  trefte,  und  zwei- 
tens durch  j:  eine  Nnrm iltbene  zu  (.,,  welche  ^|  und  /,  in 
y'i  und  //  treft'e,  dann  müssen  auch  die  Dreiecke: 

y  t  f        und        y  /i  ü 
einander  ähnlich  sein,  weil  sie  zwei  Seiten  proportional  und 
den  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkel  gleich  haben;  es  ist 
nämlich  ^/j.'.  _  ^'„ .         ^^-  _  „j.  _  ^i^^gj) 

rWI  =  alo;        n"=  <xy  .  äm{9^t,), 
^^^'^  -r)^  =  #t  ==  -^ 

und  aufserdem  ^^'^-^'  _  ^  ^^^^^^ 

weil  diese  ebenen  Winkel  den  Neigungswinkeln 

.  /.([fa],P?,])-/.([(,s,],  RsJ) 
l)ez.  gleich  sind. 

Aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  folgt  aber  die  Pro- 
portionalität des  dritten  Seiten  paare  a : 

d,  h.  die  Perpendikel  aus  dem  beliebigen  Punkte  y  der  Erzeugen- 
den g^  auf  die  beiden  festen  Strahlen  ss,  stehen  in  dem  kon- 
stanten Verhältnisse  /i  zu  einander.  Wir  haben  also  folgen- 
i!es  Resultat: 

Jeder  Punkt  des  orthogonalen  Hyperboloids 
besitzt  die  Eigenschaft,  dal's  das  Verhältnis  seiner 
Abstände  von  den  beiden  festen  Strahlen  s  und  s, 
einen  unveränderlichen  Wert  (ii)  behält. 

Diese  Eigenschaft  lälst  sich  geradezu  umkehren,  denn  es 
ist  leicht  einzusehen,  dai's  kein  anderer  Punkt  im  Räume  als 
diejenigen  unsres  Hyperboloids  die  Eigenschaft  haben  kann, 
denselben  Wert  des  Verhältnisses  seiner  Abstände  von  s  und 
s,  zu  liefern:  wir  sehliefsen  also: 
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Der  Ortsämtiicher  Punkte  im  Räume,  für  welche 
das  Verhältnia  ihrer  Abstände  von  zwei  festen 
windschiefen  Geraden  ss,  einen  konstanten  Wert 
(t  (<  1)  besitzt,  ist  ein  orthogonales  Hyperboloid. 
Die  Konstruktion  desselben  ans  den  gegebenen  Dat«n  sSj 
und  ji  ist  im  Vorigen  enthalten. 

Solche  zwei  Gerade  ss,  sind  allemal  konjugiert 
in  Bezug  auf  das  Hyperboloid  und  die  Axen  zu- 
gehöriger orthogonaler  Ebeneninvolutionen, 

§  ä7.  Das  gleichseitige  Hyperboloid.*) 
Dem  orthogonalen  Hyperboloid,  welches  uns  in  den 
beiden  letzten  Paragraphen  beschäftigt  hat,  steht  Kur  Seite 
ein  anderes  Hyperboloid  von  besonderer  Art,  welches  sich 
zu  jenem  in  ähnlicher  Weise  verhält,  wie  die  gleichseitige 
Hyperbel  zum  Kreise. 

Das  charakteristische  Merkmal  des  orthogonalen  Hyper- 
boloids war  die  Eigenschaft,  dafs  seine  beiden  Kreisaehnitte 
normal  stehen  auf  zwei  Erzeugenden.  Hier  tritt  uns  die 
Krage  nach  einem  Hyperboloid  entgegen,  welches  durch 
eine  zu  einer  Erzeugenden  rechtwinklige  Ebene  in  einer 
gleichseitigen  Hyperbel  geschnitten  wird;  oder  auch,  da  die 
beiden  unendlich- entfernten  Punkte  einer  gleichseitigen  Hyper- 
bel in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen  sich  fin- 
den, und  durch  jeden  derselben  eine  Erzeugende  derselben 
der  die  erste  Erzeugende   angehört,  gehen  mufs, 


Ein  Hyperboloid  zu  finden,  bei  welchem  drei 
derselben  Regelschar  angehörige  Erzeugende  1(^1^ 
normal  unter  einander  gerichtet  sind. 

Da  hier  nur  die  Richtungen  der  Erzeugenden  in  Betracht 
kommen,  so  können  wir  uns  durch  den  Mittelpunkt  des 
Hyperboloids  (oder  irgend  einen  beliebigen  Punkt  im  Räume) 
die  Parallelen  zu  den  Erzeugenden  der  einen  oder  der  anderen 
Regelschar  gezogen  denken;  diese  bilden   bekanntlich  (S.  99) 

*)  Vergl.  H,  Vogt;  „Über  eia  besoiideres  Hyperboloid",  Boi'- 
chardt's  Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik.  Bd.  36, 
S.  30t. 
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den  Asj  mptotenkegel  des  Hyperboloids  und  die  TOrige  Frage 
reduziert  sieh  auf  die  folgende:  Giebt  es  auf  eiuem  Kegel 
2.  0.  drei  zu  emandei  noimale  Kegelstrablen.  Diese  Frage 
ist  oben  (S  7*^)  beantwortet  worden  und  giebt  uns  hier  fol- 
gende Antwüit  aut  unsere  neue  Frage: 

Kommen  unter  den  Erzeugenden  einer  Regel- 
scbar  drei  zu  einander  normaie  vor,  so  giebt  es 
unendlich  viele  solcher  Tripel  von  normalen  Er- 
zeugenden, indem  zu  jedem  Strahl  der  ßegelschar 
zwei  bestimmte  unter  einander  und  zu  ihm  nor- 
male Erzeugende  derselben  Regelschar  vorhanden 
sind. 

Oder  auch: 

Ist  einmal  eine  Ebene,  weiche  ein  Hyperboloid 
in  einer  gleichseitigen  Hyperbel  schneidet,  recht- 
winklig zu  einer  Erzeugenden  desselben,  so  schnei- 
det jede  zu  einer  Erzeugenden  normale  Ebene  das 
Hyperboloid  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel. 

Es  ist  leicht  die  Bedingung  dafür  aufzustellen,  dal's 
dieser  Fall  einmal  auftritt.  Nehmen  vrir  den  Hauptschnitt 
des  Hyperboloids  (J^^j,  eine  Ellipse,  deren  Hauptaxen  2e  und 
2b  sind,  während  die  a-Axe  imaginär  d.  h.  der  Träger  einer 
elliptischen  Punktinvolution  ist,  deren  Potenz  ^  ^  a'  ist, 
so  dafs  also  die  beiden  Hauptschnitte  ^'■^l  und  ^'^^  Hyperbeln 
sind  mit  der  gemeinschaftlichen  imaginären  ß-Axe  und  den 
reellen  Zwergaxen  2  c  und  2  b.  Denken  wir  uns  eine 
der  beiden  Erzeugenden  aufgesucht,  welche  in  der  Be- 
rührungsebene eines  Scheitels  der  c-Axe  enthalten  sind; 
sei  l"  diese  Erzeugende  und  die  darauf  rechtwinklig  ge- 
stellte Ebene  e,  welche  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel 
schneiden  soll;  dann  wird  diese  Ebene  s  durch  die  e-Axe 
gehen,  welche  zugleich  ihre  reelle  Haüpta^e  ist;  die  imagi- 
näre Hauptaxe  derselben  trägt  also  eine  elliptische  Involution 
mit  der  Potenz  —  c^;  diese  ist  die  Schnittlinie  der  Ebene  e 
mit  der  [afe]- Ebene.  Die  Hyperbel  §J,^j,  deren  Potenzen  auf 
den  Hauptaxen  h^  und  — a^  sind,  hat  also  einen  imaginären 
Durchmesser  mit  der  Potenz  —  c*  und  eine  Asymptote,  welche 
rechtwinklig  auf  letzterem  steht,  weil  sie  parallel  l"  ist.    Nen- 
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neu  wir  für  den  Augenblick  tlenjeiiigeii  reellen  Diirclimesser 
2ci,  welcher  konjugiert  ist  der  Schnittlinie  |  £,[«&]),  so 
haben   wir    für   die   Hyperbel    ^'^l : 

(ö  „  C-'  =  }}>■  —  d^ 

CjC  .  siu(cc,)  =  ah 
C[  cos(cej)  =  Cf 


woraus  folgt: 


.  =  0. 


Dies  ist  die  Bedingung  zwischen  den  Haiiptaxen  des  Hyper- 
boloids dafür,  dafa  dasselbe  einmal  drei  zu  einander  nonnale 
Erzeugende  einer  Regelschar  habe,  also  aiich  unendlich- viele 
solcher  Tripel. 

Wir  nennen  ein  solches  Hyperboloid   ein  gleichseiti- 
ges Hyperboloid. 

Fassen  wir  nun  bei  einem  gleichseitigen  Hyperboloid 
drei  solche  zu  einander  'rechtwinklige  Erzeugende  1 1^  l^  der- 
selben Regelschar  auf,  so  giebt  es  bekanntlich  drei  zu  den- 
selben parallele  Erzeugende  fjgid^  ^^'^  andern  Regelschar,  die 
mithin  auch  unter  einander  normal  sind,  und  da  jedes  g^  jedem 
f.r  begegnen  mufs,  so  enthalten  die  gg^gi  die  kürzesten  Ent- 
fernungen zwischen  je  zwei  der  II J^  und  umgekehrt.  Solche 
sechs  Erzeugende  g  g-iSil  \  h  fügen  sich  zusammen  zu  sechs 
Kanten  eines  Parallelepipeds,  dessen  übrige  sechs  Kanten  nicht 
auf  dem  Hyperboloid  liegen,  oder  zu  den  sechs  Seiten  eines 
räumlichen  Sechsseitej  dessen  je  zwei 
Gegenseiten  parallel  sind  (Fig.  7) : 

^9\\9\g%' 
Die  sechs  Ecken  dieses  Sechsseits  sind 
zugleich  sechs  Ecken  des  Parallelepi- 
peds, dessen  beide  übrige  Ecken  nicht 
auf  dem  gleichseitigen  Hyperboloid 
"'  y.pj_  liegen. 

Wir  können  uns  solcher  rechte 
winkligen    Sechsseite    oder    Parailelepipeda    unendlich    viele 


y. 


/ 
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herstellen,  die  in  einem  gewissen  Zusammenliimge.  unter 
einander  stehen.  Alle  haben  offenbar  als  gemeinschaftlichen 
Mttfilpunkt  den  Mittelpunkt  ^  des  Hyperboloids. 

Bezeichnen  wir  die  aufeinanderfolgenden  Ecken  des  obigen 
räumlichen  Sechsecke: 

ftfc)-«  ijiA-\  (ts,)~^  (j/M-'h  Ä9)-»  (s!,)-c,, 

so  dafs  aa, ,  bi,,  et.  Gegenecken  aindj  nehmen  wir  ferner  ein 
zweites  Seehsseit  derselben  Art: 

V  g[  l^g  i'i  (/2 
und  bezeichnen  entsprechend  dessen  Ecken: 
(Jig'-i)  =  <i  {9'^V)=Vi.{Vgi)=^z' {g\^)=iXi.(Vi9)  =  ^'  {g'l[)'^i[, 
so  Jassen  sich  mannigfache  Beziehungen  zwischen  den  Durch- 
schnittspunkten  der  Seiten   dieser  räumlichen   Sechsseite  er- 
mitteln. 

Die  Tier  Geraden  ijijj/ig'ä  bilden  ein  windschiefes  Vier- 
seif,  bei  welchem  die  Gegenkauten  l^  und  J,  rechtwinklig  zu 
einander  gerichtet  sind  und  in  gleicher  Weise  auch  das  zweite 
Paar  Gegenkanten  g\  und  g^,  folglich  ist  dies  »in  solches 
Tetraeder  besonderer  Art,  wie  wir  es  S.  84  betrachtet 
haben;  in  ihm  ist  auch  das  dritte  Paar  Gegenkanten  recht- 
winklig, die  Hohen  treffen  sieb  in  einem  Punkte,  durch 
welchen  auch  die  drei  kürzesten  Abstände  der  Gegenkanten- 
paare hindurchgehen.  Der  kürzeste  Abstand  des  Kantenpaares 
i,  !j  ist  die  Gerade  g,  des  Kantenpaares  g'ig'^  die  Gerade  ?'; 
folglich  schneiden  sich  gl'  in  dem  Höhenpunkt  des  Tetraeders 
und  diese  ktirzesten  Abstände  selbst  haben  zu  Fufspunkten 
die  Schnittpunkte: 

(!,»)- c,    As) -6   Ciy,)~c'   (i*)-K. 

Nennen  wir  den  Höheupunkt 

SO  gilt  die  elementare  Relation: 

rt  .  yCi  =  vbl  ■  )^c'. 
Denken  wir  uns  nun  um  die  beiden  Parallelepipeda  Kugeln 
gelegt,  welche  konzentrisch  sein  müssen  mit  dem  gemein- 
schaftlichen Mittelpunkte  ?)J ,  so  zeigt  ^die  vorige  Relation, 
dafs  der  Punkt  j;  dieselbe  Potenz  hat  für  beide  Kugeln ;  dies 
ist,  da  die  beiden  Kugeln  konzentrisch  sind   und  ):  nicht  im 
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Uneiidliclien  liegt,  nicht  anders  möglich,  als  wenn  sie  iden- 
tisch zu samnienf allen.     Wir  haben  also  folgenden  Satzi 

Die  Ecken  sämtlicher  auf  dem  gleichseitigen 
Hyperboloid  zu  verzeichnenden  rechtwinkligen 
Sechseeite  (oder  Paralleiepipeda)  liegen  auf  der 
Durchachnittsknrve  des  Hyperboloids  und  einer 
mit  ihm  konzentrischen  Kugel. 

Um  den  Radius  dieser  Kugel  zu  bestimmen,  nehmen  wir 
insbesondere  die  schon  früher  betrachtete  Erzeugende  l",  eine 
derjenigen  beiden,  welche  in  der  BerOhrungsebene  in  einem 
Endpunkte  der  c-Axe  des  Hyperboloids  liegen.  Diese  Be- 
rührungsebene  ist  rechtwinklig  zur  e-Äxe,  folglich  auch  l" 


ne  Ebene  e  normal  zu  l*^, 
itigen  Hyperbel  das  Hyper= 
ine  reelle  Hauptaxe  ist;  die 

.n  der  [a6]-Ebene  und  ist 


zu  c  normal;   legen  wir  durch  c  ei 

so  mufs  dieselbe  in  einer  gleichaei 

boloid  sehneiden,  für  welche  2c  ei 

andere  imaginäre  Hauptaxe  liegt 

der  Träger  einer  elliptischen  Punktinvolution,   deren  Potenz 

—  c*   sein    wird.     Wir    haben   nun    in    der  [a6]-Ebene   die 

Hyperbel  §f^  mit  den  Quadraten  der  Haupthalbaxen  ö^  und 

einem    imt^inären    Durchmesser,    dessen    Potenz   —  c*    ist; 

nennen  wir  den   %u  letzterem  konjugierten  Durchmesser  2c„ 

der  notwendig  reoil  ist,  so  muls 


sein.  Der  eine  Endpunkt  dieses  reellen  Durchraessei-s  2c| 
heii'so  ^) ;  die  Tangente  in  ^s  an  der  Hyperbel  ^f^  muls  paral- 
lel laufen  dem  konjugierten  imaginären  Durchmesser,  also 
da  dieser  in  der  Ebene  t,  der  Normalebene  von  i"  liegt, 
muls  die  Tangente  in  ^  rechtwinklig  zu  l**  sein.  Die  Be- 
ruh rungs  ebene  des  Hyperboloids  im  Punkte  ^3  geht  durch 
diese  Tangente  und  den  unendlich -entfernten  Punkt  auf  der 
c-Axe,  folglich  enthält  diese  Berührungsebene  r  am  Punkte 
p  zwei  za  l"  rechtwinklige  Richtungen  und  ist  daher  eine 
Normalebene  zu  1°.  Die  Ebene  r  schneidet  nun  das  Hyper- 
boloid in  einem  Linienpaare,  welches  eine  zerfallende  gleich- 
seitige Hyperbel  sein  mufs,  also  aus  zwei  Erzeugenden  g^^ 
besteht,  die  selbst  zu  einander  rechtwinklig  sind,  und  deren 
Ebene  auf  l"  rechtwinklig  ist;  der  Punkt  ^  ist  also  eine  Ecke 
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eines  solchen  Parallelepipeds,  wie  wir  es  vorhin  betrachtet 
haben,  deren  Ecken  sämtlich  auf  einer  Kugelfläche  liegen. 
Der  Radius  r  dieser  Kugel  ist  also  =  Cj,  und  wir  haben  ans 
dem  Obigen: 

r^  =  e'  +  6=  -  ffl^ 
wodurch  der  Radius  der  Kugel  bestimmt  ist.    (Aus  der  oben 
gefundenen  Bedingung  ^  +  ts  —  "ö*  °^  "^   ^°'^*'    a  <  ^    und 
d  <  c,  folglieh  ist  *■'  positiv,  also  die  Kugel  reell.) 

Um  nun  zu  einer  beliebigen  Erzeugenden  l  die  beiden 
unter  einander  und  zu  ihr  rechtwinkligen  Erzeugenden  g^gi 
zu  finden,  braucht  man  nur  ihre  Durchsclinittspunkte  mit 
der  gefundenen  Kugel  aufzusuchen  und  die  beiden  durch  diese 
Punkte  gehenden  Erzeugenden  der  andern  Regelechar  zu 
nehmen. 

Auf  der  von  uns  gefundenen  Kugel  liegen  nicht  allein 
die  sechs  Ecken  des  Sechsseits  lo^%g\Si>  sondern  auch  die 
beiden  übrigen  Ecken  des  Parallelepipeds ,  nämlich  der  Durch- 
Bchnittspunkt  der  drei  Ebenen: 

und  auch  der  Durchschnittspunkt  der  drei  Ebenen: 

\ks\  R»J  P»,]- 

Diese  sechs  Ebenen  sind  B er ühiungs ebenen  des  Hyperboloids, 
und  je  drei  zu  einander  rechtwinklig,  also  können  wir  auch 
sagen : 

Auf  der  vorigen  Kugel  liegen  allemal  auch  die 
Schnittpunkte  je  dreier  zu  einander  normaler  Be- 
rührungsebenen des  Hyperboloids  (die  Allgemein- 
gültigkeit dieses  Satj;es  wird  sich  später  ergeben). 

Fassen  wir  nochmals  die  vorige  Figur  des  auf  dem  gleich- 
seitigen Hyperboloid  verlaufenden  Sechsseits: 

ins  Auge  und  fügen  derselben  ein  beliebiges  zweites  Sechs- 
seit  derselben  Art  hinzu : 

so  haben  wir  zwölf  Erzeugende  auf  dem  Hyperboloid  und  ge- 
langen von  der  bekannten  Eigenschaft  aus,  daCs  irgend  zwei 
Erzeugende  durch    die  Erzeugenden    der  andern   liegelschar 
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allemal  projektivisch  gesehnitteu  werden,   zu   metrischen  Be- 
ziehungen der  Art: 

oder,  wenn  wir  die  Schnittpunkte: 

(gl')  =  x  (^lO^r,  {3il'')-=h 

bezeichnen : 

(s-c,tj)-(t9Ta,f,)-(6,asM, 

oder,  wenn  wir  die  Werte  der  Doppelverhältnissc  einsetzen: 

a^i  .  a,  c  =  ajij .  a,j:i 

.  cfti  .  c,6=  cj:,  .c,:i:, 
i  folgt: 

-  («6,  .  tc,  .  ca,)'  =  (vb  .  fq)  .  (y,  c .  y,a,) .  fea  .  );,b,)- 
Nun  bedeutet  aber  das  Produkt  (aJ»,  .  tc,  -  cfli)  das  Volumen 
unseres  Parallelepipeds ,  welches  wir  kurz  mit 

j)  =  ab,  .  6c,  .  ea, 
bezeichnen  wollen,  und  jedes  der  Produkte: 

vh  .  j;c,,        v,c .  Vi  Ol,        J^^a  .  v^b, 
bedeutet  die  Potenz  des  Punktes 

in  Bezug  auf  die  vorhin  ermittelte    dem  Parallel epiped  um- 
schriebene Kugel,  Po tenz werte ,  die  wir  kurz  mit 

p(j)     p(i,)     pfe) 

bezeichnen  wollen,  so  dafs  wir  erhalten: 

In  gleicher  Weise  erhalten  wir,  wenn  wir  an  Stelle  der  Ge- 
raden V  die  Gerade  l',  oder  ^  setzen   und  die  Schnittpunkte: 

to6)-i)     tofi)-i),     (»S)-ih 

öS)  —  i        (5',  5)  =  J,       (jiis)  —  b 
bezeichnen : 

~v'-  P(l,)  P(l,,)  P(l,,) 
-  «'  -  P(i)  P(i,)  P(fc),     also 
-  «•  -  PCj)  PCf,)  PlfO  P(l))  P(l),)  P(l),)  P(i)  P(i,)  P(i,). 
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Wenn  wir  andererseits  von  der  Gleichheit  der  Doppelverhält- 
nisse ausgehen: 

(II)  i'ig'f/'iM  ■=  iiis'üla'^s)  ==  Mg  919^9) 

und  das  Volumen  des  zweiten  Parallelepipeda : 

a'ci .  fi'a'i .  c'K  =  v 
bezeichnen,  so  erhalten  wir  in  gleicher  Weise: 
-  v'v  -  P(J)  P(l,)  P(i) 

-  P(jO  P(d,)  P(i,) 

=  Pfe)PC.),)P(ä,), 
und  durch  Vergleichung    mit  dem   vorigen  ßesultat  ergiebt 
sich    der    absolute  Wert   der    Volumina   v   und   v'   als   der- 
selbe, also: 

Die  Volumina  sämtlicher  auf  dem  gleichseiti- 
gen Hyperboloid  zu  verzeichnenden  rechtwinkli- 
gen Seehsseite  (oder  Parallelepipeda)  haben  den- 
selben konstanten  Wert. 

Um  diesen  konstanten  Wert  zu  ermitteln,  gehen  wir 
zurück  zu  der  besonderen  schon  früher  betrachteten  Erzeu- 
genden l"  in  der  Berührungsebene  in  einem  Bndpunkte  der 
c-Axe.  Diebeiden  zu  dieser  und  iinter  einander  rechtwinkli- 
gen Erzeugenden  g^  und  ?„'  fanden  wir  oben  durch  ihren 
Schnittpunkt  1),  welcher  der  Endpunkt  eines  Halbmessers  c^ 
war  in  der  Hyperbel  SJ^^^.  Ziehen  wir  durch  ^j  eine  Pai-ailele 
h"  zu  l",  so  ist  der  Abstand  dieser  Parallelen  J"  und  V  von 
einander  eine  Kante  des  besonderen  Parailelepipeds ,  welches 
wir  betrachten,  der  Abstand  des  Mittelpunktes  '■JJi  von  der 
Ebene  [^^]  die  Hälfte  einer  zweiten  Kante  des  Parailel- 
epipeds und  der  Abstand  des  Mittelpunkts  ^  von  der  Ebene 
{VW]  die  Hälfte  der  dritten  Kante  desselben,  endlich  das 
Volumen  des  Parallelepipeda  gleich  dem  Produkt  aus  diesen 
drei  Kanten.  Wir  können  aber  diese  drei  Kanten  leicht 
ausdriieken  durch  die  Hauptaxen  des  Hyperboloids.  Ziehen 
wir  noch  durch  ?[fj  eine  Parallele  m"  zu  V,  so  ist  der  Ab- 
stand der  Geraden  m"  und  l"  von  einander  =  c,  der  Ab- 
stand der  Geraden  i»"  und  It"  von  einander  =  c[  cos  (cc,)  =  c, 
folglich  der  Abstand  der  Geraden  i"  und  F  von  einander 
=  c  .  /2~  und   der  Abstand  des  Punktes  M   von   der  Ebene 
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[l"  fco]  =:  -^}/2,  also  sind  zwei  Kanten  des  Parallelepipeda 
einander  gleicli  und  jede  gleich  c/2;  die  dritte  Kante  ist  der 
doppelte  Abstand  des  Punktes  ?i)!  von  der  Ebene  {g\  ^   und 

gleich  2  ,  C|  sin(cc,)  =  2  — ,  folglieh  der  Inhalt  des  Parallel- 

epipeds: 

=  iahe. 
Dies  ist  also  der  Wert  des  konstanten  Volumens  aller  iiut 
dem  gleichseitigen  Hyperboloid  zu  verzeichnenden  recht- 
winkligen Parallelepipeda,  deren  jedes  gewisse  sechs  Kanten, 
die  ein  zusammenhängendes  räumliches  Sechsseit  bildeij,  hat, 
welche  drei  Paare  paralleler  Erzeugender  aus  den  beiden 
liegelsebaren  sind. 

§  28.  Beziehung  des  gleichseitigen  Hyperboloids  zum 
allgemeinen  Tetraöder. 
Haben  wir  ein  allgemeines  Tetraeder  d.  h.  ein  solches, 
dessen  Ecken  vier  beliebige  Punkte  51SSS®  sind,  die  nicht 
in  einer  Ebene  liegen,  so  heifst  die  von  jeder  Ecke  auf  die 
gegenüberliegende  SeiteuÖäche  herabgelassene  Normale  eine 
Höhe  des  Tetraeders;   nennen  wh-  die  Seitenhäehen  des  Te- 


und  den  Fnfspunkt  des  aus  %  auf  a  herabgelassenen  Perpen- 
dikels i^,  analog  für  die  andern  Ecken  die  Ful'spunkte  der 
Höhen: 

a  1)  c  b, 
so  werden  zwei  Ebenen  [?1®1)]  und  [3(15  c]  sich  in  einer  Gera- 
den l  schneiden,  welche  offenbar  den  drei  Hohen  |3[a],  ]S56],  ]6c| 
gleichzeitig  begegnet,  weil  sie  durch  91  geht  und  mit  jeder 
der  beiden  andern  Höhen  in  einer  Ebene  li^t.  Diese  Gerade 
l  trifft  aber  auch  die  vierte  Hohe  Sib;  denn  da  ]  331)1  die  Nor- 
male der  Ebene  ß  ist,  so  ist  die  Ebene  [3C^1J]  rechtwinklig 
zur  Ebene  J?  =  [31  SS],  und  ebenso  ist  die  Ebene  [3l6c]  recht- 
winklig zur  Ebene  y  =  [313335].  Wir  haben  also  von  91  aus- 
gehend drei  Strahlen  |3m|,  |9[t5|,  \%'Si\  eines  Dreikants  und  durch 
die  Kaute  j  31S  |  eine  Ebene  normal  zu  der  gegenüberliegenden 
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Fläche  des  Dreikants,  durch  die  Kante  |316|  eine  Ebene  nor- 
mal zu  der  gegenüberliegenden  Fläche  des  Dreikants  gelegt 
und  der  Schnittstrahl  beider  Ebenen  ist  l;  nach  einem  auf 
S.  81  bewiesenen  Satze  mufs  nun  auch  die  dritte  durch  |9l®| 
normal  zur  Fläche  [3l^S]  =  S  gelegte  Ebene  durch  l  gehen; 
da  aber  die  durch  \%'&\  normal  zur  Fläche  Ö  gelegte  Ebene 
durch  die  Höhe  1 3^  b  |  gehen  mufs,  so  liegen  l  und  1 2)  6]  in  einer 
Ebene,  d.  h.  die  Gerade  l  schneidet  alle  vier  Höhen  des  Te- 
traeders. In  ganz  derselben  Weise  können  wir  anstatt  von 
31  von  jeder  der  drei  übrigen  Tetraeder  ecken  ausgehen  und 
demnach  vier  Geiude  konsti-uieren ,  welche  sämüieh  allen 
vier  Tefcraederhöhen  gleichzeitig  begegnen.  Hieraus  folgt 
nach  S.  95  der  schon  dort  in  gleicher  Weise  bewie- 
sene Satz: 

Die  vier  Höhen  eines  Tetraeders  sind  Erzeu- 
gende einer  Regelschar  eines  Hyperboloids  oder 
kürzer,  haben  hyperboloidische  Lage. 

Legt  man  durch  die  Höhe  |S6 1  eine  Ebene  e  parallel  zur 
Höhe  \%<xl,  so  wird  diese  Ebene  recbtwinkhg  sein  zur  Ebene 
ß  ,  weil  sie  durch  \^'b\  geht  und  auch  rechtwinklig  zur  Ebene 
«,  weil  sie  parallel  \%a\  ist;  folglich  mufs  die  Ebene  e  recht-, 
winklig  stehen  auf  der  Schnittlinie  |a/5|,  weiche  identisch  ist 
mit  1^2)  |.  Die  Ebene  £  geht  also  durch  das  aus  f8  auf  |63)| 
herabgelassene  Perpendikel,  d.  h.  durch  eine  Höhe  des  Drei- 
ecks 5BSS).  Legt  man  zweitens  durch  die  Höhe  |6c|  eine 
Ebene  s  pai-allel  zur  Höhe  |91q|,  so  wird  diese  aus  gleichem 
Grunde  durch  das  aus  6  auf  1 3}  ©  |  herabgelassene  Perpendikel 
d.  h.  durch  die  zweite  Höhe  des  Dreiecks  ^^i,'S)  hindurch- 
gehen. Die  Schnittlinie  \be\,  welche  parallel  1 31  a |  ist  und 
den  Höhen  [i86|  und  |6c|  begegnet,  geht  also  durch  den 
Höhenpunkt  des  Dreiecks  33  SS)  und  ist  die  in  diesem 
Punkte  auf  der  Tetraederfläche  cc  errichtete  Normale.  Diese 
Schnittlinie  |££'|  ist  offenbar  eine  Erzeugende  der  andern 
Regelschar  des  vorigen  Hyperboloids,  auf  welchem  die  vier 
Tetraederhöhen  liegen.  Wir  erhalten  auf  diese  Weise 
die  vier  zu  den  Tetraederhöhen  parallelen  Erzeu- 
genden der  andern  Regelschar,  wenn  wir  in  den 
Höhenpunkten  der  Seitenflächen  des  Tetraeders 
auf  diesen  Normalen  errichten. 
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Betracbten  wir  die  Durehschnittsfigur  der  Ebene  cc  mit 
dem  Hyperboloid  der  vier  Höhen,  ao  ist  diese  ein  Kegel- 
schnitt, welcher  nach  dem  Vorigen  durch  die  Ecken  des  Drei- 
ecks ©62)  und  zugleich  durch  den  Höhenpunkt  desselben 
gehen  muTs,  folglich  eine  gleichseitige  Hyperbel  (Tb,  d.  K. 
S.  232),  und  da  die  Ebene  derselben  auf  der  Erzeugenden 
|9(a|  rechtwinklig  steht,  so  ist  das  Hyperboloid  ein  gleich- 
seitiges (S.  197)  und  wir  haben  das  Resultat: 

Die  vier  Höhen  eines  Tetraeders  sind  allemal 
vier  Erzeugende  derselben  Begelschar  eines- gleich- 
seitigen Hyperboloids,  und  die  in  den  Höhenpunk- 
ten  der  Seitenflächen  auf  diesen  errichteten  Nor- 
malen sind  vier  Erzeugende  der  andern  Regelschar 
desselben. 

Da  wir  hiernach  vier  Paare  paralleler  Erzeugender  des 
Hyperboloids  haben,  so  schneiden  sich  die  durch  diese  ge- 
legten vier  Ebenen  im  Mittelpunkte  ?0?  des  gleichseitigen 
Hyperboloids. 

Bezeichnet  man  die  vier  Tefcraederhöhen ; 

|gia|  =  ß    |SBt|  =  &    |lSc|  =  c;    |®&|  =  (^, 

so  bestimmen  schon  drei  derselben  das  gleichseitige  Hyper- 
boloid, auf  welchem  auch  die  vierte  liegen  mufs.  Umgekehrt 
läist  sich  auch  erkennen,  dafs,  wenn  drei  Gerade  Erzeugende 
eines  gleichseitigen  Hyperboloids  sind ,  sie  allemal  auch  als 
drei  Höhen  eines  Tetraeders  aufgefafst  werden  können. 

In  der  That,  seien  hcd  drei  beliebige  derselben  Regel- 
sehar  angehÖrige  Erzeugende  eines 
gleichseitigen  Hyperboloids,  und 
sehneidet  man  dieselben  durch  eine 
beliebige  zu  d  normale  Ebene 
[SSb]  ^  S,  so  ist  die  Sehnittkurve 
derselben  eine  gleichseitige  Hyper- 
bei.  Schneidet  die  zu  (7  parallele 
Erzengende  i^,  die  Ebene  S  in  bj,  so 
mufs  der  Höhenpunkt  9[  des  Dreiecks  SBl^b,  auf  jener  gleich- 
seitigen Hyperbel  liegen  (Fig.  6).  Die  durch  31  gehende  der 
Regelschar  hcd  angehörende  Erzeugende  a  des  Hyperboloid.? 
niul's  dann  (?j  treffen,  die  Normale  von  d,  und  ebenso  treffen  b 
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und  c  den  Stralil  d, .  Hieraus  folgt,  weil  b,  der  Höhenpunkt  des 
Dreiecks  31  ©6  ist,  dais  die  durch  a  und  l^lbj  gelegte  Ebene 
Normalebene  des  Strahles  |Sl5|  ist  u.  a.  f.  Es  lassen  sich 
also  durch  die  Dreiecksseiten  |5ß<S|,  |g31[|,  1 3t ^|  drei  Ebenen 
legen,  die  beziehungsweise  rechtwinklig  sind  zu  den  drei 
Strahlen  a  h  c.  Diese  drei  Ebenen  achneiden  sich  in  einem 
Punkte  !©,  und  das  Tetraeder  9lSß3!)  hat  nich  allein  die  ■ 
drei  Höhen  a  i  c,  sondern  auch  als  vierte  Höhe  d,  denn  sie 
mufs  der  Regelschar  abe  angehören  und  zu  (?,  parallel  sein, 
folglich  identisch  sein  mit  unserer  obigen  Erzeugenden  d. 

Drei  beliebige  Erzeugende  eines  gleichseitigen 
Hyperboloids,  welche  derselben  Regelschar  an- 
gehören, können  also  immer  als  Höhen  eines  Tetra- 
eders aufgefafet  werden.  Dasselbe  ist  dadurch  noch 
nicht  vollständig  bestimmt;  wir  können  noch  eine  der  drei 
auf  diesen  Höhen  normalen  Seitenflächen  des  Tetraeders  oder 
einen  Höhenfufspunkt  beliebig  wählen;  wird  dieser  willkür- 
lich angenommen,  so  ist  das  ganze  Tetraeder  vollständig  be- 
stimmt und  wird,  wie  oben  angegeben,  konstruiert.  Seien 
bcd  die  gegebenen  Erzeugenden  des  gleichseitigen  Hyper- 
boloids, und  verändern  wir  den  Höhenfufspunkt  i;  auf  d,  so 
rückt  die  Ebene  d  parallel  mit  sich  fort,  folglich  verändern 
sich  ©  and  S  auf  den  Strahlen  6  und  c  und  beschreiben 
projektivisch-ähnliche  Punktreihen,  deren  Erzeugnis  sehr  bald 
untersucht  werden  soll  (§29);  da  die  unendlich -entfernte  Ge- 
rade der  Ebene  d  unverändert  bleibt,  so  trüft  die  Verbindungs- 
linie ]SS|  sämtliche  Punkte  derselben.  Der  Strahl  d[  ist 
durch  d  vollständig  bestimmt;  die  Ebene  |b,3((i]  bleibt  be- 
ständig rechtwinklig  auf  [Sß!,  nimmt  also  alle  möglichen 
Stellungen  um  die  feste  Axe  i^,  an,  folglich  wird  die  Gerade  a 
sämtliche  Erzeugenden  der  ersten  Regelschar  durchlaufen. 

Die  Frage:  Unter  welcher  Bedingung  erzeugen 
drei  Gerade  im  Räume  ein  gleichseitiges  Hyper- 
boloid? ist  hiemach  identisch  mit  der  anderen :  Wann  sind 
drei  Gerade  Höhen  eines  Tetraeders? 

Sind  b  und  c  zwei  beliebige  windschiefe  Gerade  und  31 
ein  beliebiger  Punkt  im  Räume,  so  können  wir  i)l  als  Ecke 
eines  Tetraeders  wählen,  für  welches  b  und  c  Höhen  sein 
sollen.     Legen  wir  nämlich   durch   St   eine  Ebene  ß  normal 
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zu  &  und  eine  Ebene  y  normsd  zu  c,  so  schneiden  sich  die- 
selben in  einer  Geraden  |9[®|;  schneidet  femer  die  Ebene  ^ 
den  Strahl  c  in  6  und  die  Ebene  y  den  Strahl  6  in  35,  so 
sind  51336  drei  Ecken  des  Tetraeders  und  die  vierte  liegt  auf 
dem  festen  Strahle  i^lS);,  Die  durch  a  und  <?,  gelegte  Ebene 
hat  aber  zur  Normale  jSSSj,  folglich  mufs  der  dritte  Höhen - 
strahl  a  in  derjenigen  Ebene  liegen,  welche  durch  %  normal 
zu  der  bekannten  (jceraden  IS 6]  gelegt  werden  kann.  Daraus 
folgt: 

Wenn  zwei  windschiefe  Gerade  b  c  als  Höhen 
eines  Tetraeders  und  von  einer  dritten  Höhe  a 
nur  ein  Punkt  51  gegeben  sind,  so  ist  die  Gerade  a 
auf  eine  bestimmte  Ebene  [9t  Sß]  beschränkt,  welche 
man  erhält,  indem  man  durch  5t  die  Normalebene 
^  zu  6  und  die  Normalebene  y  zu  c  legt  und  die 
Schnittpunkte: 

(/i»)-6    frS)-3} 
mit  %  durch  eine  Ebene  verbindet. 

Der  Mittelpunkt  5)i  des  gleichseitigen  Hyperboloids,  auf 
welchem  die  vier  Höhen  a  &  c  d  des  Tetraeders  91^  (535  liegen, 
läl'st  sich  unmitteJbar  finden  verniittelsi  der  vier  parallelen 
Erzeugenden  «,  6,  c,  d^ ,  weiche  in  den  Höhenpunkten  a,  t,  Ci  bi 
der  Seitenflächen  a  ß  y  $  normal  auf  diesen  stehen,  Haben 
wir  nämlich  zwei  parallele  Erzeugende  des  Hyperboloids,  so 
enthält  diejenige  in  ihrer  Ebene  liegende  Gerade,  welche  zu 
ihnen  parallel  ist  und  gleich  weit  von  beiden  absteht,  den 
Mittelpunkt  3)E-  des  Hyperboloids, 

Nehmen  wir  nun  die  Höhe  |5ln|  und  den  Höhenpunkt  ctj 
des  Dreiecks  ®*JS),  so  wird  in  dem  Dreieck  Sta«]  >äas  aus 
der  Mitte  von  9t  fi,  auf  |aa,|  herabgelassene  Perpendikel  den 
Mittelpunkt  Wt  enthalten.  Nennen  wir  a^  den  Mittelpunkt 
der  Strecke  j5ta, '  und  denken  uns  durch  a^  eine  Ebene  parallel 
zur  Ebene  a=  [SßS)]  gelegt,  so  schneiden  die  drei  Übrigen 
Tetraederfläehen  auf  dieser  Parallelebene  ein  Dreieck  in,  iiijULj 
aus,  dessen  Ecken  die  Mitten  der  Kanten  |5I*B|,  |9t6|', 
|9t©|  sind,  welches  also  ähnlich  und  ähnlich  liegend  ist  mit 
dem  Dreieck  ^6©;  der  Punkt  s^  ist  daher  Höhenpunkt  des 
Dreiecks  iHjin^in^,  ebenso  wie  a,  der  Höhenpuukt  des  Dreiecks 
iB6S)  ist. 
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Die   Ebene   [niirnjiHj]  ist   parallel    gelesjt   zui    Ebene    « 
und  stellt  von  ihr  ebenso  weit  ab,  wie  die  Ecke  %,  bezeichnen 
wir  diese  Ebene  durch  «'  und  denken  uns  die  diei  analogen 
Ebenen  ß  y  S'  gelegt, 
welche     parallel     den 
SU' Ebenen   ß  y  S   laufen 
und   die  Höhen  |  ®b  | , 
|6c|,    |5Db|   halbieren, 
so  bilden  die  vier  Ebe- 
nen a  ß'  y  d'  ein  neues 
Tetraeder     3t'S'K'©', 
dessen  Kanten  parallel 
laufen  den  Kanten  des 
**  alten  Tetraeders,   die- 

selben Mittelpunkte  ha- 
ben wie  jene,  wahrend  sich  in  jedem  solchen  Mittelpunkte 
je  eine  Kante  des  alten  und  die  der  Gegenkante  parallele 
Kante  des  neuen  Tetraeders  halbieren  (Fig.  9).  Wir  be- 
zeichnen mit 

m,  die  Mitte  der  Kante  \%!&\  und  der  Kante  |6'3)'| 


|S5'(S'| 

irs)'| 


Da  nun  a^  der  Höhenpunkt  des  Dreiecks  m^  ntj  m^  ist, 
und  dieses  zu  Ecken  die  Mitten  der  Seiten  des  Dreiecks 
^'S'jD'  hat,  so  ist  bekanntlich  a-^  der  Mittelpunkt  des  dein 
Dreieck  SÖ'ß'S)'  umschriebenen  Kreises,  nnd  das  aus  a^  auf 
der  Seitenfläche  a' =  [23' 'S' S)']  errichtete  Perpendikel  geht 
durch  den  Mittelpunkt  3JE  des  gleichseitigen  Hyperboloids. 
Dieses  Perpendikel  mufs  aber  auch  durch  den  Mittelpunkt 
einer  dem  Tetraeder  5I'iß'(5'S'  umschriebenen  Kugel  gehen, 
und  da  dasselbe  Raisonnement  ebenso  für  die  übrigen  Tetra- 
ederecken gilt,  so  erkennen  wir,  dafs  der  Mittelpunkt  9Ä  des 
gleichseitigen  Hyperboloids  zusammenfällt  mit  dem  Mittel- 
punkte  der  dem  Tetraeder  St'iß'K'S^'  umschriebenen   Kugel. 
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Der  Mittelpunkt  dieser  Kugel  wird  aber  gefunden,  indem 
man  in  den  Mitten  der  Kanten  Normalebenen  zu  denselben 
legt,  also  haben  wir  folgenden  Satz: 

Wenn  man  in  einem  Tetraeder  durch  die  Mitte 
jeder  Kante  eine  Ebene  normal  zur  Gegenkante 
legt,  so  schneiden  sich  dieaesechaEbenen  in  einem 
Punkte,  dem  Mittelpunkt  des  gleichseitigen  Hyper- 
boloids, auf  welchem  die  vier  Höhen  des  Tetraeders 
liegen.*} 

Ebenso  wie  der  Punkt  W  der  Mittelpunkt  einer  dem 
Tetraeder  (Sf^ß'^'S)')  umschriebenen  Kugelist,  giebt  es  einen 
analogen  Pmakt  M' ,  welcher  gleichzeitig  der  Mittelpunkt  der 
dem  Tetraeder  (3tS8G3))  umschriebenen  Kugel  und  der  Mittel- 
punkt des  gleichseitigen  Hyperboloids  sein  mufs,  auf  welchem 
die  vier  Höhen  des  Tetraeders  (3t' S' 6' 5)')  liegen.  Die  beiden 
Punkte  3Ji  und  9JI'  liegen  symmetrisch  in  Bezug  auf  den- 
jenigen Punkt  ® ,  in  welchem  sich  die  vier  Verbindungs- 
linien |3[r|,  [SßSö'|,|gr|,  |S)35'[  entsprechender  Ecken  bei- 
der Tetraeder  sehneiden,  d.  h.  der  Punkt  ©  liegt  mit  9JE  und  W 
auf  derselben  Geraden  und  halbiert  die  Strecke  3Jt3)E'.  Dieser 
Punkt  @  hat  aber  für  beide  Tetraeder  eine  sehr  einfache  Be- 
deutung ;  in  ihm  schneiden  sich  nämlich  die  Verbindungslinien 
der  Mittelpunkte  je  zweier  Gegenkanten,  also  ist  er  der  Schwer- 
punkt des  Tetraeders,    Wir  haben  demgemäfs  den  Satz: 

In  einem  Tetraeder  (319^63))  liegen  derSchwer- 
punkt  ((£),  der  Mittelpunkt  der  umschriebenen 
Kugel  CM')  und  der  Mittelpunkt  {m)  des  gleich- 
seitigen Hyperboloids,  auf  welchem  die  vier  Höhen 
des  Tetraeders  liegen,  auf  einer  geraden  Linie,  und 
zwar  der  erstere  in  der  Mitte  zwischen  den  beiden 
andern. 

Der  Zusammenhang,  in  welchem  die  beiden  Tetraeder 
(St©  6®)  und  (St'iB'e'®')  mit  einander  stehen,  ist  ein  sehr 
einfacher;  wir  erkennen  ihn,  wenn  wir  durch  jede  der  sechs 
Mitten  iiii  lltj .  -  .  m^  diejenige  Ebene  legen,  welche  die  beiden 
in  dieser  Mitte  sich  kreuzenden  Kanten  enthält,   deren   eine 

*)  Die  betreffende  Literatur  siehe  Baltzer;  Elemente  der  Mathe- 
matik (1872),  Fünftes  Buch  §  6.   ö.  9. 
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dem  einen,  die  andere  dem  andeni  Tetraeder  angehört.  Diese 
sechs  Ebenen  sind  nämlich  offenbar  paarweise  parallel  und 
bilden  ein  schiefes  ParaUelepiped,als  dessen  acht  Ecken  die 
zweimal  vier  Ecken  der  beiden  Tetraeder  auftreten.  Die 
Kanten  der  Tetraeder  sind  also  die  zweimal  sechs  Diagonalen 
in   den  Seitenflächen  des  Parallelepipeds. 

Diese  räumliche  Figur  läCst  zugleich  den  bekannten  Aus- 
druck für  den  Inhalt  eines  Tetraeders  am  einfachsten  hervor- 
treten; es  sind  nämlich: 

ise'i,  les'i,   |2)'2ii,  ir®i 

vier  gleiche  und  gleichgerichtete  Kanten  des  Parallelepipeds, 
folglich : 

isri,  less'i,  |5D'5i| 

drei  gleiche  und  gleich  gerichtete  Kanten  eines  dreiseitigen 
Prismas,  dessen  Inhalt  halb  so  grofs  ist,  als  der  des  Parallel- 
epipeds. Folglich  hat  das  Tetraeder  (Sfö®'9l),  welches  gleiche 
Gfrundfläche  und  Höhe  mit  letzterem  hat,  einen  Inhalt  gleich 
dem  sechsten  Teile  des  Inhalts  des  Parallelepipeds. 

Dieser  Tetraeder  (9t  ©15 'S')  hat  aber  halb  so  grofsen  In- 
halt als  das  ursprüngliche  Tetraeder  (9[Sß6S>),  denn  die  Fläche 
&  steht  gleich  weit  ab  von  3  und  ®,  und  die  Fläche  ä  steht 
gleich  weit  ab  von  ä"  und  ©' ,  folglieh  wird  die  Verbindungs- 
linie |3)3)'|  durch  die  Flächen  3  und  3'  in  drei  gleiche  Teile 
geteilt,  also  ist  3^'  von  3  halb  so  weit  entfernt  als  ED  von  3. 

Das  Tetraeder  (91^86®)  hat  daher  zum  Inhalt  den  dritten 
Teil  des  Inhaltes  vom  Parallelepiped,  Letzterer  ist  leicht 
auszudrücken  durch  Gröfse  und  Lage  von  einem  Paar  Gegen- 
kanteu  des  Tetraeders.  Bezeichnet  h  den  kürzesten  Abstand 
der  Gegenkanten  \%^\  und  |*5S)|,  so  wird  demnach  der  Inhalt 
des  Tetraeders: 

=  i  fe  .  |9l®|  .  |6®1  .  sin  (j%fB\,  \^^\), 
denn  k  ist  die  Höhe,  (£50=  S'5D'  und  31©S'S)'  eine  Seiten- 
fläche des  Parallelepipeds. 

§  29.    Das  hyperbolische  Paraboloid, 
Das  einfache  Hyperboloid  artet  in  eigentümlicher  Weise 
aus,  wenn  wir  den  bisher  ausgeschlossenen  Fall  ins   Äuge 
fassen,  nämlich,   dals  sein  Mittelpunkt  2)J  selbst  im  ünend- 
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liehen  liegt  oder,  was  dasselbe  sagt,  dafs  die  unendlich -ent- 
fernte Ebene  s^  ihren  Pol  selbst  enthält.  In  diesem  Falle 
mnfs  s'"  eine  Berührungs ebene  sein,  also  dieses  besondere 
Hyperboloid  in  einem  reellen  Linienpaar  l"  und  g""  schneiden, 
als  deren  gemeinschaftlicher  Punkt  der  Mittelpunkt  SR*"  an- 
zusehen ist. 

In  diesem  Falle  nennt  man  die  geradlinige  Fläche  2.  0. 
ein  hyperbolisches  Paraboloid,  als  dessen  charakte- 
ristische Eigenschaft  die  festzuhalten  ist,  dafs  dasselbe  zwei 
unendlich- entfernte  Gerade  ^  und  g'^  besitat,  deren  Ebene 
e"  eine  Berlihrungsebene  der  Fläche  ist. 

Die  beiden  ßegelscharen  auf  dem  hyperbolischen  Para- 
boloid nehmen  hierbei  einen  einfachen  Charakter  an;  da 
nämlich  sämtliche  g^  auf  zwei  Erzeugenden  l  und  ?,  der 
andern  Hegelschar  projektivische  Punktreihen  ausschneiden, 
und  unter  den  ^^  auch  die  besondere  Erzeugende  g'^  vor- 
kommt, so  müssen  die  beiden  projekti vischen  Punktreihen 
auf  l  und  l^  ähnlich  sein  (Th.  d.  K.  §  19),  und  ebenfalls  auf 
irgend  zwei  andern  Erzeugenden  sowohl  dieser  als  auch  der 
zweiten  Regelschar.     Zugleich  gilt  die  Umkehrung: 

Zwei  projektivisch -ähnliche  gerade  Punkt- 
reihen, deren  Träger  sich  nicht  begegnen,  er- 
zeugen allemal  ein  hyperbolisches  Paraboloid. 

In  der  That,  seien  dieselben: 
f(ftb--.y..  .r---)     i"id     ;,(a,6,  ...  j.-,  ...1^7...), 
so  müssen  die  unendlich- entfernten   Punkte  p'°  und  ^j"  ent- 
sprochende sein,  also  ist  l^)"^*! '=^'°  eine  I 
ganz  in  ß"  liegt.    Nehmen  wir  nun  zwei  beliebige 

laa,!  =g  |bbi|  =  g^ 
und  verbinden  deren  unendlich-entfernten  Punkte,  so  wird 
die  Verbindungslinie  ganz  in  s^  liegen  und  daher  auch  der 
Erzeugenden  £f"  begegnen  müssen.  Bezeichnen  wir  diese 
Gerade,  welche  die  unendlich- entfernten  Punkte  von  g  und  gy 
verbindet,  durch  i",  so  sehen  wir,  dafs  V  den  drei  Erzeu- 
genden g  g,  g"^  gleichzeitig  begegnet,  also  ganz  der  ßegel- 
sebar  l^  angehören  mufs,  mithin  alle  Verbindungslinien 
i):y,  I  =^i  trifft  oder  deren  unendlich- entfernten  Punkte  ent- 
hält.    Wir  haben  mithin  folgendes  Ergebnis: 
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Jede  der  beiden  Regelscharen  eines  hyperboli- 
schen Paraboloids  besitzt  eine  ganz  im  Unend- 
lichen liegende  Erzeugende  (l"  und  g'"),  so  dafs  die 
unendlich- entfernten  Punkte  aller  Erzeugenden  g^  auf  V  und 
die  unendlich-entfernten  Punkte  aller  Erzeugenden  l^  auf  (/°° 
liegen.  Oder:  Die  unendlich-entfernte  Ebene  i"  ist 
Berührungsebene  des  hyperbolischen  Paraboloids 
und  sehneidet  dasselbe  in  zwei  reellen  Geraden. 

Dies  iäfst  sieh  auch  so  aussprechen: 

Beim  hyperbolischen  Paraboloid  laufen  sämtliche  Erzeu- 
gende der  einen  Regelschar  beständig  einer  festen  Ebene 
parallel  (treffen  f)  und  ebenso  sämtliche  Erzeugende  der 
andern   Regelschar  einer  zweiten  festen  Ebene  (treffen  g'^). 

Es  folgt  hieraus:  dafs  auf  einem  hyperbolischen 
Paraboloid  keine  zwei  parallele  gerade  Linien  vor- 
kommen können  (die  im  Endlichen  verlaufen);  denn  wären 
ii^end  zwei  Erzeugende  aus  den  beiden  ßegelscharen  l  und 
g^  einander  parallel,  so  müfste,  weil  durch  den  unendlich- 
entfernten  Punkt  von  l  die  bestimmte  Gerade  5"  geht,  ^, 
die  g'^  treffen,  was  unmöglich  ist,  weil  sich  nie  zwei  Erzeu- 
gende aus  derselben  Regelschar  begegnen  können.  Anderer- 
seits können  wir  in  gewissem  Sinne  sagen,  dal's  sämtliche  l 
mit  (/"  und  sämtliche  g  mit  l"  parallel  sind. 

Während  das  hyperbolische  Paraboloid,  wie  wir  gesehen 
haben,  nur  durch  zwei  projektivisch-ähnlicbe  (oder  insbeson- 
dere gleiche)  gerade  Punktreihen  erzeugt  werden  kann,  Iäfst 
■  es  sich  andererseits  durch  zwei  beliebige  Ebenenbüschel  er- 
zeugen, die  nur  besondere  Stellung  zu  einauder  haben  müssen; 
sie  müssen  nämlich  so  liegen,  dafs  durch  ihre  Axen  l  und  i, 
einmal  ein  Paar  entsprechende  parallele  Ebenen  gehen,  d.  h. 
dai's  dasjenige  Ebenenpaar  der  beiden  projektivi- 
schen  Büschel,  welches  auf  dem  kürzesten  Abstand 
ihrer  Axen  normal  steht,  ein  Paar  entsprechender 
Ebenen  ist;  dann  ist  nämlich  3"  eine  Erzeugende  und 
sämtliche  unendlich-entf ernten  Punkte  von  g  g,  g2  •  ■  ■  liegen 
auf  V,  folglich  degeneriert  das  Hyperboloid  in  ein  hyperboli- 
sches Paraboloid. 

"Wir  können  das  hyperbolische  Paraboloid  auch  dadurch 
fs  wir  eine  Axe  der  beiden  projekti viachen  Ebenen- 
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büschel  ganz  in  die  Unendlichkeit  verlegen,  nach  l'" ,  so  dafs 
das  eine  Ebenenbiischei  ein  Büschel  von  Parallelebenen  wird; 
weil  dies  Erzeugnis  V  enthält,  so  ist  es  ein  hyperbolisches 
Paraboloid. 

Oder  wir  können  das  hyperbolische  Paraboloid  als  das 
Erzeugnis  zweier  projektivischer  Punktreihen: 

;(a6c...i;..  .)  und  r{a'b"c'°  . . .  D 
erhalten,  von  denen  der  Träger  der  einen  die  ganz  im  Unend- 
lichen Kegende  Gerade  V  ist;  diese  tritt  unserer  Änsebauung 
näher,  wenn  wir  einen  im  endlichen  Räume  liegenden  Punkt 
O  mit  der  Punktreihe  (a^Ö^c"  .  .  .  f  .  .  .)  durch  ein  ebenes 
Strablenbüschel  verbinden  und  auf  der  Ebene  [O^'"]  desselben 
in  O  die  Normale  errichten.  Durch  diese  Normale  a  gehen 
sämtliche  Normalebenen ,  welche  wir  in  SD  auf  den  Strahlen 
IOf""!  errichten,  und  wir  erbalten  dadurch  Mn  Ebenenbiischei 
mit  der  Axe  a,  welches  projektivisch- gleich  ist  mit  dem 
Strahlenbüsebel  |0  a'°6'°c'°  . .  .  i"  .  .  :  \  die  Verbindungslinie 
\ff\  erscheint  dann  als  das  Perpendikel,  welches  aus  dem 
Punkte  j:  auf  die  entsprechende  Ebene  %  des  Ebenenbüschels 
a  [g]  herabgelassen  ist  und  wir  erhalten  folgende  Erzeugung 
des  hyperbolischen  Paraboloids: 

Wenn  eine  gerade  Punktreihe  ^a6c...  J."...)  und 
ein  mit  derselben  projektivisches  Ebenenbiischei 
a[ß^)'...|...]  gegeben  sind,  und  man  von  jedem 
Punkte  f  der  Punktreihe  auf  die  entsprechende 
Ebene  §  des  Ebenenbüschels  ein  Perpendikel 
fällt,  so  bilden  diese  samtlichen  Geraden  eine 
Regelschar  eines  hyperbolischen  Paraboloids. 

Die  beiden  ausgezeichneten  Geraden  f  und  (/"  sind  auch 
aufzufassen  als  ein  Linienpaar,  in  welches  der  Asymptoten- 
kegel des  allgemeinen  Hyperboloids  degeneriert. 

Von  besonderem  Interesse  ist  für  uns  der  unendlich-ent- 
fernte Punkt  *p°°  des  hyperbolischen  Paraboloids,  in  weichem 
sich  die  beiden  Geraden  T  und  g^  begegnen,  d.  h.  der  Berüh- 
rungspunkt der  Ebene  e".  Wir  nennen  die  ausgezeichnete 
nach  demselben  hingebende  Richtung  die  Axenrichtung 
des  hyperbolischen  Paraboloids  und  erkennen  unmittelbar  ihre 
charakteristische  Eigenschaft: 
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Jede  Ebene  parallel  zur  Axenrichtung  des 
hyperbolischen  Paraboloids  schneidet  dasselbe  in 
einer  Parabel,  jede  andere  Ebene  in  einer  Hyper- 
bel; Ellipsen  können  aus  dem  hyperbolischen  Para- 
holoid niemals  geschnittea  werden. 

Zu  dem  ausgezeichneten  Punkte  5p"  oder  der  durch  ihn 
bestimmten  Axenrichtung  giebt  es  eine  rechtwinklig  stehende 
Ebene,  deren  Stellung  einzig  ist,  d.  h.  alle  Ebenen,  die  reeht- 
wiuldig  zur  Äsenrithtung  stehen,  schneiden  die  unendlich- 
entfernte Ebene  e"  in  einer  bestimmten  Geraden  s",  und 
diese  begegnet  wiederum  den  beiden  vorhin  ermittelten  ire- 
raden  l'"  und  ^^  in  zwei  bestimmten  ausgezeichneten  Punkten: 

Durch  den  Punkt  D"  geht  nur  eine  einzige  bestimmte^Er- 
zeugende  der  Regelschar  l^,  wir  bezeichnen  dieselbe  mit  i"; 
und  durch  Öif"  geht  nur  eine  einzige  bestimmte  Eraeugende 
der  Regelschar  g:^,  wir  bezeichnen  dieselbe  mit  g'*;  P  und 
g"  selbst  müssen  sich,  da  sie  verschiedenen  Regelschaa'en  an- 
gehören, in  einem  endhchen  Punkte  ©  treffen;  wir  nennen 
denselben  den  Scheitel  des  hyperboUschen  Paraboloids;  die 
Berührungsebene  in  dem  Scheitel  des  Paraboloids  ist  [^"1"] 
und,  da  sie  durch  s"  geht,  der  Konstruktion  nach  recht- 
winklig auf  der  Axenrichtung. 

Wir  haben  ein  windschiefes  Yierseit  auf  dem  hyperbo- 
.  Paraboloidj    gebildet  von    den    vier    ausgezeichneten 


l«     go     r     g^ 
mit  den  vier  Ecken: 

Die  Gerade  |  'S  ^"  |  hat  zu  ihrer  konjugierten  Geraden  die 
Gerade  jO^Jft*!,  d.  h.  die  unendhch- entfernte  Gerade  der- 
jenigen Ebene,  welche  auf  der  Richtung  von  |®*i;*|  recht- 
winklig steht. 

Die  Ebene  \Pg'''\=T'>  ist  die  Berührungsebene  am  Scheitel 
©  des  Paraboloids;  die  auf  derselben  normal  stehende  Ge- 
TEide  jSSl^^j  heifse  die  c-Ase  desselben.  Legen  wir  die  beiden 
Ebenen  durch  \cl'''\  und  \cg''\  und  halbieren  die  von  ihnen 
gebildeten  Winkel  und  Nebenwinkel  durch  zwei  neue  Ebenen, 
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so  schneiden  dieselben  die  Ebene  a*  in  zwei  Geraden  V  und 
a",  welche  als  die  beiden  übrigen  Hauptaxen  des  Paraboloids 
aufzufassen  sind.     Von  den  drei  Hauptaxen: 

«"     6"     c 
sind  also   zwei  ganz   im  Unendlichen  gelegen,  die   dritte  (c) 
hat  nur  einen  unendlich-entfernten  Punkt  ^ß";  von  den  drei 
Haupt  ebenen : 

[»«-]     [c6-]     [»»(.-] 
ist  eine  die  unendüch-entfemte  Ebene  e*  =  [«"6"],  die  beiden 
andern  haben  jede  nur  eine  unendlich-entfernte  Gerade.    Die 
Durchs  eh  nittskurven    dieser    beiden    Hauptebenen    mit    dem 
hyperbolischen  Paraboloid  sind  offenbar  zwei  Parabeln: 

SßlJio  und  ^^l, 
welche  in  den  beiden  zu  einander  rechtwinkligen,  Winkel 
und  Nebenwinkel  zwischen  den  Ebenen  \cV*\  und  {cg"']  hal- 
bierenden Ebenen  liegen,  und  sowohl  den  gemeinschaftlichen 
Scheitel  (S,  als  auch  die  gemeinschaftliche  Axe  c  haben; 
aber  ihreOeffnungen  liegen  nach  entgegengesetzten 
Richtungen  der  c-Äxe  hin.  Dies  erkennen  wir  leicht, 
wenn  wir  auf  l"  einen  veränderlichen  Punkt  j:  laufen  lassen 
und  diejenige  Erzeugende  g^  der  andern  Eegelschar  verfolgen, 
welche  durch  j;  geht.  Diese  Erzeugende  g^  hat  ihren  unend- 
lich-entfernten Punkt,  wie  wir  wissen,  auf  (";  sie  begegnet 
den  beiden  Hauptebenen  [elf]  und  [c«"]  in  zwei  Punkten 
&  und  a  und  geht  durch  den  Punkt  j:  der  Geraden  V;  die 
vier  Ebenen: 

sind  aber  vier  harmonische  Ebenen,  weil  das  erste  Ebenen- 
paar  Winkel  und  Nebenwinkel  des  andern  Ebenenpaars  hal- 
biert; die  vier  Durch  seh  nittsp  unkte  dieser  Ebenen  mit  g^ 
sind  daher  vier  harmonische  Punkte  und,  da  der  Durchschnitts- 
punkt von  g^  mit  der  Ebene  [cg"]  =  [j?"^'"]  im  Unendlichen 
liegt,  so  mufs  der  Punkt  f  in  der  Mitte  zwischen  «  und  l 
liegen.     Wir  haben  daher  folgenden  Satz: 

Eine  beliebige  Erzeugende  g^  der  einen  Regel- 
schar trifft  die  beiden  Parabeln  in  den  Haupt- 
ebenen des  hyperbolischen  Paraboloids  allemal  in 
zwei  Punkten,    deren  Mitte   in   der  Ebene  t  liegt. 
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d.h.  in  der  Beriilirungsebeiie  am  Scheitel  des  Para- 
boloids  und  zwar  auf  der  Geraden  V  dieser  Ebene, 
während  eine  beliebige  Erzeugende  l^  der  andern 
Regelschar  den  beiden  Parabeln  in  den  Hauptebe- 
nen  in  zwei  Punkten  begegnet,  deren  Mitte  eben- 
falls in  der  Ebene  r  Hegt,  aber  auf  der  Gera- 
den g". 

Hieraus  folgt  nun  mit  Evidenz,  dafs  die  Parabeln  5^<^!„ 
und  5p<^J,  ihre  Offnungen  nach  entgegengesetzten  Seiten  der 
c-Axe  hin  haben. 

Wenn  wir  um  die  Hauptaxe  c  des  hyperbolischen  Para- 
boloids  eine  veräinderliche  Ebene  drehen  und  die  Durchschnitts- 
kurve  derselben  mit  dem  Hyperboloid  verfolgen,  so  erkennen 
wir,  dals  die  sämtlichen  Durchschnittsknrven  Parabeln  sind, 
welche  in  zwei  Gruppen  zerfallen;  die  eine  Gruppe  von  Para- 
beln hat  ihre  Öffnung  nach  der  einen  Richtung  der  c-Axe, 
die  andere  Gruppe  nach  der  entgegengesetzten  Richtung. 
Die  beiden  Gruppen  werden  von  einander  getrennt  darch 
zwei  specielle  Parabeln,  welche  in  die  Linienpaare: 

\Vg-\    und    i/ri 

zerfallen  und  in  den  Ebenen  [cP'l  und  [cg"^  liegen. 

Denken  wir  uns  eine  zweite  Bewegung  ausgeführt,  indem 
wir  eine  zur  c-Äxe  rechtwinklig  gestellte  Ebene  parallel  mit 
sich  verschieben,  und  verfolgen  wir  die  Durch sehnittskuiTe 
dieser  Ebene  mit  dem  Hyperboloid,  so  erkennen  wir,  dals 
dieselbe  allemal  eine  Hyperbel  sein  wird,  deren  Mittelpunkt 
auf  der  C-Axe  fortrückt;,  und  deren  Asymptoten  beständig  den 
festen  Geraden  l"  und  g"  parallel  bleiben;  diese  Hyperbeln 
zerfallen  aber  wieder  in  zwei  Gruppen,  welche  durch  die 
beiden  Linienpaare: 

Vg'*     und     l'^g'" 

von  einander  getrennt  werden;  die  eine  Gruppe  von  Hyper- 
beln liegt  ailemal  in  einem  und  demselben  Paare  von  Scheitel- 
rUumen  zwischen  den  Richtungen  von  V  und  3*,  die  andere 
Gruppe  in  den  Nebenseheitelräumen ,  also  sind  die  Durch- 
scbnittskurven  für  zwei  gleich  weit  vom  Scheitel  des  Para- 
boloids  abstehende  Ebenen  immer  konjugierte  Hyperbeln, 
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weil  ihre  reellen  Axen  konjugierte  Strahlen  in  Bezug  auf 
das  Paraboloid  sind. 

Durch  die  beiden  Parabeln  ?[^gL  aaA  «pi^s)^  in  den 
Hauptebenen  ist  das  hyperbolische  Paraboloid  vollständig  be- 
stimmt, denn  wir  können  in  jeder  zur  c-Axe  rechtwinklig 
gestellten  Ebene  die  Durchs chnittshyperbel  konstruieren,  von 
welcher  wir  den  Mittelpunkt  (Durchschnittspunkt  mit  der 
c-Axe)  und  die  beiden  Hauptaxen  {Durehschnittslinien  mit 
der  [c&"]-  und  [ca*] -Hauptebene)  mit  den  ihnen  zugehörigen 
hyperbolischen  und  elliptischen  Punktinvolutionen  kennen 
vermittelst  der  gegebenen  Parabeln. 

Da  ii^end  zwei  Erzeugende  der  einen  Regelschar  des 
hyperbolischen  Paraboloids  von  sämtlichen  Erzeugenden  der 
andern  ßegelschar  allemal  in  zwei  projektiviseh-ähnlichen 
Punktreihen  geschnitten  werden,  so  entsteht  insbesondere  die 
Frage,  ob  es  auch  solche  Paare  von  Erzeugenden  giebt, 
welche  die  Träger  projektivisch-  gl  e  i  ch  e  r  Ponktreihen  werden, 
oder,  was  dasselbe  ist,  ob  jedes  hyperbolische  Para- 
boloid auch  durch  zwei  gleiche  Punkt  reihen  erzeugt 
werden  kann? 

Legt  man  das  Ebenenbüschel: 

^''[99,^2  ■  -  ■  9^  ■  ■  ■], 
welches  ein  Büschel  von  Parallelebenen  ist,  so  wird  dasselbe 
zwei  solche  Erzeugende  l  und  l'  in  gleichen  Punktreiben 
schneiden,  welche  gleich  geneigt  sind  gegen  die  Stellung  der 
Ebene  [r^J.  Sollen  nun  zwei  Erzeugende  l  und  V  gleich 
geneigt  sein  zur  Ebene  [i"g''],  so  müssen  die  unendlich-ent- 
fernten Punkte  y^  und  f  von  {  und  l'  verbunden  eine 
unendlich-entfernte  Gerade  geben,  welche  der  unendlich-ent^ 
fernten  Geraden  der  Ebene  [Vg'*]  in  einem  Punkte  begegnet, 
dessen  Richtung  gleich  geneigt  ist  gegen  die  Riehtungen  der 
Punkte  if  und  j"".  Diese  beiden  Punkte  liegen  aber  auf 
^"j  und  die  Geraden  V  und  g'^  treffen  sich  in  $";  folglich 
mul's  die  Richtung  nach  Sp"  gleich  geneigt  sein  zu  den  Rich- 
tungen nach  v°'  und  j,-'",  oder  da  die  Richtung  nach  ^^"  recht- 
winklig ist  zu  der  Richtung  nach  Q*,  so  müssen  die  vier 
Punkte  auf  ^t" 
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harmonisch  gelegen  sein,  d.  h. :  Wenn  wir  in  der  durch  die 
Hauptase  c  des  Paraboloids  gelegten  Ebene  [l^g'^'j  vom 
Scheitel  ©  aus  zwei  Strahlen  ziehen,  die  zu  ^  gleich  geneigt 
sind,  so  bestimmen  dieselben  die  gesuchten  Punkte  j:'"  und 
):""  auf  ^",  so  dafs  die  beiden  durch  -f  und  j,''"  gehenden 
Erzeugenden  l  und  l'  der  andern  Regelachar  in  projektivisch- 
gleichen  Punktreihen  von  sämtlichen  Erzeugenden  g^  ge- 
schnitten werden.  Es  giebt  daher  unendüch  viele  Paare  l 
und  f  von  der  verlangten  Art  und  in  gleicher  Weise  unend- 
lich viele  Paare  ff  und  ^,  welche  von  sämtlichen  Erzeugenden 
l^  in  zwei  projektivisch  gleichen  Punktreihen  geschnitten 
werden.  Die  Paare  l  und  1'  treffen  (/"  in  einer  gleichseitig- 
hyperbolischen Puuktinvolution,  deren  Doppelpunkte  ^p"  und 
Q'"  sind,  und  die  Paare  g  und  g'  treffen  l"^  in  einer  gleich- 
seitig-hyperboKschen  Punktinvolution,  deren  Doppelpunkte 
!]3'"  und  8t" ,  sind.  Wir  haben  also  folgendes  Ergebnis  der 
Untersuchung : 

Ein  hyperbolisches  Paraboloid  kann  auf  zwei- 
fach unendlieh-viele  Arten  als  das  Erzeugnis  zweier 
projektivisch  -  gleichen  Punktreihen  aufge  fa  fst 
werden. 

§  30.    Das  gleichseitig  -  hyperbolische  Paraboloid. 

Von  besonderem  Interesse  ist  der  Fall,  wenn  die  beiden 
Geraden  T"  und  g''  des  hyperbolischen  Paraboloids  recht- 
winklig zu  einander  sind;  wir  nennen  es  dann  ein  gleich- 
seitiges; jede  zu  der  Hauptase  c  normale  Ebene  schneidet 
dasselbe  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  und  da  zwei  solche 
von  dem  Scheitel  o  des  Paraboloids  nach  entgegengesetzten 
Seiten  hin  gleich  weit  abstehende  Ebenen  dasselbe  immer  in 
konjugierten  Hyperbeln  schneiden  (S.  216),  zwei  konjugierte 
gleichseitige  Hyperbeln  aber  einander  kongruent  sind,  so 
folgt,  dafs  die  in  den  beiden  zu  einander  rechtwinkligen 
Hauptebenen  [cö"]  und  {ca°}  liegenden  Parabeln: 

*«.  >»■<>  C 

beim  gleichseitigen  Paraboloid  einander  gleich  werden. 

Zwei  projektivische   gerade    Punlttreihen   l  und    ^,,    die 
{-liyperboÜBches    Paraboloid    erzeugen   solleDj 
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sind  aulser  der  Bedingung,  dafs  sie  projettivisch-äLnlich  sein 
müssen,  noch  einer  zweiten  Bedingung  unterworfen.  Seien 
nämlicli  ^j"  und  '^1  ihre  unendlich-entfernten  Punkte,  welche 
auf  i/™  liegen,  so  schneiden  sich  die  beiden  Ebenen 

[^13^]  und  [^1^"] 
in  (/".  Zu  der  Stellung  dieser  beiden  Ebenen  giebt  es  eine 
bestimmte  reehtwmkhge  Richtung,  deren  unendlich-entfernter 
Punkt  SR"  sei;  da  nun  ü"  auf  g"  rechtwinklig  steht  beim 
gleichseitigen  Paraboloid,  so  mufs  F"  durch  9t"  gehen.  Die 
Richtung  von  31"'  finden  wir  aber,  indem  wir  durch  l  und  ;, 
zwei  Ebenen  legen,  die  auf  den  vorigen  Ebenen: 

Plj=^]  und  pi))"] 
rechtwinklig  stehen,  und  diese  beiden  neuen  Ebenen  schneiden 
sich  in  einer  Geraden,  welche  den  Erzeugenden  lliV"  in  den 
Punkten  q  q,  3t"  begegnet.  Diese  Gerade  mufa,  weil  sie  den 
drei  Erzeugenden  l  i,  r  gleichzeitig  begegnet,  eine  Erzeugende 
der  Regelsehar  3a  sein;  sie  ist  aber  zugleich,  der  Konstruktion 
zufolge,  diejenige  Gerade  Iqq,],  welche  den  kürzesten  Abstand 
der  Träger  11^  enthält;  wir  sehen  also: 

Wenn  zwei  projektivische  gerade  Punktreihen 
ein  gleichseitig-hyperbolisches  Paraboloid  erzeu- 
gen sollen,  so  müssen  nicht  nur  ihre  unendlich- 
entfernten  Punkte  sich  entsprechen,  sondern  auch 
diejenigen  beiden  Punkte,  weiche  den  kürzesten 
Abstand  von  einander  haben,  müssen  entsprechende 
sein. 
Dies  läfst  sieh  auch  so  aussprechen: 

Sind  {  und  l^  irgend  zwei  Erzeugende  der  einen  Regel- 
schar eines  gleichseitig-hyperbolischen  Pai'aboloids,  so  ist  die- 
jenige Gerade,  welche  den  kürzesten  Abstand  zwischen  l  und 
i,  enthalt  (d.  h.  auf  beiden  normal  steht)  eine  Erzeugende 
der  andern  Regelschar, 

Wir  können  das  gleichseitig- hyperbolische  Paraboloid 
auch  auf  folgende  Weise  konstruieren; 

Wenn  zwei  windschiefe  Gerade  (l  und  i,)  im 
Räume  gegeben  sind,  und  man  fällt  aus  jedem 
Punkte  der  einen  (Q  das  Perpendikel  auf  die  an- 
dere   (l^),    so    bilden    sämtliche    Perpendikel     eine 
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Regelsehar  eines  gleichseitig-hyperboliselien  Pa 
raboloida. 

Denn  legen  wir  die  Normalebene  zu  J, ,  so  schneidet  die- 
selbe die  unendlich  -  entfernte  Ebene  e"  in  einer  Geraden  V 
und  die  vorigen  Perpendikel  sind  nichts  anderes,  als  die  Strah. 
len,  welche  gleichzeitig  den  drei  Geraden  ^,  l  r"  bege^ 
bUden  also  eine  Regelschar  eines  hyperbolischen  Paraboloids, 
und  dafs  dasselbe  ein  gleichseitiges  sein  mufs,  erhellt 
folgender  Bemerkung:  Sind  ^j"  und  p"  die  unendlich  -  ent- 
fernten Punkte  der  Träger  l  und  l^ ,  so  gehört  die  Verbindungs- 
linie j  ^^  p"^  I  =  ?"  dem  hyperbolischen  Paraboloid  an,  und  da 
die  Richtung  von  ^j^  normal  ist  zu  der  Stellung  jeder  durch 
l"  gehenden  Ebene,  so  mufs  auch  die  durch  ^j"  gehende 
Gerade  g'°  zu  T  rechtwinklig  sein;  folglich  ist  das  Parabo- 
loid ein  gleichseitig-hyperbolisches. 

Eine  andere  Konstruktion  des  gleichseitig  -  hyperbolischen 
Paraboloids  ist  folgende: 

Wenn  man  zwei  windschiefe  Gerade  (i  und  ?,) 
durch  ein  Büschel  paralleler  Ebenen  schneidet, 
deren  Stellung  zu  einer  derselben  [l)  normal  ist, 
so  erhält  man  auf  ihnen  zwei  projektivische  Punkt- 
reiheu,  deren  Erzeugnis  ein  gleichseitig  -  hyper- 
bolisches Paraboloid  ist.  Denn  die  Verbindungslinien 
entsprechender  Punkte  dieser  beiden  projekti vischen  Punkt- 
reihen sind  nichts  anderes,  als  die  aus  den  Punkten  von  Z, 
auf  die  Gerade  l  herabgelassenen  Perpendikel. 

Das  gleichseitig-hyperbolische  Paraboloid  ist  als  eine 
Ausartung  zu  betrachten,  sowohl  des  orthogonalen,  als 
auch  des  gleichseitigen  Hyperboloids  (S.  174,  S,  195), 
denn  es  vereinigt  in  sich  die  charakterisfeiaehen  Eigenschaften 
beider  Flächen  auf  besondere  Weise.  Da  die  beiden  Geraden 
1°  und  g"  in  der  Berührungsebene  am  Scheitel  ©  des  gleich- 
seitig-hyperboiiaehen  Paraboloids  zu  einander  rechtwinklige 
Erzeugende  sind,  so  ist  die  Ebene  [g'T]  normal  zu  der  Er- 
zeugenden V;  diese  Ebene  [j'T]  schneidet  aber  das  Parabo- 
loid in  einem  Linienpaare,  welches  als  specieller  Fall  eines 
Kreises  zu  betrachten  ist,  weil  dasselbe  die  unendlich- ent- 
fernten imaginären  Kreispunkte  auf  V"  enthält.  Dies  war 
die    charakteristische    Eigenschaft    des    orthogonalen  Hyper- 
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boloida.  Andererseits  sind  aber  auch  die  Erzeugenden  i"  g"  V 
als  drei  unter  einander  rechtwinklige  Erzeugende  aufzufassen ; 
dies  war  die  charakteristische  Eigenschaft  des  gleichseitigen 
Hyperboloids. 

Untersuchen  wir  das  Paraboioid  zunächst  rücksichtlich 
der  ersten  Eigenschaft.  Seien  die  Brennpunkte  der  beiden 
gleichen  Parabeln: 

!P».      und      !P21 

in  den  beiden  zu  einander  rechtwinkligen  Hauptebeneu  die 
Punkte : 

f     "ii'i     fi  ? 
welche  in  der  c-Äxe  gleich  weit  von  dem  gemeinschaftliehen 
Scheitel  ®  abstehen,  und  nennen  wir  den  Abstand: 

ff,  =2A; 
nehmen  wir  sodann  zwei  beliebige  Punkte  ^j  ipj  auf  der 
c-Axe,  die  auch  nach  entgegengesetzten  Seiten  hin  von  © 
gleich  weit  abstehen,  aber  so,  dal's  die  Strecke  iJp,  =  2d 
ganz  innerhalb  der  Strecke  ff,  liegt,  also  (?  <  A  ist;  denken 
wir  uns  durch  ^  und  ^|  zwei  Ebenen  normal  zur  c-Axe  des 
Paraboioids  gelegt,  so  werden  dieselben  in  zwei  (ihrer  Stel- 
lung nach)  konjugierten  gleichseitigen  Hyperbeln  das  Para- 
boioid durchschneiden;  die  reelle  Axe  jeder  dieser  beiden 
gleichen  Hyperbeln  ist  offenbar  <  2A;  wir  können  also  von 
p  aus  einen  reellen  Halbmesser  dieser  Hyperbel  ziehen,  der 
=  2  A  ist  (in  doppelter  Weise)  und  ebenso  von  ^j,  aus  in  der 
andern  Hyperbel;  ergänzen  wir  noch  die  zu  diesen  Halb- 
messern konjugierten  Halbmesser,  welche  bez.  ihnen  parallel 
sind,  in  jeder  der  beiden  Hyperbeln  und  bezeichnen  ihre 
Strahlen  durch 

s    und    s^ , 

so  sind  diese  Träger  elliptischer  Punktinvolutionen  mit  den 
Mittelpunkten  )^  und  Vi  und  den  Potenzwerten  —  4^^;  die 
konjugierten  Strahlen  s  und  s,  bilden  einen  Winkel  w  mit 
einander,  der  bestimmt  wird  durch  die  Gleichung: 

^  .Bia.w  =-d 
(weilwegenderkonstautenPotenzderHyberbel4A^.  sinMJ=4A(ü, 
gleich  dem  Quadrate   der  reellen  Halbaxe  der  Hyperbel  ist). 
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Hieraus  folgt,  da  sin  to  <  1  sein  ninta,  die  vorausgesetzte 
Bedingung  d  <  A. 

Bin  solches  eben  gefundenes  Paar  von  konjugierten 
Sti'ahlen  sSj ,  für  welches  die  Gerade,  die  ihren  kürzesten 
Abstand  enthalt  (auf  beiden  rechtwinklig  steht),  die  Mittel- 
punkte der  zugehörigen  elliptischen  Puuktinvolutionen  be- 
stimmt, wahrend  die  Potenzen  derselben  den  Wert  haben 
^-^— ,  ist,  wie  unmittelbar  ersichtlich  und  auf  S.  176  aus- 
geführt worden  ist,  von  der  besonderen  Beschaffenheit,  dafs 
jede  die  Äxe  einer  zugehörigen  orthogonalen  Ebeneninvo- 
liition  wird,  und  hat  zugleich,  wie  auf  S.  190  ff.  gezeigt  ist,  die 
andere  Eigenschaft ,  dafs  das  Verhältnis  der  Abstände  irgend 
eines  Punlites  der  Fläche  von  den  Strahlen  s  und  Sj  unver- 
ändert bleibt;  der  Wert  dieses  konstanten  Verhältnisses  (fi) 
ist  in  diesem  besonderen  Falle  =  ] ,  weil  insbesondere  der 
Punkt  ©  von  s  und  Sj  gleich  weit  absteht. 

Wir  gelangen  daher  durch  ümkehrung  dieses  Resultats 
zu  folgendem  Satze: 

DerOrt  eines  Punktes,  welcher  von  zwei  wind- 
schiefen Geraden  s  s,  im  Räume  gleich  weit  absteht, 
ist  ein  gleichseitig-  hyperbolisches  Paraboloid, 
dessen  Hauptaxe  (e)  diejenige  Gerade  ist,  welche 
auf  beiden  gegebenen  gleichzeitig  normal  steht 
oder  den  kürzesten  Abstand  derselben  enthält;  die 
Mitte  dieses  kürzesten  Äbstandes  ist  der  Seheitel 
des  Paraboloids,  die  durch  denselben  parallel  zu 
s  und  s,  gelegte  Ebene  die  Berührungsebene  am 
Scheitel.  Legt  man  durch  die  Gerade,  welche  den  kürze- 
sten Abstand  zwischen  s  s,  enthält,  und  durch  jede  von  bei- 
den, s  und  S|,  je  eine  Ebene,  halbiert  Winkel  und  Neben- 
winkel zwischen  diesen  Ebenen  durch  zwei  neue  zu  einander 
rechtwinklige  Ebenen,  so  sehneiden  dieselben  die  Berührungs- 
ebene am  Seheitel  S  in  zwei  Geraden  V  und  g",  die  unend- 
lich-entfernte Ebene  t"  in  zwei  Geraden  g'^  und  V\  dies 
sind  vier  Erzeugende  des  gleichseitig-hyperbolischen  Para- 
boloids. Um  das  ganze  Paraboloid  zu  erhalten,  kann  man 
nach  dem  Obigen  so  verfahren,  dafs  man  von  den  Fufs- 
punkten  ^j  und  ^:,   des  kürzesten  Äbstandes  ^j^),  =  2(?  Paral- 
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lele  zu  s  und  s,  zieht  und  auf  jeder  derselben  nach  beiden 
Seiten  hin  von  i;i  und  ^j,  aus  ein  Stück  abträgt  =  -^~— ;  die 
Endpunkte  der  abgetragenen  Stücke  seien  <\  q'  fl,  qi,  d,  h.  da 
2d  =  i?<\  .sinw  ist,  wo  w  den  Winkel  (ssj)  bedeutet,  so 
wird  man  auf  s  von  p  aus  das  Stück  2ä  abzuttageJi  und  in 
dem  Endpunkte  des  abgetragenen  Stücks  ein  Perpendikel  auf 
s  zu  errichten  haben,  welches  der  durch  ^j  zu  s,  parallel  ge- 
ziigenen  Geraden  in  q  begegnet.  Ist  ein  solcher  Punkt  q 
ermittelt,  so  ziehe  man  durch  q  diejenige  einzige  Gerade  T, 
welche  g"  und  ^'°  trifft,  und  lege  die  ganze  Eegelschar  g^, 
welche   l"  V  f   gleichzeitig  trifft, 

Die  Geraden  s  s^  sind  ein  Paar  konjugierter 
Strahlen  mit  zugehörigen  orthogonalen  Ebenen- 
involutionen für  das  gleichseitig  -  hyperbolische 
Paraboloid.  Ist  dieses  gegeben,  so  iJLfst  sich  ein  solches 
ausgezeichnetes  Strahlenpaar  ss,  nach  der  obigen  Kon- 
struktion in  zweifach  unendlicher  Mannigfaltigkeit  ermitteln, 
indem  man  das  Punktepaar  ^^,  von  ©  aus  bis  nach  ffi 
heranrücken  läfst  und  die  Eichtungen  von  s  und  s,   durch 

den  Halbmesser  2A  =  —■ auf  doppelte   Weise  herstellen 

kann. 

Untersuchen  wir  jetzt  an  zweiter  Stelle  das  gleichseitig- 
hyperbolische  Paraboloid  als  Ausartung  eines  gleichseitigen 
Hyperboloids.  Da  jede  Erzeugende  g^  der  einen  ftegelschar 
die  Geraden  i"  und  f  schneidet,  also  der  Ebene  [j'"^"']  par-  ' 
alle!  ist,  und  diese  Ebene  auf  V  normal  steht,  so  ist  jede 
Erzeugende  g^  normal  gerichtet  gegen  l"  und  jede 
Erzeugende  l^  normal  gerichtet  gegen  g"-^  unter  den 
sämtlichen  Erzeugenden  gn  können  wir  unendlich  viele  Paare 
rechtwinkliger  auffinden,  denn  durch  jeden  Punkt  von  V 
geht  nur  eine  bestimmte  gx',  wenn  wir  uns  also  auf  f°  die- 
jenige elliptische  Punktinvolution  (t,  l)}  denken,  deren  ima- 
ginäre Doppelpunkte  die  imaginären  Kreispunkte  auf  T  sind, 
so  gehen  durch  zwei  konjugierte  Punkte  derselben  allemal 
zwei  Einengende  g  und  ß', ,  die  lechtwinkhg  ?u  einander  ge- 
richtet sind  ;  sie  begegnen  beide  der  Erzeugenden  J"  und  sind 
normal  auf  ihr;  die  drei  Erzeugenden  ?"  f/t  ^u  sind  also  drei 
unter   einander    nomtaie    Erzeugende    des    Paiaboloids   und 
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solcher  Tripel  giebt  es  unendlich  viele,  indem  g^  und  gr,  sich 
verändern,  i"  immer  dasselbe  bleibt.  In  gleicher  Weise  können 
wir  ein  Tripel  normaler  Erzeugenden  g"^  Ij  ij,  herstellen ,  in- 
dem wir  auf  g'"  die  Punktinvolution,  deren  Doppelpunkte  die 
imaginären  Kreispunkte  sind,  annehmen  und  ein  beliebiges 
Paar  konjugierter  Punkte  f  \)  derselben  wählen.  Es  giebt 
also  auf  dem  gleichseitig  -  hyperbolischen  Paraboloid  eine 
doppelte  Unendlichkeit  von  Tripeln  je  dreier  unter  einander 
normaler  Erzeugender,  von  denen  immer  zwei  derselben  Begel- 
schar  angehören,  und  die  dritte  die  der  andern  Regelschar 
angehörige  Erzeugende  ist,  welche  in  der  Berührungaebene 
am  Scheitel  liegt.  Die  in  der  früheren  (S.  197)  allgemeinen 
Betrachtung  auf  gefundenen  ParaUelepipeda ,  deren  sechs  Kan- 
ten auf  dem  gleichseitigen  Hyperboloid  verlaufen,  behalten 
also  nur  drei  an  einander  stofsende  Kanten  im  Endlichen. 

Nehmen  wir  zwei  derartige  Tripel  aus  den  beiden  ver- 
schiedenen Gruppen: 

Pg^g^     und     g'^i^l^ , 
80  bilden  die  vier  Strahlen  g^gyl^ly  ein  Tetraeder: 

ig^k)  =  U     (1,9,)==^     (sr^M^tS    (^??j)-=®, 
von  welchem  zwei  Paare  von  Gegenkanten,  m,mlich 

IStaJt,  |gS|     und     |©6t,  ist-©! 
rechtwinklig  zu  einander  sind,  folglich  müssen  (S.  84)  auch 
die  beiden  letzten  Gegenkanten; 

zu  einander  rechtwinklig  sein;  es  müssen  die  vier  Höhen 
dieses  Tetraeders  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  durch 
welchen  gleichzeitig  die  drei  kürzesten  Abstände  der  drei 
Paar  Gegenkanten  hindurchgehen.  Der  kürzeste  Abstand  der 
Gegenkanten  |9i®|  =  l^  und  |6®|  =  li,  ist  aber  die  Gerade 
jf",  und  der  kürzeste  Abstand  der  Gegenkanten  ]S9(J|=^p 
und  |3!>9[|^^i  ist  die  Gerade  l",  und  g''l'>  treffen  sieh  in 
dem  Scheitel  ©  des  Paraboloids,  folglich  ist©  der  Höhen- 
punkt des  Tetraeders  (31^6©). 

Bezeichnen  wir  noch  die  Pufspunkte  der  kürzesten  Ab- 
stände der  beiden  Gegenkantenpaare  J9133|,  ]©£)]  und  |9l3!l|, 
13361  in  diesem  Tetraeder,  immlich  die  Punkte; 
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{;o^j)=a    (^V«l==a,    (y>;0=t    (/M  =  6i 
und    die    Pulspunkte    der    Höhen     des   Tetraeders    K  33  E  ® 
durch  StiSitSi®,,    so     wird,    weil    in    dem    Dreieck   3t3)a, 
der  Punkt  ©  der  Höhenpunki  ist,  die  Beziehung  gelten: 
a9t.  aS)    +a©.aoi  =0    und 
©a.©a,  =  ©ai.  ©311  =  ©®  ■  ®®j. 
in  dem  Dreieck  31^6, 'in  gleicher  Weise: 
691. iS    +6@.66i  =  0    und 
©!j.®6,  =  ©3l.  ©91,  =  ©©.©33,, 
folglieh  auch 

©a  .  @ai  =  ©6  .  ©b|. 
Halten  wir  nun  das  eine  Paar  Erzeugender  z.  B.  g^  und 
jf^  fest,  verändern  aber  das  andere  Paar  l^  und  l^,  so  folgt, 
dats  das  Punktepaar  St®  eine  Punktinvolution  duiehläiift, 
deren  Mittelpunkt  a  ist;  diese  Punktinvolution  mufs  elliptisch 
sein,  weil'das  Ebenenpaar  \9H{\  und  Sßl'^  rechtwinklig  ist; 
ebenso  durchlaufen  66,  eine  elliptische  PunktinYolution,  deren 
Mittelpunkt  ©  ist.     Wir  haben  also  folgenden  Satz : 

Die  Paare  rechtwinkliger  Erzeugender  aus  der 
einen   Regelschar   (iji„)    eines    gleichseitig-hyper 
boliechen  Paraboioids  treffen    eine   beliebige   Er 
zeugende    der    andern    Regelschar   (^j)    allemal    ii 
Punktepaaren  einer   elliptischen  Punktinvolution 
deren  Mittelpunkt  derjenige  Punkt  ist,  in  welchem 
(/j  von  i"  getroffen  wird;   die  Potenz  dieser   Punkt 
Involution  ist  gleich   dem  negativen  Rechteck  aui 
denAbständen  der  Erzeugenden  g^  von  der  zugehÖ 
rigen    normalen  Erzeugenden   g^    und    von   g^.      Die 
gleiche  Eigenschaft  gilt  auch  für  die  Paare  ^j  und  g^q. 
Nennen  wir  die  Potenz  der  Punktinvolution  auf  (/": 
©6  .  ©6i  =  —  ft^ 
und  den  Abstand  irgend  einer  Erzeugenden  g-^  von  g'^ 

d  =  ©a, 
so    wird  sich    die  Potenz   der  Punktinvolution    auf  ^,    aus- 
drücken lassen  durch  (t^  und  S\  nämlich 
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Da  femer  die  drei  Strahlen  g"  g^  g^  sämtlich  auf  P'  normal 
stehen,  so  wird,  wenn  wir  den  Winkel 

L  {gif)  =  ** 

bezeichnen,  ^^  .  cos  w  =  S1j 

a©  .  cos  tv  =  ©&! , 
folglich,  —  (ft*  +  ö')  .  cos'^  w  =  —  fi^, 

woraus  folgt  5^  =  ji' .  tg*  w, 

(\.  h.  der  Abstand  der  Geraden  g^,  von  der  festen 
Erzßugenden  ^"  wächst  proportional  der  Tangente 
des  Winkels,  welchen  die  veränderliche  Erzeu- 
gende j/j  mit  der  festen  Erzeugenden  (/"bildet.  Dies 
läfst  sich  auch  so  aussprechen:  Wir  können  das  gleich- 
seitig hyperbolische  Paraboloid  als  eine  Schrauben- 
fläche auffassen,  wßlche  entsteht,  wenn  eine  Ge- 
rade g^  sich  rechtwinklig  zu  einer  Leitlinie  V  an 
derselben  so  verschiebt,  dal's  die  Tangente  d-es 
Winkels  gegen  eine  Anfangslage  3"  der  Entfer- 
nung von  dieser  Anfangslage  proportional  ist. 
Die  Potenz  der  Punktin volution  auf  g^  wird: 

Um  die  Potenz  der  Punktinvolution  auf  </"  zu  ermitteln, 
suchen  wir  eine  solche  Erzeugende  g^  auf,  welche  gegen  g"- 
unter  45"  geneigt  ist,  dann  wird  «y  =  45"  also  (i^  =  d'; 
es  ist  also  der  Abstand  dieser  besonderen  Erzeugenden  g^ 
von  ©  zu  ermitteln;  da  die  Ebene  [gil""]  unter  45"  geneigt 
ist  gegen  die  Ebene  \^H^],  und  die  Ebene  [i"*/"]  auf  [g"}""] 
rechtwinklig  steht,  so  ist  [gjl'']  eine  Halbierungsebene  zwi- 
schen den  beiden  Ebenen  [("j/"]  und  P"«/"];  femer  ist  eine 
Halbierungsebene  des  Neigungswinkels  zwischen  \l''g'^]  und 
[^T*]  eine  Hauptebene;  es  sei  die  der  Parabel  ^^^'.  In  dem 
von  den  drei  Ebenen  [Vg"]  \ßg'"']  [/T]  gebildeten  recht- 
winkligen Dreiflach  (Oktant)  wird  also  derjenige  Strahl,  dessen 
Funkte  von  den  drei  Seitenflächen  (also  auch  von  den  drei 
Kauten)  gleich  weit  abstehen,  von  dem  Scheitel  ©  nach  dem 
Punkte  j^  der  Parabel  Sp^'  hingehen,  in  welchem  die  ge- 
suchte Erzeugende  g^  der  Ebene   der  Parabel   *pj^'  begegnet. 
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'  Da  nun  der  Abstand  des  Punktes  y,  von  einer  der  drei 
Ebenen  des  rechtwinkligen  Dreikants  zu  seinem  Abstände 
von  einer  der  drei  Kanten  sich  verhalten  mufs,  wie  1  :  ^2, 
so  wird  y.j  ein  solcher  Punkt  auf  der  Parabel  *^^^'  sezn,^dafa 
sein  Abstand  von  der  Parabelaxe  zum  Abstände  von  der 
Scheiteltangente  der  Parabel  sich  verhält,  wie  }/2  :  1 ;  dieser 
Punkt  ist  aber  leicht  au  ermitteln;  sei  f  der  Brennpunkt  der 
Parabel  fß^',  so  mufs  der  gesuchte  Punkt  j,-;  doppelt  so  weit 
von  der  Scheiteltaugente  der  Parabel  abstehen ,  wie  der  Brenu- 
punkt  f.  Hieraus  folgt,  dafs  der  Abstand  der  gesuchten  Er- 
zeugenden j/i  von  @  ebenfalls  gleich  2  -  ©f  sein  wird,  oder 
wenn  wir  mit  f  und  f,  die  Brennpunkte  der  beiden  Parabeln 
in  den  Hauptebeneii  des  Paraboloids  bezeichnen,  so  ist  die 
Potenz   der  elliptischen   Punktinvolution   auf  dem  Strahle  V 

Wir  können  also  dem  Obigen  noch  folgendes  Resultat 
hinzufügen : 

Die  Paare  rechtwinkliger  Erzeugender  {^j^^) 
aus  einer  Regelschar  eines  gleichseitig  hyperbo- 
lischen Paraboloids  treffen  diejenige  Erzeugende 
P  der  andern  Regelschar,  welche  durch  den  Scheitel 
(£  des  Paraboloids  geht,  in  Punktepaaren  einer 
elliptischen  Punktinvolution,  deren  Mittelpunkt 
der  Scheitel  @  des  Paraboloids  ist,  und  deren  Po- 
tenz den  Wert  hat  —  (ff|)^  wenn  ff,  die  Brennpunkte 
der  beiden  Parabeln  in  den  Hauptebenen  des  Para- 
boloids sind. 

§  31.     Die  Baumkurve  dritter  Ordnung  als  Erzeugnis 
dreier  projektiv! sehen  Ebenenbüscliel. *) 
Wir  haben   bisher  von  den  Gebilden   erster  Stufe,   der 
geraden   Punktreihe,    dem   ebenen  Strahl enbüsehel   und   dem 

*)  Von  den  diesen  GegeuBtand  betreffendeD  Originalarbeiten,  deren 
Resultate  im  Folgenden  enthalten  sind,  haben  wir  u.  A.  folgende  za  er- 
wähnen: Möbius:  Der  barycentriache  Calcul.  1827.  8.120.    M.Chaslee: 
Äpet9uhi3torique,  üeoondeiSdifcion.  1374,  Note  XXXllI,p.4(B,  M.Chas- 
15* 


y  Google 


228  §31.  Die  Raumkurre  3,  0.  als  Erzeugnis  dreier  proj. 

Ebenenbüschel  immer  nur  zwei  in  projektivische  Beziehung 
zu  einander  gesetzt  und  die  daraus  hervorgehenden  Erzeug- 
nisse untersucht.  Es  können  aber  auch  drei  Gebilde  dieser 
Stufe,  in  projektivische  Beziehung  gesetzt,  zu  einem  Erzeug- 
nis führen,  und  wir  wollen  an  erster  Stelle  das  Erzeug- 
nis dreier  projektivischen  Ebenenbüschel  unter- 
suchen, d.  h.: 

Drei  projektivische  Ebenenbüschel  in  allgemeinster  Lage : 

!,  [«,  (!,  . .  I, . .],    l,  K  ß,--i,-  ■],    l,  1".  fe  .  ■  fe  .  •] 

sind  gegeben,  es  wird  nach,  dem  Orte  des  Schnittpunkts  je 
dreier  entsprechenden  Ebenen: 

gefragt. 

In    dem   Punkte  x  =  Üi  §2  ^3)    schneiden    sich    die    drei 
Schnittlinien : 

11,6,1=»,,    li,i,l-9„    iS,l.l-<;,. 

und  da  |[|.j  zwei  projektivische  Ebenenbüschel  beschreiben, 
so  wird  ^,2  eine  Regelschar  eines  Hyperboloids  ^\l  durch- 
laufen; die  andere  Regelschar  desselben ,  welcher  die  Axen 
ii  und  l^  der  Ebenenbüschel  angehiken,  habe  zu  Erzeugenden 
(,2.  In  gleicher  Weise  durchläuft  ^13  eine  Eegelschar  eines 
zweiten  Hyperboloids  ^'J,  dessen  andere  ßegelschar  von  der 
Geraden  l^^  beschrieben  werde,  und  endlich  wird  ^j^  eine 
ßegelschar  eines  dritten  Hyperboloijis  §f^  durchlaufen,  dessen 
andere  Eegelschar  von  der  Geraden  l^^  beschrieben  werde. 
Die  Hyperboloide  j^^  und  §jg  haben  die  Erzeugende  i, ,  die 


les:  Comptea  renduE,  tome  XLV,  p.  189,  10  aoüt  1857.  Seidcwit?,: 
Archiv  der  Mathemaiik  und  Phjäk  v.  Gruuert.  B.  X,  S,  208.  0.  Hesse: 
CreUe'8  Journal.  Bd.  XXVI,  S.  147.  H.  Schröter:  Grelle -Borchardt' 3 
Journal.  Bd.  56,  S.  27.  L.  Cremona,  Crelle-Borchardt's  Journal.  Bd,  58, 
S.  138,  Bd.  60,  S.  188.  Bd.  63,  S.  141.  L.  Cremona:  Nouvelles  Aunales 
de  math^matiquee  p.  Terquem  et  Gerono.  Deusiöme  aörie  t  I,  p.  387  et 
3e6  et  436.  K.G.  C.  V.  Staudt:  Beitrage  zur  Geometrie  der  Lage,  §33. 
Th.  Reje:  Die  Geometrie  der  Lage  (2.  Auflage  1880).  Abt.  II,  S.  68  ff, 
E,  Sturm:  Crelle-Borchaidt'B  Journal.  Bd.  79,  S,  99.  Bd.  80,  S.  128. 
H.  Müller:  MathematiKche  Aunalen  von  Clelisch  und  Neumann.  Bd.  I, 
S,  407. 
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Hyperboloide  ^f^  und  ^^s'  ^^^  Erzeugende  i^  und  endlich  die 
Hyperboloide  ^f^  und  §^'  die  Erzeugende  h  gemeinschaft- 
lich;  alle  drei  Hyperboloide  haben  aber  aufserdem  den  gesuch- 
ten Ort  des  Punktes  ;;  gemeinschaftlieh,  und  dieser  ist  durch 
zwei  derselben  bereits  bestimmt,  also: 

Der  gesuchte  Ort  des  Punktes  j;  ist  die  Übrige 
Durchschnittskurve  zweier  einfachen  Hyperbo- 
loide, welche  eine  Erzeugende  gemeinscbiiftlich 
haben. 

Wir  nennen  diesen  Ort  eine  Raumkurve  dritter  Ord- 
nung C"*',  weil  eine  beliebige  Ebene  ihr  im  allgemeinen  höch- 
stens in  drei  Punkten  begegnen  kann;  denn  diese  schneidet  die 
beiden  Hyperboloide  ^f^  und  §[g  in  zwei  Kegelschnitten,  die  im 
allgemeinen  vier  gemeinschaftliche  Punkte  haben,  von  denen 
aber  einer  der  Durchs ehnittspunkt  mit  l^  sein  mufs ;  es  bleiben 
also  für  C^'  nur  drei  gemeinschaftliche  Punkte  der  beiden 
Kegelschnitte  übrig,  von  denen  einer  immer  reell  sein  mufs, 
während  die  beiden  andern  auch  konjugiert  ims^inär  sein 
können  (Tb,  d.  K.  §  57}  und  auf  einer  reellen  Geraden 
liegen. 

Jede  der  drei  Geraden  g^^  Siz  ßiz  enthält  nur  den  einzigen 
Punkt  der  Raumkurve  C^',  in  welchem  sie  sich  schneiden, 
während  die  Erzeugenden  l^^  ly^  ^^j  der  Baumkurve  in  je  zwei 
Punkten  begegnen  müssen,  die  auch  imaginär  sein  können; 
denn  g^^  wird  als  Schnittlinie  |li^a|  von  der  einzigen  Ebene 
I3  in  einem  Punkte  geschnitten,  welcher  der  Ci^'  angehört; 
da  aber  ßij  und  i,j  immer  in  einer  Ebene  liegen  (Berührungs- 
ebene  des  Hyperboloids  §5a)  ^'^^  '^^^  Linienpaar  (Kegelschnitt) 
bilden,  welches  diese  Ebene  mit  dem  Hyperboloide  S^'fl  ge- 
mein hat,  da  ferner  diese  Ebene  der  C'^'  nur  in  drei  Punkten 
begegnen  kann,  so  mufs  l^^  ihr  in  zwei  (reellen  oder  imagi- 
nären) Punkten  begegnen.  Dies  läfst  sich  auch  auf  folgende 
Art  erkennen: 

Die  beiden  entsprechenden  Ebenen  ^|  und  §.;  der  pro- 
jektivisehen  Ebenenbüscbel  i,  und  l^  schneiden  auf  der  Gfe- 
raden  i,,,  welche  mit  i,  und  l^  derselben  ßegelschar  des 
S^fl  angehört,  eine  und  dieselbe  Punktreihe  aus,  nämlich  die- 
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jenige,  in  welcher  sämtliche  Erzeugende  der  andern  Regel- 
schar 3,2  ihr  begegnen,  und  die  entsprechende  Ebene  g^  des 
dritten  Ebenenbüschels  l^  schneidet  auf  i|j  eine  zweite  mit 
der  ersten  projektiv iache  Punlttreihe  aus;  die  beiden  auf 
einander  liegenden  projektivischen  Punktreihen  haben  aber 
im  allgemeinen  zwei  (reelle  oder  iifiaginäre)  Doppelpunkte, 
und  diese  sind  die  beiden  Punkte,  in  denen  l,^  der  C<"  begeg- 
net.    Wir  haben  also  das  Eesultat: 

Die  auf  einem  einfachen  Hyperboloid  {^[^)  ver- 
laufende Kaumkurve  dritter  Ordnung  {C's>)  begegnet 
allemal  sämtlichen  Erzeugenden  ((7,3)  der  einen 
Regelachar  in  je  einem  (reellen)  Punkte  und  sämt- 
lichen Erzeugenden  der  andern  Regelschar  (^,2)  in 
je  zwei  (reellen  oder  imaginären)  Punkten. 

Durch  den  Schnittpunkt  x  je  dreier  entsprechenden  Ebenen 
5i  Sj  I3  der  gegebenen  drei  projektivischen  Ebenenböschel 
/,  Zj  Z3  gehen  die  drei  Schnittlinien  JS1I2I  Hi^sl  l^s^sL  welche 
wir  jetzt  bezeichnen  wollen  durch: 


und  aui'serdem   die   drei   der  jedesmaligen  andern  Regelschar 
in  jedem  der  drei  Hyperboloide  angehörigen  Erzougonden : 

^3  ^13  4  ■ 
Nehmen  wir  einen  beliebigen  zweiten  Punkt  a  der  liaimi- 
kurve  C',  und  schneiden  sieh  in  demselbeu  die  drei  ent- 
sprechenden Ebenen  a^  a.^  a^,  so  haben  wir  in  gleicherweise 
auf  den  drei  Hyperboloiden  die  sechs  Erzeugenden  aus  je 
zwei  Regelscharen :  ■ 

welche  sämtlich  durch  den  Punld  ii  goheii. 

Nun  liegen  aber  auch  die  beiden  Erzeugenden  g\^  und 
1°^  des  Hyperboloids  §f^  in  einer  Ebene,  welche  oifenbar 
durch  die  Punkte  j:  und  a  geht,  und  es  wird  das  Hyper- 
boloid ^f^  auch  erzeugt  werden  können  durch  zwei  Ebeneu- 
büschel,  deren  Äxen  ^,  und  2^^,  sind  und  deren  entsprechende 
Ebenen  in  der  veränderlichen  Erzeugenden  ^^^  sich  schneiden  ; 
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ebenso  wird  das  Hyperboloid  §j^  auch  erzeugt  werden  bÖOHeii 
durch  zwei  Ebenenbüschelj  deren  Axen  li  und  ("^  sind,  und 
deren  entsprechende  Ebenen  in  der  veränderlichen  Erzeugen- 
den (;*g  sich  schneiden;  da  nun  die  Ebenen  {l[(/\^  und  pj^^J 
identisch  sind  mit  der  Ebene  [/jj:],  so  müssen  die  Ebenen: 

mit  der  Bewegung  von  y,  auf  C'*'  zwei  projektivische  Ebenen- 
biischel  beschreiben,  d.  b.  ihr  Sehnittatrahl  |a);|  beschreibt 
einen  Kegel  zweiter  Ordnung.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Wird  ein  fester  Punkt  (a),  einer  Raum  kurve  drit- 
ter Ordnung  (C^))  mit  einem  veränderlichen  Punkte 
(j)  derselben  verbunden,  so  beschreibt  der  Verbin- 
dungsstrahl einen  Kegel  zweiter  Ordnung. 

Hieraus  folgt: 

Die  ßaumkurve  dritter  Ordnung  C*^'  erscheint 
als  die  übrige  Durchschnittskurve  zweier  Kegel 
zweiter  Ordnung,  welche  in  der  Verbindungslinie 
ihrer  Mittelpunkte  einen  gemeinschaftlichen  Kegel- 
strahlhaben,  und  die  Raumkurve  gehtselbst  durch 
die  beiden  Mittelpunkte  der  Kegel. 

Denn  sobald  wir  zwei  Punkte  a  und  &  der  Raumknrve 
mit  sämtlichen  x  verbinden,  erhalten  wir  zwei  solche  Kegel. 

Hieraus  folgt  weiter :  Wenn  wir  irgend  drei  Punkte  a  b  e 
der  Raumkurve  nehmen  und  einen  veränderlichen  Punkt  j: 
auf  ihr  bewegen,  so  müssen  die  Ebenen: 

zwei  projektivische  Ebenenbüsehel  besehreiben,  weil  ihr  Er- 
zeugnis der  Kegel  zweiter  Ordnung  ist,  welchen  der  ver- 
änderliche Strahl  |aj:|  beschreibt.  Nehmen  wir  einen  be- 
hebigen vierten  Punkt  b  der  Raumkurve  hinzu,  so  müssen 
auch  die  Ebenen: 

[ccij;]       und      [cbri 
zwei  projektivische  Ebenenbüsehel  beschreiben,  folglich  Aver- 
den  auch  die  Ebenenbüschel: 

OÜIW       uml       ItbIM 
projektivisch  sein  und  ein  neues  Hyperboloid  erzeugen,  wel- 
ches durch  die  gegebene  Raumkurve  geht. 
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Nennen  wir  eine  Gerade,  welche  der  Eaumkurve  in  zwei 
Punkten   begegnet,  eine  Sekante  derselben,   so  haben   wir 


Wenn  man  irgend  zwei  feste  Sekanten  einer 
Raumkurve  3.  0.  zu  Äsen  zweier  Ebenenbiischel 
macht,  deren  entsprechende  Ebenen  nach  einem 
veränderlichen  Punkte  y,  der  Baumkurve  gehen,  so 
sind  die  beiden  Ebenenbüschel  allemalprojektivisch 
und  erzeugen  ein  einfaches  Hyperboloid,  auf 
welchem  die  Raumkurve  ganz  enthalten  ist. 

Hierdurch  verlieren  die  m:sprünglichen  Äxen  ^^^2^3  der 
erzeugenden  Ebenenbüschel  ihre  Eigentümlichkeit;  sie  sind 
nämlich  auch  nichts  anderes,  als  drei  beliebige  Sekanten  der 
Raumkurve;  denn  auf?]  achneiden  die  beiden  projektivischen 
Ebenenbüechel  l^  [^J  und  \  [l^]  zwei  zusammenliegende  pro- 
jektivische  Funktreihen  aus,  deren  Doppelpunkte  der  Eaum- 
kurve angehören  müssen.  Sind  die  Doppelpunkte  reell,  so 
ist  ?|  eine  Sekante  der  Eaumkurve;  allerdings  bleibt  l^  auch 
bestehen,  wenn  die  Schnittpunkte  mit  C'^l  imaginär  sind.  Wir 
können  diese  nicht  in  reellen  Punkten  schneidenden  Sekanten 
der  Raumkurve  mit  umfassen,  wenn  wir  den  vorigen  Satz  so 
aussprechen : 

Durch  irgend  zwei  Sekanten  einer  Raumkurve 
3.  0.  und  durch  diese  selbst  läfst  sich  immer  ein  und 
nur  ein  einfaches  Hyperboloid  legen;  sämtliche 
Erzeugenden  der  Eegelechar,  welcher  die  beiden 
.Sekanten  angehören,  sind  als  Sekanten  der  Raum- 
kurve aufzufassen,  und  verändern  wir  das  Plyper- 
boloid,  so  erhalten  wir  das  ganze  System  sämt- 
licher Sekanten  der  Raumkurve, 

Dieselbe  Raumkurve  3.  0.  läfst  sich  also  in  mannig- 
fachster Weise  durch  drei  projektivische  Ebenenbüsehel  er- 
zeugen; wir  haben  nur  nötig,  irgend  drei  Sekanten  der 
Raumkurve  als  Äxen  zu  wählen  —  eine  Eigenschaft,  welche 
schon  hier  eine  merkwürdige  Analogie  der  Baumkurve  3.  0, 
mit  dem  Kegelschnitt  hervortreten  läfst.  Wir  können  das 
gewonnene  Eesultat  auch  anders  aussprechen:  Nehmen  wir 
zwei    beliebige    Sekanten  l  und  V  der  Raumkurve    und   vier 
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Puny«  derselben  a,  aj  a^  (ij,  so  müssen  die  Doppel  Verhältnisse 
der  Ebenenbüscliel : 

^[ii«2«s<iil     """ä     i'[<i-i<^2^3'^4'\  gleich  sein; 
halteD  wir  l  fest  imd  lassen  l'  das  ganze  System  der  Sekanten 
der  Raumifurve  durcblaufen ,   so  behält  das  Doppelverhälhiis 
immer  denselben  konstanten  Wevt,  d,  h: 

Werden  vier  beliebige  feste  Pnnkte  einer  Baum- 
kurve  dritter  Ordnung  mit  irgend  einer  veränder- 
lichen Sekante  derselben  durch  vier  Ebenen  ver- 
bunden, so  behält  das  Doppelverhältnis  dieser  vißr 
Ebenen  einen  unveränderlichen  Wert.     Oder: 

Die  Äsen  aller  solchen  Büschel  von  je  vier 
Ebenen,  die  durch  vier  gegebene  feste  Punkte  gehen 
und  ein  konstantes  Doppelverbältnis  haben,  sind 
die  sämtlichen  Sekanten  einer  Itaumkurve  dritter 
Ordnung. 

Nehmen  wir  jetzt  eine  Gerade  g,  welche  der  Raum- 
kurve C^'  nur  in  einem  Punkte  begegnet,  so  wird  jede  durch  g 
gelegte  Ebene  die  Eaumkurve  im  allgemeinen  in  zwei  (reellen 
oder  im^inäreu)  Punkten  treffen,  d.  h.  eine  Sekante  der  Eaum- 
kurve enthalten ;  nehmen  wir  zwei  solcher  Sekanten  Z,  und  l^ 
und  legen  nach  dem  Vorigen  das  Hyperboloid,  welches  durch 
1^2  und  O^'  geht,  so  mufs  dasselbe  offenbar  ^  enthalten,  und 
alle  übrigen  zu  derselben  Regelschar  wie  ?,  und  l^  gehörenden 
Erzeugenden  dieses  Hyperboloide  müssen  g  treffen,  d.  h.  mit 
g  in  einer  Ebene  liegen,  und  zugleich  Sekanten  der  Raum- 
kurve f?^'  sein,  also  mit  andern  Worten  diejenigen  Sekanten 
der  Raumkurve  sein,  welche  in  den  durch  g  gelegten  Ebenen 
enthalten  sind.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Durch  eine  Gerade  (g),  welche  der  Raumkurve 
nur  in  einem  Punkte  begegnet  und  durch  die  Raum- 
kurve lÜfst  sich  allemal  ein  und  nur  ein  Hyper- 
boloid legen.  Sämtliche  durch  g  gelegten  Ebenen 
schneiden  die  Raiimkurve  in  Punktepaaron,  deren 
Verbindungslinien  derjenigen  Regelschar  dieses 
Hyperboloids  angehören,  zu  der  g  nicht  gehört. 

Nehmen  wir  endlich  einen  beliebigen  Punkt  d  im  Räume, 
der  nicht  auf  der  Eaumkurve  liegt  und  verbinden  ihn  mit 
ii^end  einem  Punkte  IJ  dereelben,  so  wird  durch  die  Gerade 
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|ül)|  =  (/  und  die  Eaumkurve  ein  Hyperboloid  gelegt  wardeii 
können,  wie  mr  eben  gesehen  haben,  und  durch  den  Punkt  u 
dieses  Hyperboloids  geht  eine  einzige  Erzeugende  l,  welche 
Sekante  der  Raumkurve  sein  mufs.  Verändern  wir  den  Punkt  p 
auf  der  Raumkurve,  so  kann  die  Gerade  l  ihre  Lage  dadurch 
nicht  ändern,  was  schon  unmittelbar  daraus  hervorgeht,  dafs, 
wenn  es  eine  zweite  Gerade  V  durch  c  gäbe,  die  Ebene  [iT] 
mit  der  Raurakurve  vier  Punkte  gemein  haben  würde,  was 
widersinnig  ist.     Also: 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  (c)  im  Räume,  der 
nicht  auf  der  Raumkurve  liegt,  giebt  es  nur  eine 
(immer  reelle)  Sekante  derselben,  d.h.  eine  solche 
Gerade,  welche  ihr  in  zwei  (reellen  oder  imaginären) 
Punkten  begegnet. 

Die  Konstraktion  dieser  Sekante  ist  im  Vorigen  gegeben; 
man  verbinde  nämlich  o  mit  irgend  einem  Punkte  a  der  Eaum- 
kurve durch  eine  Gerade  g,  lege  durch  g  ein  Büschel  von 
Ebenen,  deren  jede  aus  der  Raumkurve  eine  Sekante  (eigent- 
hche  oder  uneigentliche)  ausschneidet;  alle  diese  Sekanten 
bilden  eine  Regelschar  eines  Hyperboloids,  auf  welchem  auch 
g,  der  andern  Regelschar  angehörig,  liegt;  die  einzige 
durch  c  gehende  Erzeugende  der  ersten  Regelschar  dieses 
Hyperboloids  ist  die  gesuchte  Sekante.  Man  braucht  also  nur 
durch  0  zwei  Ebenen  zu  legen,  die  zugleich  durch  irgend 
zwei  Erzeugende  der  'andern  Regelschar  jenes  Hyperboloids 
gehen,  iim  als  deren  Schnittlinie  die  gesuchte  Sekante  zu 
erhalten.  Hieraus  folgt,  dafs  die  Projektion  der  Raumkurve 
C'  auf  eine  beliebige  Ebene  allemal  ein  ebene  Kurve  3.  0. 
mit  einem  Doppelpunkt  sein  mufs,  oder  dafs  ein  Kegel, 
welchen  man  erhält,  wenn  man  einen  beliebigen 
nicht  auf  der  Raumkurve  liegenden  festen  Punkt 
mit  allen  Punkten  derselben  durch  Strahlen  ver- 
bindet, ein  Kegel  dritter  Ordnung  mit  einem 
Doppelstrahl  sein  mufs. 

Man  kann  die  Punldiepaare,  in  welchen  die  Erzeugenden 
der  einen  Eegelsehar  eines  Hyperboloids,  auf  welchem  eine 
Eaumkurve  3.  0.  verläuft,  von  dieser  getroffen  werden,  in- 
volutorisch  ordnen  und  erhält  dadurch  ein  Mittel,  diejenigen, 
welche  Sekanten  mit  reellen  Schnittpunkten  sind,  zu  trennen 
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von  deHJenigeiij  welche  der  ßaumkurve  in  konjugiert -imagi- 
nären Punkten  begegnen. 

Wenn  man  nämlich  irgend  ein  Hyperboloid  §<^l  durch  die 
llaumkurve  legt  und  diejenige  Regelschar  P  des  Hyperboloids 
ins  Äuge  fafst,  deren  Erzeugende  der  JRaurakuiTe  in  je  zwei 
Punkten  j.' und  ):' begegnen,  und  man  durch  sämtliehe  i^  und 
irgend  einen  festen  Punkt  a  der  Raumkurve  Ebenen  legt,  so 
müssen  dieselben  sämtlich  durch  eine  feste  Gerade  ^r"  gehen, 
d,  h.  ein  Ebenen biischel  bilden;  denn  es  giebt  durch  a  nur 
eine  einzige  Erzeugende  g"  der  andern  Regelschur  'unseres 
Hyperboloids,  und  g"  mufs  mit  jeder  Erzeugenden  l"  in  einer 
Ebene  liegen.  Verbindet  man  aber  a  mit  sämtlichen  Punkten  f 
der  Raumkurve  C*',  so  erhält  man  nach  dem  Obigen  einen 
Kegel  2.  0-,  und  das  Ebenenbüschel  durch  g°  Schneidet  den 
Kegel  in  dem  Strahlenpaar  \a.):\,  \a.y'\.  Irgend  ein  anderer  Kegel- 
sti'ahl  l"  mit  dem  Strahlenpaare  jav?  (IJ^'I  verbunden,  liefert 
aber  bekanntlich  (Th.  d.  K.  §.  31)  eine  Ebenen  in  volution, 
deren  Ase  eine  Sehne  der  Raumkurve  ist.  Wir  haben  also 
den  Satz: 

Wenn  man  durch  eine  Baumkurve  dritter  Ord- 
nung ein  Hyperboloid  legt  und  diejenige  Regel- 
schar l"  desselben  betrachtet,  deren  Erzeugende  der 
Raumkurve  in  je  zwei  Punkten  j;  j:'  begegnen,  wenn 
man  alsdann  irgend  eine  Sekante  |n!j|  der  Raum- 
kurve mit  ff'  durch  Ebenenpaare  verbindet,  so 
bilden  diese  eine  Ebeneninvolution. 

Diese  Ebeneninvolution  wird  hyperbolisch  oder  elliptisch 
seiu,  je  nachdem  der  Strahl  g"  aufserhalb  oder  innerhalb  des 
Kegels  liegt,  welchen  der  Strahl  [ni:[  beschreibt,  eines  Kegels, 
der  allein  von  der  Lage  des  Punktes  a  abhängt,  und  den  wir 
mit  a'^*  bezeichnen  wollen.  Ist  die  Ebeneninvolution  elliptisch, 
50  schneiden  sämtliche  durch  g"  gelegten  Ebenen  den  Kegel  a'^' 
in  reellen  Liuienpaaren  |nj:|  und  \ixf'\,  d.  h.  sämtliche  Er- 
zeugenden l''  werden  von  der  Raumkurve  CP^  in  reellen  Punkte- 
paaren y):'  getroffen.  Ist  die  Ebeneninvolution  dagegen 
hyperbolisch,  so  gehen  zwei  Berührungsebenen  durch  ß"  an 
den  Kegel  a'^';  diese  schneiden  zwei  solche  Erzeugende  l^  aus 
dem  Hyperboloid  §'^1,  welche  von  der  Raumkurve  C*>  berührt 
werden.      Die    beiden    Berühr ungsebenen    durch  ^"  an   den 
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Kegel  a'^'  tremien  die  Ebenen  des  ganzen  durch  ^^  gelegten 
Büschels  in  zwei  Gruppen;  die  eine  Gruppe  von  Ebenen 
schneidet  den  Kegel  a<^>  in  reellen  Paaren  von  Kegelstrahlen, 
die  andere  nicht;  also  zerfallen  die  Erzeugenden  ^^  des  Hyper- 
boloids §'^l  in  diesem  hyperbolischen  Fall  in  zwei  Gruppen, 
von  denen  die  eine  Gruppe  sämtliche  l'  enthält,  die  der  C^' 
in  reellen  Punktepaaren  {;;};')  begegnen,  während  die  andere 
Gruppe  alle  Erzeugenden  l"  enthält,  welche  von  der  O"  nicht 
getroffen  werden.  Beide  Gruppen  werden  von  einander  ge- 
trennt durch  zwei  besondere  Erzeugende  l,  welche  die  Eauni- 
kurve  CP'>  berühren. 

Ist  die  Raumkurve  0^'>  und  das  durch  dieselbe  gelegte 
Hyperboloid  §(^l  gegeben,  so  wird  das  Verhalten  ihrer  Regel- 
schar P  zu  der  Raumkurve  unabhüngig  sein  von  der  Wahl 
des  Punktes  a  auf  der  Raumkurve;  die  vorige  Ebeneninvo- 
lution bleibt  also  entweder  immer  elliptisch  oder  immer  hyper- 
bolisch, wo  wir  auch  a  auf  C'^'  wählen  mögen;  wir  können 
also  folgenden  Satz  aussprechen: 

Wird  durch  eine  Raumkurve  dritter  Ordnung  C<^' 
ein  einfaches  Hyperboloid  {§1^*)  gelegt  und  betrach- 
tet man  diejenige  Regelschar  desselben,  deren  Er- 
zeugende i^  der  Raum  kurve  im  allgemeinen  in 
Punktepaaren  begegnen,  so  können  zwei  Fälle  ein- 
treten, entweder  1)  begegnen  sämtliche  Erzeugende 
l'  der  Raumkurve  in  reellen  Punktepaaren  (>■);') 
oder  2)  die  Erzeugenden  l"  zerfallen  in  zwei 
Gruppen,  deren  eine  der  C*^>  in  reellen  Punkte- 
paaren begegnet,  die  andere  nicht.  Diese  beiden 
Gruppen  werden  von  einander  getrennt  durch  zwei 
besondere  Erzengende  ^*,  welche  von  der  Raum- 
kurve berührt  werden.  Um  letztere  zu  finden,  legt 
man  durch  einen  beliebigen  Punkt  a  der  Kaumkurve 
den  Kegel  a'^',  welcher  durch  die  Raumkurve  geht, 
und  diejenige  Erzeugende  ^"  der  andern  Regelschar 
des  Hyperboloids  .§'^1,  welche  durch  a  geht.  Liegt  jr" 
iunerhalb  des  Kegels  a'*',  so  tritt  der  erste  Fall  ein; 
liegt  dagegen  ^^  aufserhalb  des  Kegels  a.'^*,  so 
tritt  der  zweite  Fall  ein;  es  giebt  alsdann  zwei 
reelle    Berührungsebenen    durch  g"   au    den   Kegel 
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a'^l;  dieselben  schneiden  aus  dem  Hyperboloid  §Pl 
jene  zwei  besonderen  Erzeugenden  i^  ans,  welche 
C'ä)  berühren.  Die  Konstruktion  derselben  ist  un- 
abhängig von  der  Wahl  des  Punktes  a  auf  der 
ftaumkurve. 

Endlich  können  wir  die  vorige  Eigenschaft  auch  um- 
kehren : 

Nehmen  wir  irgend  eine  Sekante  |  a  &  j  der  Raumkurve  C* 
als  Axe  einer  Ebeneninvolution,  so  schneiden  die  Ebenen- 
paare derselben  den  Kegel  a'*',  welcher  von  a  aus  als  Mittel- 
punkt durch  die  Raumkurve  gelegt  werden  kann,  in  Linien- 
paaren, deren  Verbindungsebene  durch  eine  feste  Gerade  g" 
laufen  mufs.  Legen  wir  durch  </"  und  C'  das  einzig  mög- 
liche Hyperboloid  §'^l,  so  werden  die  Erzeugenden  l"  der 
andern  Regelsehar  dieses  Hyperboloids,  welcher  g"  nicht  an- 
gehört, in  solchen  Punktepaaren  (jf')  der  Raumkurve  be- 
gegnen, in  welchen  die  Ebenenpaare  der  Ebeneuinvolntion 
sie  treffen,  also: 

Legt  man  durch  eine  beliebige  Sekante  |a6|  einer 
Raumkurve  dritter  Ordnung  als  Axe  eine  Involution 
von  Ebeneupaaren,  so  begegnet  jedes  Ebenenpaar 
der  Raumkurve  noch  in  zwei  Punkten  j;  y',  deren 
Verbindungslinie  einer  Regelsehar  P  eines  ein- 
fachen Hyperboloids  angehört.*  Denken  wir  ans  durch 
eine  Raumkurve  3.  0.  C-^^  ein  Hyperboloid  §1^  gelegt  und 
nehmen  die  durch  einen  beliebigen  Punkt  n  der  C^'l  gehenden 
Erzeugenden  g"  und  i'  des  Hyperboloids,  deren  eine  g"  den 
einzigen  Punkt  a,  die  andere  noch  einen  zweiten  Punkt  a' 
mit  der  C*'  gemein  haben  wird,  legen  wir  endlich  durch  g" 
eine  beliebige  Ebene,  so  schneidet  dieselbe  immer  eine  Sekante 
aus  der  C^*,  welche  der  Regelschar  P  des  Hyperboloids  §'^' 
angehört,  wie  oben  gezeigt  ist.  Denken  wir  uns  nun  durch 
dieselbe  Kaumkurve  C^'  ein  zweites  Hyperboloid  §®  gelegt 
und  nehmen  die  durch  den  vorigen  Punkt  a  gehenden  Er- 
zeugenden ^"  und  l\  dieses  neuen  Hyperboloids,  so  gilt  für 
jede  durch  g^  gelegte  Ebene  dasselbe,  wie  vorhin.  Die  Ebene, 
welche  durch  g"  und  g"^  gleichzeitig  geht,  mufs  also  aus  der  O^' 
eine  Sekante  ausschneiden,  welche  gleichzeitig  Erzeugende  in 
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beiden  Hyperboloiden  §'^'  und  ^[ '  ist.      Wir  haben   also  fol- 
genden Satz: 

Wenn  durch  eine  ßaunikurve  dritter  Ordnung 
CI3I  zwei  Hyperboloide  ^l^i  und  §f'  gehen,  so  haben 
dieselben  allemal  noch  eine  Erzeugende  l  gemein- 
schaftlich, welche  Sekante  der  ßaunikurve  sein,  d.  b. 
derselben  in  zwei  (reellen  oder  imaginären)  Punkten 
begegnen  muls.  Diese  gemeinschaftliche  Erzengende  kann 
so  gefunden  werden :  Man  ziehe  durch  einen  beliebigen  Punkt  a 
der  Eaumkurve  Q^>  diejenige  Erzeugende  g"  des  Hyper- 
boloids §<^>,  welche  keinen  Punkt  weiter  mit  der  6''^>  gemein 
hat  und  ebenso  diejenige  Erzeugende  gl  des  Hyperboloids  §j 
durch  den  Punkt «,  welche  der  C^'  nicht  weiter  begegnet;  sijcht 
man  für  einen  beliebigen  zweiten  Punkt  t  die  einzigen  in  der- 
selben Weise  bestimmten  Erzeugenden  g^  und  g^  der  beiden 
Hyperboloide,  so  schneiden  sich  die  beiden  Ebenen: 

in  der  gesuchten  gemeinschaftlichen  Geraden  l,  die  aufser  der 
ßaumkurve  (71^>  beiden  Hyperboloiden  §1^'  und  ^f  angehört. 
Legt  man  insbesondere  die  Ebenen  [^"^"J,  d.  h.  die  Be- 
rühr ungsebene  des  Hyperboloids  ^^^^  im  Punkte  et,  so  begegnet 
dieselbe  der  Kaumkurve  C^  in  den  beiden  Punkten  a  und  o' 
(aufi"),  und  es  fragt  sich,  wo  der  dritte  Schnittpunkt  bleibt? 
Denken  wir  uns  um  g"  eine  veränderliche  Ebene  g  gedreht, 
welche  aus  der  C'f^l  eine  Sekante  \j:f\  =  i'  ausschneidet,  die  der 
zweiten  Kegelschar  des  Hyperboloids  §*^>  angehört,  so  wird 
insbesondere,  wenn  die  Ebene  |  mit  [^'i"]  nusamraenfäJlt, 
|j:i:'|  auf  |fia'|  fallen,  also  die  Sehne  |  (\>:|  wird  in  die  Tangente 
der  Raumkurve  C*  im  Punkte  a  übergehen,  also  die  Tan- 
gente in  einem  Punkte  a  der  Raumkurve  C^'  liegt 
notwendig'  in  der  Berührungsebene  irgend  eines 
durch  die  C'^'  gelegten  Hyperboloids  im  Punkte  a. 
Die  Tangente  selbst  ist  also  die  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen 

IgH'^l  und  [ßfl'i}, 
und  der  gesuchte  dritte  Schnittpunkt  ist  der  dem  a  unendlich 
nahe   liegende  Punkt  dieser  Schnittlinie.     Oder:   Legt  man 
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durch  eine  ßaumkurve  C^'  beliebig  viele  Hyper- 
boloide und  an  jedem  derselben  die  Berührungs- 
ebene in  einem  festen  Punkte  n  der  C^',  so  gehen 
dieselben  sämtlich  durch  die  Tangente  der  Kaum- 
kurve im  Punkte  a. 

Sei  diese  Tangente  ta]  verbindet  man  a  mit  sämtlichen 
Punkten  j  der  ßaumkurve,  so  bilden  die  Strahlen  \ay:\  einen 
Kegel  a'^'  2.  0.,  wie  wir  gesehen  haben,  der  offenbar  auchf 
als  Kegelstrahl  hat.  Legt  man  durch  U  die  B er fihrungs ebene 
dieses  Kegels,  so  ist  dies  eine  solche  Ebene,  deren  drei  Schnitt- 
punkte mit  C^'  in  den  einzigen  Punkt  a  hineinfallen,  die 
Schmiegungsebene  der  C^l  im  Punkte  a.  Wir  werden 
später  auf  Tangenten  und  Schmiegungsebenen  der  Raum- 
kurve C'l  näher  eingehen. 

§  32.     Konstruktion  der  Raumkurve  durch  gegebene 
Punkte  derselben. 

Die  Raumlfurve  3.  Ordnung  ist  durch  sechs  beliebige 
Punkte  im  Baume,  (von  denen  keine  vier  in  einer  Ebene 
liegen)  vollständig  und  eindeutig  bestimmt.  Bezeichnen 
wir  dieselben  durch  1  2  3  4  ö  6,  so  brauchen  wir  nur  einen 
Kegel  zu  legen,  dessen  Mittelpunkt  1  ist,  und  welcher  durch 
die  fünf  Strahlen  !12.,  |13|,  |14|,  \\b\,  :16|  bestimmt  wird, 
und  einen  zweiten  Kegel,  dessen  Mittelpunkt  2  ist,  und  der 
durch  die  fünf  Strahlen  !21|,  |23|,  |24|,  |25|,  |26|  bestimmt  wird, 
dann  haben  diese  beiden  Kegel  die  Verbindungslinie  ihrer 
Mittelpunkte  |121  =  121|  als  gemeinschaftlichen  Kegelstrahl 
und  der  übrige  Durchschnitt  derselben  ist  eine  Raumkurve 3.0,, 
welche  durch  die  sechs  Punkte  1   2  3  4  5  6  hindurchgeht. 

Da  die  ßaumkurve  durch  sechs  Punkte  eben  bestimmt 
istj  so  müssen  7  Punkte  im  Räume,  die  auf  einer  C'^'  liegen, 
einer  gewissen  Bedingung  unterworfen  sein ;  diese  Bedingung 
iäfst  sich  in  geometrischer  Form  aussprechen  mittels  des 
Pasea Ischen  Satzes,  der  die  ganz  analoge  Bedingung  dafür, 
dafs  sechs  Punkte  einer  Ebene  auf  einem  Kegelschnitt  liegen, 
in  die  bekannte  geometrische  Form  kleidet. 

Nehmen  wir  sieben  Punkte  1  2  3  4  Ö  G  7  auf  einer  O^l 
an,    so  mufs  jeder  derselben,  mit  den  sechs   Übrigen  durch 
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Strahlen  verbunden,  der  Mittelpunkt  eines  Kegels  2.0.  sein, 
auf  dem  diese  sechs  Strahlen  liegen,  und  für  diese  sechs  Kegel- 
strahlen  gilt  die  aus  der  Perspektive  des  Pascalsehen  Satzes 
hervorgehende  Eigenschaft,  dafs  die  gegenüberliegenden  Seiten- 
flächen dieses  Sechskants  sich  in  drei  Strahlen  sehneiden, 
welche  in  einer  Ebene  liegen.  Nehmen  wir  3  als  Mittel- 
punkt und 

|32|,  |34|,  |35j,  |36|,  |37|,  |31| 
als  Kegelsirahlen,  so  müssen  die  drei  Schnittlinien : 
|[324],  [367]|     11345],  [371]|     |[356],  [312]| 
in  einer  durch  3  gehenden  Ebene  liegen,  d.  h.  die  drei  Punkte; 

([123],  156|)  ([234],  167])  ([346],' |71 1) 
müssen  in  einer  durch  3  gehenden  Ebene  liegen;  dies  läfst 
sich  auch  anders  aussprechen:  Die  7  Punkte  der  Eaumkurve 
12  3  4  5  6  7  bilden  in  dieser  Reihenfolge  verbunden  ein 
räumliches  Siebeneck,  dessen  Seiten  je  zwei  auf  einander  fol- 
gende Punkte  mit  einander  verbinden  und  7  wieder  mit  1 ; 
je  zwei  einander  folgende  Seiten  dieses  räumlichen  Sieben- 
ecks liegen  also  in  einer  Ebene,  und  wir  können  das  räum- 
liche Siebeneck  in  diesem  Sinne  auch  als  räumliches  Siebeu- 
flach  auffassen,  dessen  einander  folgende  Flächen  sind: 

[123],  [234],  [345],  [456],  [567],  [671],  [712], 
Dann  liegt  jeder  Fläche  dieses  Siebenflachs   eine  bestimmte 
Seite   des  Siebenecks  gegenüber,   nämlich   da  jede  Fläche 
zwei  Seiten   verbindet,    also  fünf  übrig  bleiben,  die  mittlere 
von  diesen,  also 

der  Fläche  [123]  liegt  gegenüber  die  Seite  |56| 
„         „       [234]     „  „  „       „      j67[ 

„         „        [345]     „  „  „      „      |71|  u.  s.  f. 

und  wir  können  nunmehr  den  Satz  aussprechen: 

Wenn  man  irgend  sieben  Punkte  einer  Raum- 
kurve  dritter  Ordnung  zu  einem  räumliehen  Sieben- 
eck verbindet  und  durch  je  zwei  einander  folgende 
Seiten  eine  Ebene  legt,  so  liegt  jeder  dieser  sieben 
Ebenen  eine  bestimmte  Seite  des  Siebenecks  gegen- 
über. Drei  auf  einander  folgende  Ebenen  haben 
eine  Ecke  gemeinsam,  welche  allemal  mit  den  drei 
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Punkten,  in  denen  diese  Ebenen  von  den  gegen- 
überliegenden Seiten  des  Siebenecks  getroffen 
werden,  in  einer  Ebene  liegt. 

Diese  Bedingung  zwischen  7  Punkten  einer  Raumkurve 
3.  0-,  welche  sich  allerdings  nicht  mehr  einer  so  grofsen 
Einfachheit  erfreut,  wie  der  Pascalsche  Satz,  gestattet  doch, 
wie  jener,  die  Konstruktion  eines  beliebigen  siebenten  Punktes, 
sobald  sechs  Punkte  im  Kaume,  welche  zur  Bestimmung  der 
Raumkurve  dienen,  gegeben  sind.  Bezeichnen  wir  die  ge- 
gebenen sechs  Punkte,  welche  zur  Bestimmung  einer  Raum- 
kurve 3.  0.  notwendig  und  hinreichend  sind,  durch 

123456 
und  nennen  wir  einen  beliebigen  siebenten  Punkt  derselben 

T, 
so  können  wir  uns  folgendes  räumliche  Siebeneck  der  Raum- 
kurve einbeachrieben  denken : 

1  j:23456; 
bezeichnen  wir  sodann  die  Schnittpunkte  i 
(lljl,  [345])  =  ., 
(Ir2|,  [456]) -j 
(|23[,  [561])-« 
(|34|,  [61t])_t 
(|45|,  [lj2])-u 
(|56],  [f23])-» 
(161 1,  [234]) -6, 
von  denen   die  Punkte  a  und  It  direkt  gegeben,  die  übrigen 
von   dem   noch  unbekannten  Punkte  y  abhängen,  dann  sind 
nach  dem  oben  bewiesenen  Saf^e  die  vier  Punkte ; 
b  .)  5  4  in  einer  ]ijbene  gelegen 
l)  8  «  6  „      „ 
i  a  l  6  „      „ 

a  t  u  1  „     „  „  „ 

tu«):,,     „  ,1  ,> 

u  »  6  2  „      „ 
»  6  l,  3  „      „ 
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Legen  wir  nun  durch  die  Punkte  12  eine  beliebige 
Ebene  |  und  bezeichnen  mit  j:  denjenigen  Punkt,  in  welchem 
diese  Ebene  |  der  ßauinkurve  zum  dritten  Mal  begegnet,  so 
läfst  sieb  nach  den  in  dem  obigen  Schema  enthaltenen 
Lagenvethältniseen  der  Puakt  y  auf  zweierlei  Art  linear  kon- 
struieren : 

])  Die  willkürlich  durch  |12|  gelegte  Ebene 

I  -  [I2r] 

und  die  Ebene  [345,]  sehneiden  sich  in  einer  Geraden 

S=|l,  [346]|, 
welche  den  Punkt  l;  enthalten  mufs,  die  Ebenen  g  und  |45(i] 
schneiden  sich  in  einer  Geraden 

<.-|l,[466]|, 
welche   den  Punkt  j   enthalten  mufs;   die   Gerade  |l)i|  hegt 
also  in  der  Ebene  §,  da  nun  die  vier  Punkte  1)  J  t  4  in  einer 
Ebene  Hegen,  so  geht  |l)j|  durch  den  Schnittpunkt 

I>-8,16<11), 
und    da   die    vier   Punkte   ^  J  a  5   ebenfalls    in    einer    Ebene 
liegen,  so  geht  |l)j|  auch  durch  den  Schnittpunkt 

Cl-(6,|(l5|), 
also  ist  |l)j!  =  |l)q|  bekannt,  folglich  auch  die  Punkte 

und  aus  diesen  beiden  Punkten  ergiebt  sich  der  Schnittpunkt 

(|l«i,|2!l)-r. 

der   gesuchte  Punkt    der  Raumkurve   in    der  Ebene  |.     Die 
Konstruktion  gestaltet  sieh  also  folgendermalsen : 

Man  lege  durch  |12|  eine  beliebige  Ebene  §,  be- 
stimme die  Schnittlinien: 

||,[345]|  =  j,        |S,t456]|-«, 
und  die  Öchnittpunkte: 

«,H>4|)_u       (I,  |a61)-, 
[■»0  «  —  (|23|,  [661])  und  t  —  (161|,  [234])  bedenlen]; 
bestimmt  man  sodann  die  Schnittpunkte: 

<.\'>^\,s)  —  >t      (|p<il,«)-ä. 
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SO  ist  der  Punkt: 

C|Il)l.|2il)  =  f 
ein  Punkt  der  Raumknrve. 

Wir  erkennen  leicht,  dais  mit  der  Drehung  der  Ebene  | 
um  die  feste  Axe  |12|  der  veränderliche  Punkt  x  die  ganze 
ßaumkurve  3.  0.  durchläuft.  Denn  das  von  der  Ebene  ^  be- 
schriebene Ebeuenbiiaehel  schneidet  die  beiden  Oeraden  |i)4| 
und  |a5|  in  projektiviächen  Punktreihen  p  und  q,  also  be- 
sehreibt |pq|  eine  Regelschar  eines  Hyperboloids  ^^*,  auf 
welchem  auch  die  Gerade  |12|  als  Erzeugende  der  andern 
Regelschar  liegt,  weil  |12^  sämtlichen  Erzeugenden  [l^qj  be- 
gegnet. Der  Punkt  i;  in  der  festen  Ebene  |345]  durchläuft 
also  einen  Kegelschnitt,  die  Durchs ehnittskurve  dieser  Ebene 
mit  dem  Hyperboloid.  Der  Strahl  \lx}\  besehreibt  daher  einen 
Kegel,  von  welchem  |12|  ein  Kegelstrahl  ist;  aus  gleichen 
Gründen  beschreibt  der  Strahl  |2j|  einen  Kegel,  dessen  Mittel- 
punkt 2  ist,  und  von  dem  1 21  [  ein  Kegelatrahl  wird.  Der  Punkt 
j:  beschreibt  folglich  die  Durchdringungskncve  zweier  Kegel 
1  und  2,  welche  in  der  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte 
einen  gemeinschaftliehen  Kegelstrahl  haben,  d.  h.  eine  Raum- 
kurve 3.  0,  Dieselbe  geht  durch  die  Mittelpunkte  1  2  der 
beiden  Kegel,  ferner  durch  die  Punkte  4  5,  weil  diese  Punkte 
auf  dem  Hyperboloid  §1^'  und  auf  der  Schnittlinie  der  Ebenen 
[344]  "Jii^  [^56]  liegen,  endlich  auch  durch  die  Punkte  3 
und  G,  wie  wir  leicht  aus  dem  Konstruktionsschema  ablesen 
können,  wenn  wir  der  Ebene  ^  einmal  die  besondere  Lage 
(123]   und   das  andere  Mal  die   besondere  Lage  [126]  geben, 

2)  Wir  können  aber  noch  auf  eine  zweite  Art  den  un- 
bekannten siebenten  Punkt  y  unserer  Raumkurve  ermitteln. 
Die  willkürlich  durch  |12|  gelegte  Ebene: 

l-[i2r] 

enthält  den  Punkt  n,  der  aufserdem  auf  der  Geraden  145|  liegt, 
also  ist  K  =  (I,  |45|)  bekannt;  da  aber  o  t  It  1  in  einer  Ebene 
liegen,  von  der  wir  drei  Punkte  au  1  kennen,  und  t  gleichzeitig  in 
|34|  liegt,  so  ist  auch  t  bekannt;  da  in  gleicher  Weise  ii  ü  b  2 
in.  einer  Ebene  liegen,  von  der  wir  drei  Punkte  ii  b  2  kennen, 
und  D  gleichzeitig  in  1 56 1  liegt,  so  ist  auch  i>  bekannt.  Die 
drei  Ebenen: 
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[I2li],       [61t],       [23«] 
schneiden   sich   aber  nach   dem   obigen  Schema  in   dem   ge- 
suchten Punkte  ■):. 

Die  Konstruktion  gestaltet  sich  also  folgendennai'sen : 
Man  lege  durch  |12|  eine  beliebige  Ebene  g,  be- 
stimme den  Schnittpunkt: 

ii-(S,|45|), 
temer  die  Ebenen: 

[lau]-,        [26u]-6 
[wo  a  —  (|23|,  [561])  und  6  —  (1611,  [234])  bedeuten]; 
ermittelt  man  sodann  die  Sclinittpunlite; 

(,,|34|)_t         (S,  |56|)_», 
SO  schneiden  sich  die  drei  Ebenen: 

[61t]         [12u]         l_23ü] 
in  dem  gesuchten  Punkte  (:der  Raumkurve,  welcher 
in  der  Ebene  |  aufser  12  noch  enthalten  ist. 

Wir  erkennen  leicht,  dafs  mit  der  Drehung  der  Ebene  | 
um  die  feste  Äxe  1 12  j  der  veränderliche  Punkt  f  die  ganze 
Eaumkurve  3.  0.  durchläuft.  Denn  das  von  der  Ebene  |  be- 
schriebene Ebenenbüschel  schneidet  auf  der  Geraden  '.  45 1  eine 
Punktreihe  u  aus,  mit  welcher  die  von  den  Ebenen  tj  und  g 
um  die  festen  Axen  |la|  und  |261  beschriebenen  Ebeuen- 
büschel  perspektivisch  liegen;  die  von  den  Punkten  t  und  u 
auf  den  geraden  Trägern  ,'34|  und  j56|  beschriebenen  Punkt- 
reihen sind  daher  auch  mit  der  von  u  beschriebenen  Punkt- 
reihe projektivisch,  und  die  drei  Ebenen: 
[61t]  [12u]  [23u] 
beschreiben  daher  drei  projektivische  Bbenenbiischel ,  deren 
Erzeugnis  die  Raumkurve  3.  0.  ist;  denn  die  beiden  ersten 
Ebenenbüschel  erzeugen  einen  Kegel,  dessen  Mittelpunkt  1, 
und  von  dem  |12!  ein  Eegelstrahl  ist;  die  beiden  letzten 
Ebenen büschel  erzeugen  einen  Kegel,  dessen  Mittelpunkt  2 
und  von  dem  ein  Kegelstrahl  |21|  ist;  folglich  ist  das  Erzeugnis 
aller  drei  Ebenen  büschel  die  Du(chdringungsburve  zweier 
Kegel  1  und  2,  welche  in  der  Verbindungslinie  ihrer  Mittel- 
punkte einen  gemeinsamen  Kegelstrahl  haben,  d.  h.  eine 
Eaumkurve  3,  0.     Dieselbe   geht  durch  die   se( 
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Punkte,  nämlich  durch  die  Mittelpunkte  12  der  beiden  Kegel 
und  durch  die  vier  übrigen  Punkte  3  4  5  6,  wie  wir  leicht 
aus  dem  obigen  Konstruktioneschema  ablesen  können,  wenn 
wir  insbesondere  die  veränderliche  Ebene  |  die  Lage  von 
[123],  [124],  [125]  und  [126]  annehmen  lassen. 

Eine  andere  in  ihrer  vollständigen  Äusführaug  zwar 
niclifc  einfachere,  aber  in  ihrer  Aussprache  bequemere  Kon- 
struktion eines  beliebigen  siebenten  Punktes  der  durch  sechs 
gegebene  Punkte  bestimmten  Raumkurve  3.  0.   ergiebt  sich 


Denken  wir  uns  die  willkürlich  durch  1 12 1  gelegte  Ebene 

S-[i2r], 

in  welcher  der  dritte  Punkt  j:  gesucht  wird,  von  dem 
Kegel  geschnitten,  dessen  Mittelpunkt  3  ist  und  der  durch 
die  Raumkurve  gelegt  werden  kann,  also  die  Kegelstrahlen 
hat  |31|,  |32|,  j34!,  |35|,  |36|,  so  werden  dem  Durchschnittskegel- 
schnitt  zwei  Dreiecke  einbeschrieben  sein,  nämlich  das  Dreieck 
12j:  und  das  Dreieck,  dessen  Ecken  sind: 

(g,|34i)      (S,|36|)      (l,|36|), 
da  aber  bekanntlieh  die  sechs  Seiten  zweier  Dreiecke,   deren 
Ecken   auf   einem    Kegelschnitt   liegen,    selbst    einen    neuen 
Kegelschnitt   berühren    (Tb.  d.  K.  S.  129),    so    werden    die 
sechs  Geraden: 

12|,    IUI,    |2f|,         IS,  [346JI     |£,  [346]!     iS,  [3661| 
Tangenten  eines  Kegelschnitts  sein. 

Vertauschen  wir  aber  die  Funkte  3  und  4  mit  einander, 
was  für  die  Betrachtung  der  Raumkurve  und  ihrer  Durch- 
schnittsebene I  irrelevant  ist,  so  sehen  wir,  dafs  auch  die  sechs 
Schnittlinien : 

12|,    |lf|,    |25|,        |6,[435]|     |5,[436]|     |l,1466]| 
Tangenten  eines  Kegelschnitts  sein  müssen,  welcher  offenbar 
mit   dem   vorigen   identisch  ist,  weil  er   mit  demselben  fünf 
Tangenten  gemein  hat.   Hieraus  folgt  also,  dafs  dieser  Kegel- 
schnitt die  fünf  Tangenten  hat; 

12|     |g,[345]|     IS,  [346]|     |l,[366]|     |S,[456]| 
und  durch  diese  5  Tangenten  eben  bestimmt  wird ;  die  beiden 
übrigen  aus  den  Punkten  1  und  2  der  Tangente  |12|  an  den 
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Kegelschnitt  gelegten  Tangenten  schneiden  sich  in  dem  ge- 
suchten Punkte  p,  und  wir  haben  daher  folgende  Kon- 
struktion :  *) 

Man  lege  durch  |12|  eine  beliebige  Ebene  |, 
welche  von  den  vier  Ebenen: 

[345]  [346]  [356]  [456] , 
welche  die  übrigen  vier  gegebenen  Punkte  3456 
der  Raumkurve  verbinden,  in  vier  geraden  Linien 
geschnitten  wird.  Diese  vier  Geraden  und  die  "V  er - 
bindungslinie  [  12|  bestimmen  als  Taugenten  einen 
Kegelschnitt;  aus  den  beiden  Punkten  1  und  2  gehen 
an  diesen  Kegelschnitt  noch  zwei  Tangenten  aui'ser 
|12|  und  der  Schnittpunkt  derselben  (|lj:|,  |2j:|)  ist 
der  gesuchte  dritte  Punkt  der  Raumkurve  in  der 
Ebene  |. 

Wenn  sechs  Punkte  12  3  456  einer  f'l  mit  einem  be- 
liebigen Punkte  i:  derselben  verbunden  werden,  so  gehören 
die  6  Strahlen: 

5:11,2,3,4,5,6] 
einem  Kegel  2.   0.  p'^   an    und    bilden    ein    demselben    ein- 
beschriebenes Sechskant,  für  welches  der  auf  den  Kegel  aus- 
gedehnte  Pascalsche  Satz    gilt,   wonach    die    drei  Scbuitt- 
linien  der  Ebenen: 

[);12]     und     [i:45J 

[j:23]     und     [y56] 

[r34]     und     [r61] 

in  einer  durch  >:  gehenden  Ebene  a  liegen  müssen.  Halten 
wir  die  zur  Bestimmung  der  C^'  notwendigen  und  hin- 
reichenden Punkte  123456  fest,  verändern  aber  den  Punkt  x 
auf  C',  so  verändert  sich  mit  ihm  auch  die  Ebene  e.  Da 
nun  naeh  S.  232  die  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  [x  12]  und 
[j:45J  ein  Hyperboloid  ^'^  beschreibt,  auf  welchem  C^Miegt, 
und  die  Schnittlinie  der  Ebenen  [);23]  und  [);56]  ein  zweites 
Hyperboloid  ^f  beschreibt,  auf  welchem  auch  C*'  liegt,  so 
müssen  diese  beiden  Hyperboloide  eine  Erzeugende  l  gemein 
haben,  deren  Konstruktion  oben  (S.  238)  angegeben  ist.    Diese 

•)  Chasles  1.  o. 
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Konstruktion  sagt  aber  geradezu  aus,  dass  l  in  der  Ebene  e 
liegt;  also  auch  umgekehrt  s  durch  die  feste  Gerade  l  gehen 
mufs.     Wir  erhalten  also  folgenden  Sata: 

Ist  einer  Banmkurve  C'^i  ein  Sechseck  123456 
einbeschrieben  und  verbindet  man  einen  beliebigen 
Punkt  X  der  0'ä>mit  den  gegenüber  liegenden  Seiten 
des  Sechsecks  |12t,  |34I;  |23i,[45|;  |34|,  j56]  durch 
Ebenenpaare,  so  liegen  die  drei  Schnittlinien  der- 
selben in  einer  Ebene  £.  Bei  der  Veränderung  von 
y  auf  der  Raumkurve  C<^'  dreht  sich  die  Ebene  s  um 
eine  feste  Gerade,  weche  Sekante  der  Raumkurve 
C<ä)  ist.     (Cremona  1.  e.) 

Ist  ein  einfaches  Hyperboloid  §*^l  gegeben,  auf  welchem 
ein  Raumkurve  3.  0.  C^'  gezeichnet  werden  soll,  so  darf 
man  nur  fünf  Punkte  123  45  desselben  willkürlich  an- 
nehmen, durch  die  C-^'  gehen  soll;  denn  nimmt  man  zwei 
beliebige  Erzeugende  Z,  Z^  einer  Regelschar  und  setzt  drei 
Ebeneubüsehel ,  deren  Axen  lil^  und  |45]  sind,  in  solche 
projektivische  Beziehung,  dais 

^1  [1.^.3]  A  ^2[1,2,  3]  A  |45|  [1,2,3], 
d.  h.  die  Ebenen  nach  1,  2,  3,  entsprechende  sind,  dann  erzeu- 
gen diese  drei  projekti vischen  Ebenenbüschel  eine  C^',  welche 
auf  dem  gegebenen  Hyperboloid  §P'  liegt,  vorausgesetzt,  dafs 
die  Verbindungslinie  ]45  |  selbst  keine  Erzeugende  des  Hyper- 
boloids ist.  In  gleicher  Weise  kann  man  an  Stelle  von  Z,  Ij 
zwei  Erzeugende  g^g^  '^^^  andern  Eegelschar  wählen  und 
erhält  dadurch  eine  zweite  Raumkurve  Cf  auf  demselben  Hy- 
perboloid, welche  durch  die  fünf  gegebenen  Punkte  geht;  die 
eine  Raumkurve  begegnet  der  Regelschar  l"  in  je  zwei,  der 
Begelschar  «/^  nur  in  je  einem  Punkte,  die  andere  Raumkurve 
umgekehrt  der  Regelschar  g^  in  je  zwei,  der  Regelschar  l" 
nur  in  je  einem  Punkte.     Also: 

Durch  fünf  Punkte  eines  einfachen  Hyper- 
boloids lassen  sich  zwei  Raumkurven  dritter  Ord- 
nung legen,  welche  demselben  ganz  angehören. 
Dieselbe  Regelschar  des  Hyperboloids  trifft  alle- 
mal die  ei.ne  Raumkurve  in  je  zwei,  die  andere  in 
je  einem  Punkte. 
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Stellen  wir  uns  die  umgekehrte  Frage: 

Auf  einem  gegebenen  Hyperboloid  §'^>  liegeir 
zwei  RaiimkurTen  dritter  Ordnung  G^>  und  Cf'jwie 
viel  gemeinschaftliehe  Punkte  können  dieselben 
im  allgemeinen  haben? 

so   können  hierbei    zwei   wesentlich   verschiedene  Falle   ein- 
treten, entweder 

I.  die  Raumkurve  6'<*'  begegnet  allen  Erzeugendon  l" 
der  einen  llegelschar  des  Hyperboloids  in  je  zwei  Punkten, 
allen  Erzeugenden  g'  also  nur  in  je  einem  Punkte,  und  die 
Raumkurve  Cf  begegnet  umgekehrt  allen  Erzeugenden  P 
nur  in  je  einem  Punkte,  dagegen  allen  Erzeugenden  (f  in  je 
zwei  Punkten,  oder 

II,  die  Raumkurve  G^^  begegnet  allen  Erzeugenden  l" 
in  je  zwei  Punkten  und  daher  allen  Erzeugenden  ff''  nur  in 
je  einem  Punkte,  und  die  Raumkurve  Of  begegnet  ebenfalls 
allen  f^  in  je  zwei,  allen  g^  in  je   einem  Punkte. 

Der  erste  Fall  ist  derjenige,  welcher  vorhin  auftrat.  Nehmen 
wir  nun,  um  die  vorgelegte  Frage  zu  beantworten,  einen  behebi- 
gen Punkt  0  der  Raumkurve  (P^,  so  gehen  durch  ihn  zwei  Er- 
zeugende l"  und  (/"  des  Hyperboloids  §'^>.  Verbinden  wir  o 
mit  allen  Punkten  der  Raumkurve  (?^>  durch  Strahlen,  so  er- 
halten wir  einen  Kegel  2.  0.  Ä'^';  verbinden  wir  o  mit  allen 
Punkten  der  Raumkurve  Cf ,  so  erhalten  wir  (S.  2B4)  einen 
Kegel  Äf  dritten  Grades  mit  einem  Doppelsti-ahl;  derselbe- 
ist  im  Falle  I.  der  Strahl  g",  im  Falle  IL  der  Strahl  P.  Be- 
trachten wir  nun  zuerst  den  Fall  I.,  so  haben  die  beiden  Kegel 
S'^'  und  S'^^'  den  gemeinschaftliehen  Strahl  l",  welcher  der 
C^'  in  zwei,  der  C^^'  nur  in  einem  Punkte  begegnet;  aufser- 
dem  haben  diese  beiden  konzentrischen  Kegel  zweiten  und 
dritten  Grades  also  noch  5  gemeinschaftliche  Strahlen,  und 
diese  müssen  durch  die  gemeinschaftlichen  Punkte  der  beiden 
Raumkurven  0-^>  und  Cj^'  hindurchgehen;  denn  träfe  ein 
solcher  Strahl,  welcher  beiden  Raumkurven  begegnen  mufs, 
dieselben  in  zwei  verschiedenen  Punkten,  so  enthielte  er  drei 
Punkte  des  Hyperboloids  .^'^i,   müfste  also  eine  Erzeugende 
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sein,  was  Hicht  der  Fall  ist.  Also  schneiden  sieh  im  Falle  I. 
die  beiden  EauniltuvTen  im  allgem einen  in  fünf  Paukten, 
Dagegen  haben  im  Falle  II.  die  beiden  Kege!  fi"*^'  und  Sf 
ebenfalls  den  gemeinschaftlichen  Strahl  P,  dieser  ist  aber  für 
den  Kegel  ^f  Doppelstrahl,  folglich  können  dieselben  aulser- 
dem  nur  noch  vier  gemeinschaftliehe  Strahlen  haben,  welche 
durch  die  gemeinschaftlichen  Punkte  der  Kurven  ü'^l  und  t/j' 
hindurchgehen  müssen,  wie  wir  eben  gesehen  haben.  Also 
schneiden  sich  im  Falle  II.  die  beiden  Raumkurven  nur  in 
vier  Punkten.     Wir  haben  also  folgendes  Resultat: 

Liegen  auf  einem  Hyperboloid  ^*^'  zwei  Ilaum- 
kurven  C'^  und  Cf',  und  begegnet  die  eine  Banm- 
kurve  C"*'  den  Erzeugenden  l"  ögt  einen  Regeischar 
in  je  zwei  Punkten,  dagegen  Cf^  den  Erzeugenden 
Z^nur  in  je  einem  Punkte,  so  haben  dieRatimkurven 
im  allgemeinen  fünf  gemeinschaftliche  Punkte. 
Wenn  dagegen  beide  Raumkurven  G^>  und  Cf  der- 
selben Regelschar  ?*  in  je  zwei  Punkten  begegnen, 
so  haben  die  Raumkurven  im  allgemeinen  nur  vier 
gemeinschaftliche  Punkte. 

Dies  Resultat  lÜfst  sich  noch  anders  auffassen,  wenn  wir 
nämlich  von  dem  Hyperboloid  noch  zwei  Erzeugende  hinzu- 
nehmen, entweder  l  und  ?„  die  derselben  Regelschar,  oder  l 
und  g„  die  verschiedenen  Regelacharen  angehören.  Begegnen 
sich  nämlich  die  beiden  Raumkurven  0*^'  und  Cf  nur  in  vier 
Punkten  auf  dem  Hyperboloid  ^<^',  so  können  wir  CP^  und  l 
als  eine  Eaumkurve  4.  0.  C'*'  auffassen,  die  in  eine  Gerade 
und  eine  Raumkurve  3,  0.  zerfallen  ist,  ebenso  das  Ensemble 
von  Cj"'  und  ?, ;  da  nun  C*'  auch  l^  in  zwei  Punkten  begegnet 
und  Cf  auch  l  in  zwei  Punkten  trifft,  so  folgt,  dafs  die 
beiden  Raumkurven  4.  0.; 

ClS'  und  l,  Cf  und  i,   ■ 

auf  demselben  Hyperboloid  acht  Punkte  gemein  haben. 

Dasselbe  folgt  auch  im  zweiten  Falle,  wenn  O^'  und  C^' 
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fünf  Punkte  gemeinaeliaftücli  haben^  wir  müssen  aber  daon 
für  die  beiden  verfallenden  Raumkurven  4.  0.; 

C(3)  und  l,  Cf  und  g, 

nehmen,  dann  schneiden  sich  nämlich  O^'  und  C[  in  fünf 
Punkten ,  C'  und  g.  in  einem,  Cj  und  (  in  einem ,  und  l 
und  tf^  in  einem  Punkte,  was  zusammen  ebenfalls  acht  gemein- 
schaftliche Punkte  ausmacht. 

Umgekehi-fc  können  wir  schliefsen,  dafs  durch  zwei 
ßaumkurven  dritter  Ordnung  O^'  und  Cf\  die  fünf 
Punkte  gemeinschaftlich  haben,  immer  ein  Hyper- 
boloid gelegt  werden  kann.  Denn  nehmen  wir  einen 
beliebigen  Punkt  ^j  der  ersten  Raumkurve,  so  können  wir 
durch  p  die  einzige  Sekante  gi  der  anderen  Raumkurve  Cj 
(S.  234)  ziehen  und  durch  diese  Sekante  ^,  und  die  Kaumkurve 
(?l^!  das  einzige  Hyperboloid  .5*^'  legen,  welches  gleichzeitig 
durch  die  Raumkurre  Cf^  gehen  mufs,  weil  dieselbe  sieben 
Punkte  mit  dem  Hyperboloid  .gl^'  gemein  hat  (wie  aus  "einer 
sogleich  folgenden  Bemerkung  hervorgeht).  Die  Gerade  g^ 
kann  nicht  gleichzeitig  Sekante  der  ersten  Raumkurvfe  C^* 
sein,  denn  sonst  könnten  auf  dem  Hyperboloid  ^^^*  die  beiden 
Raurokurven  C'^'  und  Cf^  nicht  fünf,  sondern  nur  vier  Punkte 
gemein  haben. 

Wir  können  uns  nun  leicht  zwei  Raumkurven  C*^>  und 
Cf^  herstellen,  die  fünf  Punkte  gemeinschaftlich  haben,  wenn 
wir  nämlich  im  Räume  sieben  von  einander  unabhängige 
Punkte 

1234567 
willkürlich  annehmeH  und  einmal  durch  die  Punkte  123456 
eine  Raumkurve  C<^'  legen,  die  dadurch  vollkommen  bestimmt 
wird,  und  sodann  durch  7  die  einzige  Sekante  derselben  ziehen, 
die  Gerade  l,  zweitens  aber  durch  die  Punkte  123457  eine 
Raumkurve  Cf^^  lögen,  die  ebenfalls  dadurch  gerade  bestimmt 
ist,  und  durch  den  Punkt  6  die  einzige  Sekante  ^^  derselben. 
Dann  wissen  wir,  dafs  beide  Raumkurven  auf  demselben 
Hyperboloid  liegen,  auf  welchem  auch  die  Geraden  l  und  g^ 
sich  befinden  müssen,   weil  sie  je  drei  Punkte  dieses  Hyper- 
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boloida  enthalten,  und  gleichfaUs  wissen  wir  aus  dem  Obigen, 
dafs  l  und  f/,  verschiedenen  Regelacharen  angehören,  folglich 
sich  treffen  müssen;  wir  erhalten  daher  den  bemerbenwerten 
Satz: 

Wenn?  beliebige  Punkte  willkürlich  im  Räume 
gegeben  sind; 

1234567 

und  man  1}  durch  die  Punkte  123456  die  Raum- 
kurve Cl^>  und  durch  7  die  einzige  Sekaute  l  der- 
selben, 2)  durch  die  Punkte  123457  die  Raum- 
kurve Cf^  und  durch  6  die  einzige  Sekante  </,  der- 
selbe-nlegt,  dann  müssen  sieh  die  beiden  Geraden  l 
und^,  notwendig  in  einem  achten  Punkte  treffen.*) 

Das  vorige  Ergebnis  beantwortet  zugleich  eine  Frage,  die 
sich  auch  sonst  noch  darbietet  {§  71):   . 

Es  sind  vier  projektivische  Ebenenbüschel  im 
Räume  beliebig  gegeben,  deren  Axen  l^lil^li  sich 
nicht  treffen.  Wie  oft  kommt  es  vor,  dafs  vieren t- 
sprechendeEbenen  sich  in  ein em~Punkte schneiden? 

Die  drei  projektivischeu  Ebenenbüschel  ?,  [§,] ,  l^  [|j], 
hl^sl  erzeugen  eine  Raumkurve  3.  0.  C1'>,  die  drei  projekti- 
vischen  BbenenbUschel  ij  [^,],  l^  [§3],  l^  [l.j]  erzeugen  eine  zweite 
Raumkurve  3.  0.  Cf ;  beide  liegen  auf  dem  Hyperboloid  §'*' , 
welches  die  beiden  projektivischen  EbenenbÜsehel  ^,[1,]  und 
1^  [I J  erzeugen,  und  beide  begegnen  den  Erzeugenden  i,  und 
I2  in  je  zwei  Punkten,  folglich  können  O-"^  und  C|'  nach 
dem  vorigen  Satze  nur  vier  gern  ein  schaftUche  Punkte  haben, 
also  kommt  es  im  allgemeinen  nur  viermal  vor, 
dat's  vier  entsprechende  Ebenen  von  vier  projekti- 
vischen Ebenenbüscheln  durch  einen  und  den- 
selben Punkt  gehen. 

Schliefslich  bemerken  wir  noch,  dafs  eine  Raumkurve 
3.    0.    C''    mit    einem    beliebig    angenommenen    Hyperbo- 

*)  Vergl.  H  e  B  B  e :  Über  die  lineare  Konstruktion  des  achten 
Scilnittpunktes  dreier  Oberflächen  '2,  0,,  wenn  sieben  Schnittpunkte 
derselben  gegeben  sind,  Creile's  Journal  f,  r.  u.  a.  Mathematik. 
Bd.  XXVI,  S.  U7. 
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!oid  §''^*  im  allgemeinen  höchstens  sechs  Punkte  gemein 
haben  kann,  ohne  ganz  auf  dem  Hyperboloid  zu  liegen,  und 
umgekehrt:  Wenn  eine  Raumkurve  C*^'  mit  einem 
Hyperboloid  ^'^1  sieben  Punkte  gemeinschaftlich 
hatj  so  liegt  sie  ganz  auf  demselben.  Denn  seien 
sieben  Punkte  12  3  4  5  6  7  einer  Raumkurve  C^'  auf  einem 
Hyperboloid  §l^>  gelegen,  so  gehen  durch  den  Punkt  1  zwei 
Erzeugende  g,  \mä  ?,  des  Hyperboloids  ^1^1,  Begegnet  nun 
1)  eine  derselben  z.  B.  i,  der  C^l  noch  in  einem  zweiten 
Punkte,  so  lassen  sich  durch  i,  und  (P'>  unendlich  viele 
Hyperboloide  legen  (S.  232) ;  sei  eines  derselben  ^[  dann 
haben  die  beiden  Hyperboloide  ^<^l  und  §f' eine  Erzeugende 
;,  gemein,  schneiden  sich  daher  noch  in  einer  Raumkurve 
3.  0.,  welche  mit  6™  identisch  sein  mufs,  weil  sie  durch 
■die  sechs  Punkte  23  45  6  7  geht,  durch  welche  nur  eine 
Raum  kurve  C^l  gehen  kann,  die  da,durch  eben  bestimmt 
wird;  folglich  liegt  C^i  ganz  auf  §'2>  und  begegnet  der 
ii  in  zwei  Punkten.  Begegnet  aber  2)  keine  der  Er- 
zeugenden g^  und  Z|  der  Raumkui"ve  (?<^*  in-  einem  zweiten 
Punkte ,  und  nehmen  wir  eine  derselben  g^,  so  läfst  sieh,  wie 
wir  wissen  (S.  233)  durch  g^  und  6'<^'  nur  ein  einziges  be- 
stimmtes Hyperboloid  ^f'  legen.  Dieses  mufs  identisch  sein 
mit  §'*';  denn  wären  .^'^'  und  §f'  von  einander  verschieden, 
so  mfifsten  sie  sich  aufser  in  (f^  noch  in  einer  Eaumkurve 
3.  0.  schneiden,  welche  mit  C>^'  zusammenfallen  müfste,  weil 
sie  durch  die  sechs  Punkte  2  3  4  5  6  7,  welche  sie  enthalten 
soll,  gerade  bestimmt  wird.  Diese  ßaumkurve  C^'  müfste 
aber  der  ffi  in  zwei  Punkten  begegnen  (8.  238),  was  gegen 
unsere  Voraussetzung  ist.  Also  tann  .^^  mit  §'^'  nur  iden- 
tisch sein,  folglich  mufs  C^'  ganz  auf  dem  Hyperboloid  .^<^' 
liegen  und  wird  daher  der  ^  noch  in  einem  zweiten  Punkt« 


§  33.    Einige   Konstruktionen    der   Eaumkurve   vermittelst 
gegebener  Funkte  und  Sekanten  derselben. 
Man  kann  als  Bestiromungsstücke  zur  Konstruktion  einer 
Raumkurve  dritter  Ordnung   aufser  Punkten  derselben  auch 
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Seianten,  d.  h.  solche  Geradö  wählen,  welche  ihr  in  zwei 
(reellen  oder  konjugiert-imaginären)  Punkten  begegnen,  oder 
welche  auf  sämtlichen  durch  die  Raumkurve  gelegten  Hyper- 
boloiden jedeamal  diejenige  Regelachar  bilden,  deren  Erzeu- 
gende der  Raumkurve  in  je  zwei  Punljten  begegnen. 

Während  die  Konstaniktion  der  Raumkurve  C^'  durch 
sechs  gegebene  Punkte  q,  a.^  a^  «4  «5  (tg  zurückkommt  auf  die 
Ermittelung  je  dreier  entsprechenden  Ebenen  in  drei  projek- 
tivischen  Ebenenbüscheln : 

deren  projektivische  Beziehung  allemal  durch  drei  Paare  entr 
sprechender  Ebenen  bestimmt  wird,  bietet  sich  uns  jetzt  als 
erste  Aufgabe  folgende  dar: 

Es  sind  eine  Gerade  /,  und  fünf  Punkte  aiaja^ajar, 
beliebig  im  Räume  gegeben;  es  soll  eine  Raum- 
kurve 3.  0.  konstruiert  werden,  welche  durch  die 
gegebenen  Punkte  geht  und  die  gegebene  Gerade 
Ij  zur  Sekante  hat. 

Da  es  darauf  ankommt,  zwei  solche  Hyperboloide  zu 
ermitteln,  weiche  eine  Eraeugende  gemeinschaftlich  haben, 
und  deren  übriger  Schnitt  durch  die  gegebenen  Punkte  geht, 
so  werden  wir  einmal  die  Ebenenbüschel  projektivisch  setzen : 

deren  entsprechende  Elementenpaare  die  Projektivität  gerade 
bestimmen;  dieselben  erzeugen  ein  Hyperboloid  §y,  welches 
!,  und  145 1  zu  Erzeugenden  hat  und  durch  die  Punkte  a,  a^  a«_ 
geht.  Zweitens  werden  wir  die  Ebenenbüsehel  projektivisch 
setzen : 

dieselben  erzeugen  ein  Hyperboloid  Qf^,  welches  ^,  und  |35| 
zu  Erzeugenden  hat  und  durch  die  Punkte  Uj  <i;  «4  geht. 
Diese  beiden  Hyperboloide  haben  aufeer  der  gemeinschaft- 
liehen Erzeugenden  ?,  noch  eine  Raumkurve  3.  0.  ge- 
mein, welche  offenbar  durch  die  fünf  Punkte  a,  «3  (I3  (tj  ii^ 
gehen  mufs  und  die  Erzeugende  l^  zur  Sekante  hat,  folglich 
den  Anforderungen  der  Aufgabe  genügt.  Durch  die  beiden 
bekannten  Hyperboloide  ist  die  Raumkurve  Cl'"   nach  S.  228 
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linear  zu  konstruieren,  indem  wir  um  i,  eine  ver  ander  liehe 
Ebene  drehen  und  die  beiden  ihr  entsprechenden  Ebenen  aus 
den  oben  bestimmten  projektivischen  Büscheln  ermitteln,  wo- 
durch als  Schnittpunkt  solcher  drei  entsprechenden  Ebenen 
der  veränderliche  dritte  Punkt  der  ilaumkurve  in  der  durch 
If  gelegten  Ebene  hervorgeht. 

Wir  können  uns  aber  zur  Lösung  der  vorgelegten  Auf- 
gabe auch  der  andern  auf  S.  246  gegebenen  Konstruktion 
bedienen  und  so  verfahren: 

Man  lege  durch  i,  eine  beliebige  Ebene  £,  welche  von 
den  Ebenen  [123]  [124]  [134]  [234]  in  vier  Geraden  ge- 
schnitten wird,  welche  mit  li  als  fünf  Tangenten  eines  Kegel- 
schnitts Ä*^'  aufgefafst,  denselben  eindeutig  bestimmen.  Die 
Ebene  s  wird  andererseits  von  den  vier  Ebenen  [123]  [125] 
[135]  [235]  in  vier  Geraden  geschnitten,  welche  mit  i,  zu- 
sammen einen  zweiten  Kegelschnitt  S'^'  umhüllen,  der  durch 
diese  fünf  Tangenten  vollständig  bestimmt  wird.  Beide  Kegel- 
schnitte ä'*'  und  Sf  haben  i,  und  die  Schnittlinie  von  -s 
mit  [123]  als  zwei  gemeinschaftliche  Tangenten,  mithin  noch 
zwei  andere  gemeinschaftliche  Tangenten,  deren  Schnittpunkt 
j;  der  einzige  in  der  durch  l^  gelegten  Ebene  e  enthaltene  Punkt 
der  O^i  ist.  Dieser  Punkt  ):  ist  auf  bekannte  Weise  linear 
zu  konstruieren,  und  demgemäfa  durch  Drehung  der  Ebene  s 
um  die  Axe  ^i  die  ganze  Raumkurve  C-^K 

Stellt  man  sich  als  zweite  Aufgabe  diese:  Eine  Hau  ni- 
kurve  C^'  zu  konstruieren,  welche  zwei  gegebene  Gerade 
If  l^  zu  Sekanten  haben  und  durch  vier  Punkte  tii  ttj  a^  «ij 
gehen  soll,  so  ist  diese  Aufgabe  uberbe&timmt,  denn  es  müfste 
sich  ein  Hyperboloid  durch  die  beiden  Erzeugenden  \  und 
\  und  die  vier  Punkte  fl,  a^  a^  a,  legen  lassen,  was  eine  Be- 
dingung zwischen  den  gegebenen  Elementen  eifordert,  da 
das  Hyperboloid  durch  \  J^  und  a,  Ci^  nj  schon  bestimmt 
wird,  also  der  Punkt  ^4  nicht  mehr  fiei  gewählt  werden 
kann  (S.  106).  Ist  aber  diese  Bedingung  erfüUt,  dafs  l^l.^ 
Erzeugende  eines  Hypeiholoids  sind,  welches  durch  0,0303(14 
geht,  dann  giebt  es  unendlich  viele  Raumkuiven  H ',  welche 
den  Forderungen  der  Aufgabe  genügen,  namlich  ein  ganzes 
Büschel  von  ßaumkurven   C"',   welche  durch    dieselben  vier 
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Punkte  a,  a^  a.^  a^  gehen  und  auf  demselben  Hyperboloid 
liegen.  Durch  jeden  beliebigen  fünften  Punkt  des  Hyper- 
boloids geht  nämlich  allemal  eine  und  nur  eine  Raumkurve 
C-^l  dieses  Büschels,  welche  den  Erzeugenden  ?,  und  /j  und 
der  ganzen  zu  ihnen  gehörenden  Regelschar  in  je  zwei  Punkten 


Die  dritte  Aufgabe,  welche  sich  uns  darbietet,  ist 
die  einfachste,  nämlich:  Eine  Raumkurve  O"''  zu  kon- 
struieren, welche  drei  gegebene  Gerade  l^  \  l^  zu 
Sekanten  hat  und  aufserdem  durch  drei  gegebene 
Punkte  Ol  Oj  «3  hindurchgeht. 

Zur  Lösung  derselben  braucht  man  nur  drei  Ebenen- 
büschel in  projektivische  Beziehung  zu  setzen: 

!,[a,o,a,]Ai,[«,«,o,]  Ais  [»,«,»»]; 
durch    drei   Paare    entsprechender   Elemente   ist   die  projek- 
tiTiache    Beziehung    gerade    bestimmt,   ist    diese     also    her- 
gestellt, so  achneiden  sich  immer  drei  entsprechende  Ebenen 
der  projekti vischen  Büschel  in  einem  Punkte  der  gesuchten  C'^'. 

Die  vierte  Aufgabe  ist  nunmehr  folgende: 

Es  soll  eine  Raumkurve  C<^'  konstruiert  werden, 
von  welcher  vier  Sekanten  l^  l^  l^  ^4  und  zwei  Punkte 
Qj  a^  gegeben  sind. 

Wir  suchen  zwei  Hyperboloide  zu  ermitteln,  von  denen 
eines  die  Erzeugenden  ?,  und  l^,  Aza  andere  die  Erzeugenden 
Ij  und  ^4  hat,  die  beide  durch  die  gegebenen  Punkte  a,  a^ 
gehen  und  aufserdem  eine  gemeinschaftliehe  Erzeugende  haben, 
die  zu  derselben  Regelschar  wie  l^  und  \  in  dem  einen,  \ 
und  ?4  in  dem  andern  Hyperboloid  gehört  und  ebenso  wie 
jene  der  Raumkurve  0'"',  in  welcher  sich  die  beiden  Hyper- 
boloide aufserdem  schneiden,  in  zwei  Punkten  begegnet. 

Um  diesen  Forderungen  zu  genügen,  ziehen  wir  durch. a. 
Gerade  «j,  welche  den  beiden  Geraden  l^  und  ü, 
.  und  ebenso  diejenige  Gerade  Jj ,  welche  den  beiden 
Geraden  l.^  und  l^  begegnet;  also  wir  bestimmen  die  Schnitt- 
linien : 

d,  mufs  eine  Erzeugende  dea  eraten,  J,  eine  Erzeugende  des 
zweiten  Hyperboloids  sein. 
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In  gleicher  Weise  ermitteln  wir  die  Sehnittliriien: 
ftoj,  Ra,]|-o,      |P,Oi],  RoJl-S,, 

dann  mu/'s  ebenso  a^  eine  Erzeugende  des  ersten,  &.j  eine 
Erzeugende  des  zweiten  Hyperboloids  sein. 

Nim  liegen  «i&j  in  einer  Ebene,  weil  beide  durch  n, 
gehen,  ebenso  liegen  a^b^  in  einer  Ebene,  weil  beide  durch 
a,  gehen.     Wir  bestimmen  die  Schnittlinie: 

|[ffii6,],  [a2&2]|  =  i, 
dann  wird  die  Gerade  l  offenbar  allen  vier  Geraden  a,  6,  Oj&.( 
gleichzeitig  begegnen. 

Legen  wir  jetzt  durch  die  drei  Geraden: 
l^  l,  l  ein  Hyperboloid  ^f^ 
und  durch 

/j  l,  l  ein  Hyperboloid  ^^ , 

so  haben  beide  Hyperboloide  aulser  der  gemeinschaftlichen 
Erzeugenden  l  eine  Eaumkurve  O^'  gemein,  welche  die  ge- 
suchte sein  wird;  denn  das  Hyperboloid  §5a'  enthält  die  Ge- 
rade «I ,  weil  dieselbe  l^  I2 1  gleichzeitig  begegnet,  ebenso  a^ ; 
das  zweite  Hyperboloid  §*^]  enthält  die  Erzeugenden  6,  und 
b^;  weil  aber  a,  und  h,  den  Punkt  a,  gemein  haben,  so  liegt 
derselbe  und  ebenso  aj  auf  beiden  Hyperboloiden,  also  auf  (J^K 
Dai'a  aber  ij  I2  l^  l^  Sekanten  der  Raumkurve  C*  sind,  geht 
daraus  hervor,  dais  sie  mit  l  zu  derselben  ßegelschar  ge- 
hören, und  l  die  gemeinschaftliche  Erzeugende  beider  Hyper- 
boloide ist.  Die  Eaumkurve  O^'  genügt  also  den  Forde- 
rungen der  Aufgabe  und  kann,  wie  wir  sehen,  linear  kon- 
struiert werden. 

Um  beliebig  viele  Punkte  von  ihr  zu  erbalten,  braucht 
man  nur  um  die  einmal  konstruierte  Gerade  l  eine  veränder- 
liche Ebene  i  zu  drehen,  welche  den  Geraden  ?,  l^  In  l:,  in 
den  Punkten  y,  ^3  y^  p^  begegnet,   dann  ist  der  Schnittpunkt 

ein  Punkt    der    gesuchten  Raumkurve   C^',    weil   er   gleich- 
zeitig auf  beiden   Hyperboloiden  §'^'    und    ^^'  liegt. 
Die  nächste  Aufgabe  stellt  die  Forderung: 
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Eine  EaurakurYe  O  ^'  zu  konstruieren,  welche 
fünf  gegebene  Sekanten  Üj  \  l^  l^  J.  hat  und  durch 
einen  gegebenen  Punkt  a.^  geht. 

Wir  suchen  diese  Aufgabe  dadurch  zu  lösen,  dal'a  wir 
in  der  Konstruktion  der  vorigen  Aufgabe  den  einen  der 
beiden  gegebenen  Punkte  a.j  auf  der  fünften  gegebenen  Ge- 
raden ^5  verändern  und  nachsehen,  ob  der  Fall  eintritt,  dals 
die  in  der  vorigen  Aufgabe  konstruierte  Gerade  l  zweimal 
dieselbe  Läge  annimmt,  dann  müfste  offenbar  l^  zweimal  der 
ßaumkurve  begegnen,  also  eine  Sekante  sein  für  diejenige 
f7'^>,  welche  gemäfs  -der  vorigen  Aufgabe  allen  übrigen  Be- 
dingungen genügt. 

Aus  dem  Anblick  der  vorigen  Konstrulction  ergiebt  sich 
zunächst,  dafs,  während  der  Punkt  cij  die  Gerade  \  durch- 
läuft, die  Strahlen  0[  und  &, ,  also  auch  die  Ebene  [«i^ii] 
fest  bleiben,  dagegen  a^  und  h^  zwei  ßegelscharen  beschreiben, 
und  die  Gerade  l  in  der  Ebene  [ßi&J  einen  gewissen  Ort 
umhüllt,  von  dem  zu  ermitteln  ist,  ob  l  zweimal  dieselbe 
Lage  annimmt.  Die  Gerade  l  können  wir  bestimmen  durch 
diejenigen  beiden  Punkte,  in  welchen  a^  i^ud  h^  die  feste 
Ebene  s  =  [a, I",]  durchstofsen.    Nennen  wir  die  Treffpunkte: 

(e,  «,)  =  3l       (£,  i.,)  =  25, 

so   ist  |9(iB|  =  ^,  und  bei   der  Bewegung,    welche   wir  i 


sn,  wird  %  einen  bestimmten  Kegelschnitt  und  23  einen 
andern  Kegelschnitt  in  Ebene  s  beschreiben,  nämlich  die 
Durchsehnittsfiguren  der  Ebene  e  mit  den  Hyperboloiden, 
welche  a^  und  \  beschreiben.  Auf  diesen  beiden  Kegel- 
schnitten durchlaufen  die  Punkte  31  und  33  projektivische 
krumme  Punktreihen,  denn  die  vier  Ebenenbüschel  [^jaj 
[^iflj  [^M  [^4(12]  üßgen  mit  der  Punktreihe,  welche  a^ 
auf  \  durchläuft,  perspektivisch.  Ferner  ist  von  vornherein 
ersichtlich,  dafs  einmal  zwei  entsprechende  Punkte  %  und 
23  zusammenfallen  müssen,  nämlich  in  demjenigen  Punkte, 
in  welchem  die  Gerade  \  die  Ebene  £  durchbohrt.  Dieser 
Punkt  ist  offenbar  beiden  Kegelschnitten  gemeinschaftlich 
und  vereinigt  zwei  Punkte  %  und  ©;  nennen  wir  ihn  D, 
so  wird  derselbe  noch  nicht  zur  Lösung  der  Aufgabe  führen. 
Denn  die  Eaumkurve  C<^),  welche  nach  der  vorigen  Aufgabe 
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eindeutig  bestimmt  ist  durcli  die  Sekanten  l,  J  ?,  l^  und  die 
Punkte  Ol  und  O,  braucht  noch  nicht  die  willkuihch  durch 
O  anzunehmende  (jpiade  l^  zui  Sekante  zu  haben  Verbinden 
wir  aber  O  mit  den  verandeihchen  Punkten  3t  und  S,  so 
erhalten  wir  in  D  zwei  konzentrische  projektivische  Strahlen- 
büschel, welche  im  allgemeinen  zwei  Doppelstrahlen  haben; 
ein  solcher  DoppelstrahJ  verbindet  zwar  zwei  entsprechende 
Punkte  91  S  und  geht  zugleich  durch  den  Punkt  O,  in 
welchem  zwei  entsprechende  Punkte  %  ©  vereinigt  sind; 
ailein  dieser  Doppelstrahl  als  Gerade  l  in  dem  Sinne  der 
vorigen  Aufgabe  gewählt  bestimmt  eine  Raumkurve  C^', 
welche  der  Geraden  l  zweimal  begegnet,  folglieh  der  Geraden 
l^,  die  mit  l  den  Punkt  O  allein  gemein  hat,  nur  in  einem 
Punkte  begegnen  kann. 

Wir  müssen  also  nachsehen,  ob  bei  der  Bewegung  von 
fl^  auf  ^5  aufserdem  eine  Verbindungslinie  |9i33|,  die  nicht 
durch  O  geht,  mit  einer  andern  Verbindungslinie  |3lSy|  zweier 
zusammengehörigen  Punkte  koinzidiert.  Bezeichnen  wir  die 
beiden  Kegelschnitte  in  der  Ebene  e,  welche  %  und  33  be- 
schreiben, durch  31'^'  und  S'^'  und  die  Punktreihen  auf  ihnen 
durch : 

(%%%... 'ä^..  .),  («i»2^3  .  ..58«...); 
halten'  wir  zwei  dieser  Punkte  Stm  und  25m  fest,  und  verbinden 
wir  sie  mit  allen  übrigen  9ti  Sa,  so  erhalten  wir  zwei  pro- 
jektivische Strahlenbüachel ,  die  einen  Kegelschnitt  S[^>  er- 
zeugen; halten  wir  zwei  andere  Punkte  9tn  und  Sn  fest 
und  verbinden  sie  ebenfalls  mit  allen  übrigen  ^^  und  SO« 
durch  Strahlenpaare,  so  erhalten  wir  einen  zweiten  Kegel- 
schnitt S<f.  Diese  beiden  Kegelschnitte  Ägi  und  ^jf'  haben 
offenbar  zwei  gemeinschaftliche  Punkte,  nämlich  O  und  den 
Schnittpunkt  (|9tm2tn|,  |8mSßn|),  folglich  noch  eine  immer 
reelle  gemeinschaftliche  Sekante  i,  welche  die  vorgelegte 
Aufgabe  löst.  Denn  die  beiden  übrigen  gemeinschaftlichen 
Punkte  f  und  i)  der  Kegelschnitte  ^j^'  und  ßij"  auf  der  ge- 
meinschaftlichen Sekante  l  bleiben  unverändert  dieselben,  wie 
wir  auch  die  willkürlich  gewählten  Paare  StmBm  und  2in33n 
verändern  mögen.  In  der  That,  nehmen  wir  einen  dieser 
beiden  Punkte,  j:,  so  schneiden  sich  in  ihm  wegen  des  ersten 
Kegelachniits  zwei  Strahlen  |atmaimil  tmd  laSu,««,,!  und  gleich- 
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zeitig  wegen  des  zweiteil  Kegelschnitts  j^lnStn,  |  '^nd  |55n^n,|- 
Da  iiirn  alle  Sehnen,  die  durch  j;  gezogen  werden,  auf  dem 
Kegelschnitt  äl'^i  Punktepaare  ausschneiden ,  die  mit  O  ver- 
bunden eine  Strahl eninvolution  liefern ,  und  wegen  der  Pro- 
jektivität  der  Strahlenbüschel  C>|^i|  und  0|®i|,  die  ent- 
sprechenden Punkiepaare  auf  dem  Kegelschnitt  i8<^'  mit  O 
verbunden,  auch  eine  Strahleninvolution  liefern,  also  ihre 
Sehnen  auch  durch  einen  und  denselben  Punkt  laufen  müssen, 
dieser  Punkt  aber  durch  die  beiden  Sehnen  |35ni©raJ  und 
I  iön  ^  n,  I  schon  bestimmt  wird  und  derselbe  Punkt  v  ist,  so 
erkennen  wir,  dafs  alle  durch  y  gezogenen  Sehnen  des  Kegel- 
schnitts W^'>  zu  entsprechenden  Sehnen  des  Kegelschnitts  S'^' 
solche  haben,  die  ebenfalls  durch  y  laufen.  Dasselbe  gilt  für 
den  Funkt  i).  Nun  giebt  es  aber  nur  eine  Sehne  |yl)|  in 
dem  Kegelschnitte  W^\  deren  entsprechende  Sehne  im  Kegel- 
schnitte S'^'  sowohl  durch  p  als  auch  durch  l)  gehen  mui's, 
also  schneidet  |yt)|  die  Kegelschnitte  3l<^'  und  Sßl^'  gleich- 
zeit^  in  zwei  Paaren  von  entsprechenden  Punkten 3t  und©.*) 
Diese  Gerade  l  erfüllt  also  die  geforderte  Bedingung  und 
geht  nicht  durch  O.  Legen  wir  daher  durch  l^  l^  und  l  ein 
Hyperboloid  ^'^,  durch  l^  l^  l  ein  zweites  Hyperboloid  .^'^l, 
so  ist  die  aufser  l  ihnen  gemeinschaftliche  Raumkurve  C'*' 
die  gesuchte;  sie  wird  durch  a,  gehen  und  sowohl  \  l^  \  \, 
als  auch  \  zur  Sekanten  haben. 

Wir  bemerken  noch,  dal's  diese  Konstruktion  linear  ist, 
denn  sie  erfordert  schliefslicb  für  zwei  durch  Punkte  gege- 
bene Kegelschnitte  S|^'  und  S'jf'))  'o^  denen  zwei  gemein- 
schaftliche Punkte  gegeben  sind,  die  übrige  gemeinschaft- 
liche Sekante  zu  konstruieren,  was  auf  bekannte  Weise  durch 
das  Lineal  aliein  ausführbar  ist. 

Es  bliebe  jetzt  noch  die  Aufgabe  übrig:  Eine  Raum- 
kurve C'  zu  konstruieren,  welche  sechs  gegebene 
Gerade  zu  Setanten  hat;  allein  diese  Aufgabe  unter- 
scheidet sich  von  den  vorigen  wesentlich  dadurch,  dafs  sie 
nicht  mehr  eindeutig  ist,  sondern  im  allgemeinen  sechs  Lö- 
sungen zuläfst.  Da  ein  Eingehen  auf  diese  Untersuchung 
zu  weit  abführen   würde,   so  müssen   wir  auf  die   oben  an- 

♦)  Siehe  Crelle-Borohardt's  Journft]  t  r.  n.  a.  Matlsem.  Bd.  54,  S.  44. 
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geführten  Abhandlungen  von  L.  Creraon'a  und  R.  Sturm 
verweisen. 

Schliefslich  wollen  wir  aber  noch  auf  das  Zerfallen 
der  Raumkurve  dritter  Ordnung  aufmerksam  machen. 
Wenn  nämlich  die  drei  zur  Erzeugung  derselben  gegebenen 
projektiv ischen  Ebenenbüseliel  mit  den  Axen  i,  J^  l^  sich  in 
der  besonderen  Lage  befinden,  dafs  einmal  drei  entsprechende 
Ebenen  sich  nicht,  wie  im  allgemeinen,  in  einem  Punkte,  son- 
dern in  einer  und  derselben  Geraden  schneiden,  dann  sind  alle 
Punkte  dieser  Geraden  g  dem  Orte  C"^'  angehörig  und  von 
demselben  löst  sieb  diese  Gerade  ab;  verbinden  wir  von  dem- 
übrigen  Orte  irgend  drei  Punkte  durch  eine  Ebene,  so  schnei- 
det dieselbe  das  Hyperboloid  §j|'  in  einem  Kegelschnitt, 
■welchem  diese  drei  Punkte  iind  aufserdem  ihr  Schnittpunkt 
mit  g  und  ihr  Schnittpunkt  mit  ^j  angehört,  also  fünf  Punkte, 
durch  welche  ihr  Kegelschnitt  gerade  bestimmt  wird.  Die- 
selbe Ebene  schneidet  aber  auch  das  Hyperboloid  §^j  in 
einem  Kegelschnitt,  dem  dieselben  fünf  Punkte  angehören 
müssen,  also  fallen  beide  Kegelschnitte  identisch  zusammen 
und  bilden  den  andern  Teil  der  ßaumkurve  C*';  da  die  Ge- 
rade g  dem  Kegelschnitte  nur  in  einem  Punkte  begegnet,  so 
schliefsen  wir: 

Eine  Eaumkurve  C^*  kann  zerfallen  in  eine 
gerade  Linie  und  einen  Kegelschnitt,  welcher  von 
der  geraden  Linie  in  einem  Punkte  getroffen  wird. 

Insbesondere  kann  auch  dieser  Kegelschnitt  noch  in  ein 
Linienpaar  zerfallen,  wenn  nämlich  die  beiden  Hyperboloide 
§',^'    ^^'^   ^^   ßiii  windschiefes  Vierseit  gemein  haben,  also: 

Eine  Raumkurve  C^'  kann  zerfallen  in  drei  ge- 
rade Linien,  von  denen  eine  den  beiden  andern  be- 
gegnen mufs. 

§  34.  Die  Tangenten  und  Schmiegungsebenen  der  Baum- 
kurve 3.  Ordnung. 
Obwohl  wir  bereits  beiläufig  auf  S.  239  eine  Konstruk- 
tion der  Tangente  und  der  Schmiegungsebene  in  einem  be- 
liebigen Punkte  der  Raumkurve  C^'  gegeben  haben,  so  wollen 
wir  doch  jetzt  näher  auf  diese  Elemente  der  Kurve  eingehen. 
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Die  Tangonte  in  einem  Punkte  j:  der  Raumkurve  (7<^1 
gehört  zu  dem  System  der  geaamten  Sekanten  deraelben  und 
ist  eine  solche  besondere  Sekante,  deren  beide  Schnittpunkte 
mit  C'*'  zusammenfalleu.  Denken  wir  uns  dieselbe  f^  ge- 
zogen und  legen  von  irgend  einem  Punlite  ci  der  C^'  den 
Kegel  ci'^*,  welcher  a  mit  sämtlichen  Punkten  der  Raumkurve 
verbindet,  so  wird  \ixy\  ein  Kegelstrahl  sein,  und  die  Beriih- 
rungsebene  des  Kegels  a'^'  längs  dieses  Kegelatrahls  wird 
durch  die  Tangente  t^  gehen  müssen,  weil  sie  der  Cl^)  j^ 
zwei  zusammenfallenden  Punkten  begegnen  mufs.  Konstruieren 
wir  also  noch  von  einem  beliebigen  zweiten  Punkte  b  der  Raum- 
kurve den  Kegel  W\  welcher  durch  dieselbe  geht  und  die 
Berührungsebene  desselben  längs  deo  Kegelstrahls  [iiy],  so 
schneidet  diese  Berührungsebene  die  voi'ige  in  der  gesuchten 
Tangente   (j  im  Punkte  j;  der  Ci". 

Die  Konstruktion  der  Tangente  für  einen  beliebigen 
Punkt  y:  der  C^'  gestaltet  sich  also  folgendermalsen : 

Man  wähle  zwei  beliebige  Punkte  ci  und  i  der  gegebenen 
Raumkurve  C'^'  und  konstruiere,  indem  man  dieselben  mit  allen 
übrigen  Punkten  derselben  durch  Strahlen  verbindet,  diejenigen 
beiden  Kegel 

al2)     und    W\ 

als  deren  übriger  Durchschnitt  (aufaer  der  Geraden  |  a  h\)  die 
C^  erscheint.  Legt  man  längs  der  Kegelstrahlen  |a).'|  und 
lbj:|  die  Berührungsebenen  beider  Kegel,  so  ist  die  Schnitt- 
linie derselben  die  Tangente  t^  im  Punkte  ^c  der  Raumkurve. 

Um  die  Tangenten  der  6''^'  in  den  Punkten  n  und  & 
selbst  zu  finden,  bemerken  wir,  dafs  diese  selbst  Kegelstrahlen 
von  aP'i  und  t'^'  sein  müssen,  und  da  die  Tangente  in  t  in 
der  Berührungsebene  des  KegeSs  a<^l  längs  des  Strahles  |a6| 
liegen  mufs,  so  ist  sie  diejenige  Gerade,  in  welcher  der  Kegel 
Jil3)  von  der  Berührungsebene  am  Kegel  a'^'  ■  längs  des  Kegel- 
strahles |a6|  zum  andeni  Male  geschnitten  wird;  d.  h.: 

Ziehen  wir  den  gemeinschaftlichen  Kegelstrahl  ]cib)  der 
beiden  Kegel  a*'*'  und  6'^'  und  legen  durch  denselben  die 
Berührungsebenen  «  und  ß  beider  Kegel,  so  schneiden  die- 
selben den  jedesmaligen  andern  Kegel  {6'^1  und  a'^')  längs 
derjenigen  Kegel  strahlen,  welche  die  Tangenten  in  den  Punkten 
t  und  a  der  C<^'  sind. 
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Hiernach  können  wir  die  Tangente  an  irgend  einem 
Punkte  ■):  der  Eaumkurve  C<^>  auch  dadurch  finden,  dafs  wir 
den  Kegel  j:'^'  selbst  konstruieren,  dessen  Strahlen  ^  mit 
sämtlichen  Punkten  der  C^'  verbinden  und  aurserdem  einen 
beliebigen  andern  Kegel  a'^'  von  ii^end  einem  Punkte  a  der 
Raumkurve  aus  durch  dieselbe  legen.  Durch  den  Kegel- 
strahl ja  j:|  des  Kegels  aS^l  legen  wir  die  Berühruugaebene  an 
letzterem,  dann  wird  dieselbe  den  Kegel  j:<^'  nur  noch  in 
einem  zweiten  Strahle  (aufeer  |aj:|)  schneiden,  welcher  die 
gesuchte  Tangente   t^   ist. 

Denken  wir  uns  die  Ebene,  welche  den  Kegel  o'^'  längs 
des  Kegelstrahles  |aj:|  berührt  und  notwendig  durch  die  Tan- 
gente ij  im  Punkte  j:  der  C^'  gehen  mufs,  verändert,  indem 
wir  Vj  ^'Iso  auch  t^  festhalten,  und  a  auf  der  C^'  fort- 
bewegen, so  erhalten  wir  ein  Ebeuenbüschel  mit  der  festen 
Äxe  fj  und  a  als  jedesmahgen  dritten  Schnittpunkt  der 
veränderlichen  Ebene  des  Büschels  mit  der  Gl"'.  Die  Gerade 
layj  durchläuft  dabei  die  Sti'ahlen  des  Kegels  j:*^',  und  sobald 
dieser  veränderliche  Kegeletrahl  mit  dem  festen  Kegelstrahle 
tf  zusammenfällt,  rückt  auch  der  dritte  Schnittpunkt  a 
nach  y,  d.  h.  diejenige  Ebene,  welche  den  Kegel  f'^'  längs 
des  Kegelstrahles  t^  berührt,  hat  in  ■>:  drei  zusammenfallende 
Punkte  mit  der  Raumkurve  gemein.  Eine  solche  Ebene  nennt 
man  bekanuthch  Schmiegungsebene  der  .Raumkurve. , 

"Wir  erhalten  somit  folgende  Konstruktion  der  Schmie- 
guugsebene  in  einem  beliebigen  Punkte  r  der  6''^': 

Man  lege  von  r  aus  denjenigen  Kegel  ):'"'j  dessen  Strahlen 
durch  C^'  gehen  und  konstruiere  nach  dem  Obigen  den- 
jenigen besonderen  Kegelatrah!  f^ ,  welcher  C'*^>  in  r  berührt. 
Die  Berühruügscbene  des  Kegels  t'^'  längs  dieses  Kegelstrahls 
fj  ist  die  gesuchte  Schmiegungsebene  der  Raumkurve  t'<^' 
am  Punkte  T. 

Aus  dieser  Konstruktion  der  Scbmiegungsebene  ttj  in  y 
geht  zugleich  hervor,  dafs  sie  aufser  durch  die  festgehaltene 
Tangente  t^  zugleich  durch  die  unendlich  nahe  Tangente  gehen 
mufs,  in  welche  die  Sekante  |pci|  bei  der  Fortsetzung  der 
Bewegung  bis  zur  Grenzlf^e  übergeht.  Die  Schmiegungs- 
ebene verbindet  also  zwei  unmittelbar  einander  folgende  Tan- 
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genton  der  ßaumkurve,  wie  die  Taugeote  selbst  zwei  un- 
mittelbar einander  folgende  Punkte  der  Kurve  verbindet. 

Nehmen  wir  die  Tangenten  ta  und  t^  in  zwei  Punkten 
der  Eaiimkurve  als  Axen  zweier  Ebenenbüschel,  welche  nach 
sämtlichen  Punkten  j:  der  C*''  hingehen,  so  erzeugen  sie  ein 
Hyperboloid  §'^',  welches  durch  die  Raumkurve  hindurch- 
geht; der  Ebene  [^  a]  entspricht  im  Ebenenbüscbel  t^  offenbar 
die  Schmiegungsebene  r,,  im  Punkte  a  der  Raumkurvo  und 
der  Ebene  [(„6]  entspricht  die  Schmiegungsebene  tj;  die 
beiden  Strablen: 

|[rtij,  T,\=0    und     [[fiy,  ti\^(J 

sind  zwei  Erzeugende  des  Hyperboloids  und  geboren  der- 
jenigen Regelschar  desselben  an,  welche  der  Raumkurve  C'^' 
nur  in  je  einem  Punkte  begegnet,  während  alle  Erzeugenden 
der  andern  Regelscharj  zii  welcher  ta  und  tt,  gehören,  der 
Raumkurve  in  je  zwei  Punkten  begegnen,  d.  h.  Sekanten  der- 
selben sind.  Da  nun  jede  Erzeugende  der  einen  Regelschar 
eines  Hyperboloids  allen  Erzeugenden  der  andern  Regelschar 
begegnen  mufs,  so  erhalten  wir  den  Satz: 

Sind  a  und  b  zwei  Punkte  einer  Raumkurve  C'^', 
te  und  ^  die  Tangenten  in  denselben  und  %/,  und  r^ 
die  SchmiGgungsebenen  und  schneidet  die  Ebene 
\ati\  die  Schmiegungsebene  x^  in  der  Geraden  g, 
die  Ebene  \htä\  die  Schmiegungsebene  tf,  in  g ,  so 
besitzen  die  Geraden  ^  und  g  die  Eigenschaft,  daCs 
jede  Sekante  der  C^',  welche^  trifft,  auch  g  treffen 
mufs,  d.h.  eine  Gerade,  welche  durch  irgend  einen 
Punkt  >■  der  Raumkurve  so  gezogen  wird,  dafs  sie 
g  und  g'  trifft,  eine  Sekante  der  Raumkurve  sein 
mufs,  also  ihr  noch  in  einem  zweiten  Punkte  j:'  be- 
gegnet. 

Auch  ist  unmitt^bar  ersichtlich,  dals,  wenn  wir  die 
Schnittpunkte  dieser  Sekante  mit  den  Geraden  g  und  g'  durch 
g  und  g'  bezeichnen,  die  beiden  Punktepaare  gg'  und 
{xyf)  einander  harmonisch  trennen;  denn  sobald  wir 
eine  Sekante  la&|  der  Raumkurve  mit  allen  Punktepaaren 
auf  der  Erzeugenden  derjenigen  Regelschar  eines  durch  C'^l 
gelegten  Hyperboloids,  welche   der  C'^)  ]^  je   zwei  Punkten 
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begegnen,  durch  Ebenenpaare  verbinden,  so  erhalten  wir 
eine  Ebeneninvolution  (S.  235).  Unter  dieser  Regelschar 
kommen  nun  aiif  unserem  Hyperboloid  :^<^l  die  Tangenten 
ta  und  #5  Yor;  die  Ebenen  [^„6]  und  Ikü]  sind  also  Doppel- 
ebenen der  hyperbolischen  Ebeneninvolution  imd  trennen  daher 
jedes  Paar  konjugierter  Ebenen  [at»);]  und  [aif,']  harmonisch. 
Die  Ebenen  p„ 6]  und  \hci]  geheq.  aber  durch  g  und  a,',  folg- 
lich werden   g  und  g'  durch  p  und  j;'  harmonisch  getrennt. 

Denken  wir  uns  sämtliche  Tangenten  der  Raumkurve 
C'ä'  konstruiert,  so' bilden  dieselben  eine  geradlinige  Fläche, 
welche  abwickelbar  ist,  weil  je  zwei  anf  einander  folgende 
Lagen  der  bewegten  geraden  Linie  (Tangente)  in  einer  Ebene 
(der  Schmieg uugsebene)  liegen.  Um  den  Grad  dieser  gerad- 
linigen abwickelbaren  Fläche,  deren  „ßückkehrkante"  (arete 
de  rebronssement)  die  Raumkurve  genannt  zu  werden  pflegt, 
zu  ermitteln,  beantworten  wir  folgende  Frage: 

Wie  viele  Tangenten  einer  C'^>  können  im  all- 
gemeinen (höchstens)  einer  beliebig  im  Bannte  an- 
genommenen Geraden  g  begegnen? 

Um  diese  Frage  zu  beantworten,  denken  wir  uns  C^'  als 
den  Schnitt  zweier  Kegel  cil^>  und  W,  welche  den  Strahl 
|ail  als  gemeinsamen  Kegelstrahl  haben;  irgend  eine  durch 
}ci6|  gelegte  Ebene  schneidet  dann  die  Eegel  a'*'  und  l)*^'  in 
den  übrigen  Kegelstrahlen  x  und  y  (welche  sich  in  einem 
Punkte  X  der  C^'  treffen),  und  die  beiden  Berilhrungsebenen 
längs  der  Kegelstrahlen  x  und  y  an  den  Kegeln  a'^^'  und  &'*' 
schneiden  sich  in  einer  Tangente  t^  der  Raumkurve. 

Denken  wir  uns  nun  auf  der  gegebenen  Geraden  rj  einen 
veränderlichen  Punkt  \)  und  legen  durch  den  Strahl  ■a'p\  die 
beiden  Berührunga ebenen  an  den  Kegel  a'^',  welche  denselben 
in  dem  Sfcrablenpaar  x  und  x  berühren,  so  ist  [xx']  die  Polar- 
ebene von  [a^\  inBezug  anf  den  Kegel  a'^',  und  bei  der  Bewegung 
von  ))'auf  g  wird  bekanntlich  die  Polarebene  des  Strahls  \a);>\ 
durch  einen  festen  Strahl  laufen ;  folglich  mul's  das  Strahlenpaar 
xx'  mit  dem  festen  Kegelstrahl  |a&|  verbunden,  Ebenenpaare 
einer  Involution  liefern,  und  die  Ebenenpaare  dieser  Invo- 
lution sehneiden  wiederum  ans  dem  Kegel  W  Strahlenpaare 
yy'  aus,  deren  Verbindungsebene  darum  auch  durch  einen 
festen  Strahl  läuft;  sodann  folgt  aus  bekannten  Eigenschaften 


y  Google 


§  34.  Die  Tangeiitea  u. 

dea  Kegels  (oder  Kegelschnitts),  dals  die  Punktreihe,  welche 
'p  durchläuft,  mit  dem  Ebenenbiiechel,  welches  die  Ebene 
[xx'j  beschreibt,  und  auch  mit  dem  Ebenenbüschel,  welches 
die  Ebene  [j/s^]  beschreibt,  projektivisch  ist. 

Legen  wir  nun  andererseits  durch  den  Strahl  \ip\  das  Be- 
rührungsebenenpaar an  den  Kegel  6'^',  und  seien  die  Beriih- 
rungsstrahlon  desselben  i/,  yl,  so  wird  bei  der  Bewegung 
von  p  auf  g  auch  die  Ebene  [j/ij/i],  die  Polai'ehene  des 
Strahles  Ifi^)]  in  Bezug  auf  den  Kegel  W^,  sich  um  einen 
festen  Strahl  drehen  und  ein  Ebenenbüschel  beschreiben, 
welches  mit  der  von  ^j  durchlaufenen  Punktreihe  projektiviach 
ist.  Die  beiden  Ebenen  [yy]  und  [yiifi]  beschreiben  also 
auch  zwei  projektivische  Ebenenbüschel  und  erzeiigen  daher 
einen  Kegel  )}^^\  welcher  den  Punkt  t  zum  Mittelpunkt  hat. 
Wenn  ea  nun  einmal  vorkäme,  dafs  ein  y  mit  einem  j/j  koinzi- 
dierte,  so  raül'sten  die  beiden  Beriihruugaebenen  längs  der  Strah- 
len X  und  y  der  Kegel  a'^*  und  bl^)  sich  in  einer  Geraden  sehneiden, 
welche  durch  denselben  Punkt  ^^  der  Geraden  g  ginge,  also 
eine  Tangente  der  C'  träfe  ff,  was  zu  ermitteln  verlangt 
wurde.  Jenes  Koinzidieren  tritt  aber  notwendig  ein,  sobald 
zwei  entsprechende  Ebenen  [yj/]  und  [y^j/i]  sich  in  einem 
Strahle  des  Kegels  {)'*>  schneiden,  d.  h,  in  den  gemeinschaft- 
lichen Strahlen  der  beiden  konzentrischen  Kegel  Ü'^'  und 
t)^*,  also  bekanntlich  im  allgemeinen  viermal;  wir  haben  also 
folgendes  Resultat: 

Eine  beliebige  Gerade  ff  im  Baume  wird  im  all- 
gemeinen (höchstens)  von  vier  Tangenten  einer 
Uaumkurve  C^'  getroffen,  oder:  Die  geradlinige  ab- 
wickelbare Fläche,  welche  von  sämtlichen  Tan- 
genten einer  ßaumkurve  C'^'  gebildet  wird,  istvoni 
vierten  Grade. 

Um  das  Gesetz,  welchem  sämtliche  Schmiegunga ebenen 
einer  Raumkurve  6'<^l  unterworfen  sind,  näher  zu  erforschen, 
müaaen  wir  die  Frage  beantworten: 

Wieviel  Schmiegungsehenen  einer  0<*l  können 
im  allgemeinen  (höchstens)  durch  einen  beliebig 
gegebenen  Punkt  e  im  Räume  gehen? 

Zur  Beantwortung  dieser  Frage  führt  folgende  Betrachtung: 
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Seien  a  i  c  drei  beliebige  Punkte  einer  Raumkurve  C^>  und 
(jts)  ]ji2)  (jß)  die  drei  Kegel  zweiten  Grades,  deren  Strahlen 
jeden  der  drei  Punkte  mit  allen  übrigen  Punkten  der  Eaum- 
kurve  verbinden,  dann  werden  \a'ii\,  |ac|,  \hz\,  die  drei  Seiten 
des  Dreiecks  atc  gemeinscbaftliclie  Strahlen  je  zweier  Kegel 
sein,  welche  sieh  aufserdem  alle  drei  in  der  gegebenen  Raum- 
kurve C<'>  schneiden.  Die  Beriihrungsebenen  dieser  drei  Kegel 
längs  der  gemeinschaftlichen  Strahlen  mögen  so  bezeichnet 
werden : 
Eeriihrui 


Die  drei  SehmieguJigse 
bezeichnet  werden  durch 


egel  n^> 

längs 

lat 

lieil'se  «6 

,       a» 

„ 

at| 

„          tlc 

,       6"! 

„ 

|6«1 

„      ß. 

" 

ifcci 

„      ß. 

,    t»l 

!c6| 

»      n- 

enen  in 

dm  P 

aiitfei 

a6  c  m 

die  Tangenten  in  den  drei  Punkten  a  t)  c  durch 

dann  ist  nach  der  obigen  Konstruktion  die  Tangente: 

und  da  die  Sehmiegungsebene  im  Punkte  a   durch   die  Tau- 
gente (a  gehen  mul's,  so  schneiden  sich: 

/3o     y„     %a     in  der  Gei'aden  t^ 


yb     «!> 


h 


Wir  können  dies  auch  etwas  anders  aussprechen :  Wenn 
n  und  X  zwei  Punkte  der  Raumkurve,  j:'^'  der  von  x  aus  durch 
dieselbe  gelegte  Kegel  und  In  die  Berührungs ebene  desselben 
längs  des  Kegelatrahls  |j:a',  wenn  ferner  ;„  die  Tangente  im 
Punkte  der  Raumkurve,  eo  liegt  t^  in  der  Ebene  |o;  halten 
wir  a  fest  und  bewegen  j:  läugs  der  Raumkurve  fort,  so  er- 
halten wir  folgenden  Satz : 

Zu  jedem  Punkte  p  der  Eaumkurve  C^'  gehört 
ein  bestimmter  Kegel  j:'^"',    welcher  von  j:  aus  per- 
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spektiviecli  durch  die  ftaumkurve  gelegt  werden 
kann.  Verbinden  wir  den  veränderliclien  Punkt  >■ 
mit  einem  festen  Punkt  a  der  Raumkurye  und  kon- 
struieren für  sämtliche  Kegel  j'^'  die  Berührungs- 
ebenen längs  der  Kegelstrahlen  Iva),  so  laufen  die- 
aeiben  durch  eine  feste  Gerade  („,  die  Tangente  der 
ßaumkurve  in  dem  festgehaltenen  Punkte  ft,  und 
besehreiben  also  ein  Ebenenbüschel. 

Nehmen  wir  einen  zweiten  festen  Punkt  6  der  Baum- 
knrve,  so  erhalten  wir  ein  zweites  Ebenenbiischel ,  dessen 
Axe  ^6  ist,  die  Tangente  im  Punkte  b  der  Raumkurve.  Die 
beiden  Bbenenbüschel  ti,[x]  nnd  4[l"]  müssen  projektivisch 
sein,  nach  der  Definition  der  Kaumkurve  (S.  232)  durch  pro- 
jekttvische  Ebenenbüsehel ;  also  die  Schnittlinie  von  [taV]  i^n"! 
[tb ):]  durchläuft  eine  Regelsebar  eines  Hyperboloids ,  auf 
dem  die  Kaumkurve  liegt;  diese  Schnittlinie  ist  der  Polar- 
strahl der  Ebene  [x^'^'}  ^'^  Bezug  auf  den  Kegel  y'^l,  denn 
er  ist  der  Schnittstrahl  der  beiden  Berührungsebenen  dieses 
Kegels  längs  der  Kegelstrahien  \):a.\  und  \x^\.  Also  gilt 
folgender  Satz: 

Wenn  man  um  eine  feste  Sekante  \ab\  einer 
Raumkurve  C^'  eine  veränderliche  Ebene  [abj:] 
dreht,  welche  derselben  in  einem  dritten  Pnnktey 
begegnet,  so  ist  j;  der  Mittelpunkt  eines  durch  die 
Kaumkurve  gehenden  Kegels  j:'^';  konstruiert  mau 
den  Polarstrahl  zu  dieser  veränderlichen  Ebene  in 
.  Bezug  auf  den  veränderlichen  Kegel  i:<^',  so  be- 
schreibt der  Polarstrahl  eine  Regelschar  eines  Hy- 
perboloids, welches  durch  die  Eaumkurve  geht 
und  die  beiden  Tagenten»  („  und  t^  in  den  festen 
Punkten  a  und  h  der  Kaumkurve  zu  Erzeugen- 
den hat. 

Dieser  Satz  gilt  aucli  für  eine  Sekante,  welche  der  Raum- 
kurve in  zwei  konjugiert^imaginären  Punkten  begegnet ;  kehren 
wir  jedoch  zur  ursprünglichen  Beti-achtnng  zurück. 

Wir  haben   als  Schmiegnngebene  t„  diejenige  gefunden, 
welche    den    Kegel  ci'^'    längs    des   Kegelstrahls    t^    berührt; 
folglich  haben  wir  auf  dem  Kegel  a'^'  drei  Strahlen: 
|a6|    jacl    (. 
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Eine  solche  räumliche  Figur  ist  die  Perspektive  eines 
Kegelschnitts,  von  dem  drei  Puukte  luid  die  Tangenten  in 
denselben  bekannt  sind;  nach  bekannten  Eigenschaften  der 
Kegelschnitte  folgt,  dafs  die  drei  Seitenflächen  unseres  Drei- 
kants die  gegenüberliegenden  Berührungsebenen  in  drei  Ge- 
raden einer  Ebene  schneiden  müssen. 

Nun  ist,  wie  wir  aus  der  obigen  Bezeichnung  ersehen, 
die  Verbindungslinie  jn6|  identisch  mit  der  Schnittlinie  |asyiii| 
und  die  Verbindungslinie  |ac|  identisch  mit  der  Schnittlinie 
jcfcj'nl,   die  Tangente  ta  identisch  mit  der  Schnittlinie  |7a|3nj- 

Wir  können  daher  die  vorigen  drei  Kegelstrahlen  des 
Kegels  fll^  nnd  die  Berühr uugsebenen  längs  derselben  auch 
so  ausdrücken: 

!«B;i=l    l«.n!    Ini3=| 

und  Rft  «(         Ti,- 

Der  vorige  Satz  zeigt  also,  wenn  wir  s  =  [nlnj  bezeichnen, 
dafs  die  drei  Schnittlinien: 

1)  l^ftcl    ly««*!    \er„\ 

in  einer  Ebene  e,  liegen  müssen ;  in  gleicher  Weise  erkennen 
wir,  dais  die  drei  Schnittlinien: 

2)  \ytß.\     ks/S.I     \^n\ 

in  einer  andern  Ebene  a^  liegen,  und  endlich,  dafs  die  Schnitt- 
linien : 

3)  l«.j'6|    \ß.y<-\    UtcI 

in  einer  dritten  Ebene  £3  liegen  müssen. 

Nun  schneiden  sich  aber  die  drei  Ebenen: 

"(     ^n     Yb     ii^  einem  Punkte  ^3, 
die  drei  Ebenen: 

«6     ßc     ya     in  einem  Punkte  1),, 
und  es  ist  iinmittelbar  ersichtlich,   dafs   der  Punkt  J)  sowohl 
in  der  Ebene  f„  als  auch  in  e^  "^"^  i"  ^3  ^i^gt,  und  ebenso, 
dal's  ^j  in  jeder  dieser  drei  Ebenen  liegt;   daraus  folgt,  dafs 
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sie  sich  in  einer  Geraden  schneiden,  wei]  sie  alle  drei  zwei 
Punkte  gemeinschaftlich  hahen;  und  da  sich  also  Si  Ej  £3  in 
einer  Geraden  schneiden,  welche  der  Ebene  e  in  einem  Punkte 
6  begegnet,  durch  welchen,  wie  wir  sehen,  z^  t^  t^  gehen 
müssen,  so  folgt  der  Hauptsab;:  (Chasles  1.  c.) 

Die  Sehmiegungsebenen  in  drei  beliebigen 
Punkten  n  6  c  einer  Raumkurve  C^'  sehneiden  sich 
in  einem  Punkte  0  der  Ebene  [a6c]. 

Hieraus  folgt  sofort  die  Antwort  auf  die  oben  vorgelegte 
Frage.  Denn  da  sich  drei  Ebenen  immer  in  einem  Punkte 
schneiden,  so  müssen  dureh  einen  Punkt  o  im  Eaume  mindestens 
drei  Schmiegungaebenen  einer  C'^'  gehen;  es  können  aber 
auch  nicht  mehr  als  drei  Schmiegungsebeneu  durch  ihn  gehen, 
denn  ginge  noch  eine  vierte  Schmiegungsebeue  durch  ihn 
hindurch,  so  müfste  die  Ebene,  welche  n  mit  den  Berührungs- 
punkten der  beiden  ersten  Schraiegungsebenen  verbindet,  so- 
wohl den  Berührungspunkt  der  dritten,  als  auch  der  vierten 
Schmiegungsebeue  enthalten,  also  überhaupt  vier  Punkte  der 
ßaumkurve  enthalten,  was  unmöglich  ist,' weil  dieselbe  nur 
vom  dritten  Grade  ist,  also; 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  im  Räume  gehen 
im  aUgemeinen  (höchstens)  drei  Schmiegungs- 
ebeneu einer  Raumkurve  dritter  Ordnung. 


§  35,  Identität  der  Eaumkurve  dritter  Ordnung  und  der 
Baiimkurve  dritter  Klasse. 

Das  zuletat  gewonnene  Resultat  gestattet  wichtige  Folge- 
rungen : 

Nehmen  wir  drei  Punkte  a'iiy  einer  Raumkurve  C^'  und  die 
drei  Schmiegungsebeneu  t^  t^  Ij  in  ihnen,  so  sagt  der  obige 
Satz  aus,  dafs  der  Schnittpunkt  der  letzteren  in  der  Ebene 
[atv]  liegen  mufs.  Halten  wir  aber  die  beiden  Punkte  a  6 
fest  und  verändern  den  dritten,  j.',  auf  der  Eaumkurve  C", 
so  bleiben  auch  die  beiden  Schmiegungaebenen  !„  und  t^ 
fest,  uud  der  Schnittpunkt  der  drei  Schmiegungsebenen  ver- 
ändert sich  auf  der  festen  Geraden  linTt];  nennen  wir  diesen 
Schnittpunkt  0,  so  können  wir  sagen,  dafs  0  eine  gerade 
Punktreihe  durchläuft,  die  mit  dem  EhenenbÜscheJ,  weiches  die 
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Ebene  [at>j:]  nm  die  feste  Äxe  lab]  beschreibt,  perspektivisch 
liegt,  also  projektiviseh  ist.  Wir  können  nunmehr  folgenden 
Satz  aussprechen: 

Sind  in  zwei  festen  Punkten  ci,  t  einer  C'^'  die 
Schmiegungsebenen  Za  und  t^  konstruiert  und  dreht 
man  um  |  a^  |  eine  veränderliche  Ebene,  welche 
der  llaumkurve  in  dem  dritten  Punkte  j:  begegnet, 
so  wird  die  Schmiegungsebene  t^  im  Punkte  j:  der 
Schnittlinie  |TaTrf|  in  einer  Punktreihe  begegnen, 
welche  mit  dem  von  der  veränderlichen  Ebene  be- 
schriebenen Ebenenbüsche]  projektiviseh  ist  und 
perspektivisch  liegt. 

Nehmen  wir  jetzt  drei  feste  Punkte  a  6  c  der  Kuum- 
kurve  C<^>  und  verbinden  einen  vierten  veränderlichen  Punkt  j 
derselben  mit  den  vorigen  durch  die  Ebenen: 

l<xbf}    und    [acy], 
so  beschreibt  die  Schnittlinie  derselben  |aj:|  einen  Kegel  a'^', 
auf  weichem  C'^'   liegt;   die   Schmiegungsebenen  i:„  tc  T(  Tj 
liefern  die  beiden  festen  Schnittlinien: 

|raT6|  und  IXaT^I, 
auf  welchen  die  veränderliche  Schmiegungsebene  Tj  zwei 
Punktreihen  ausschneidet,  welche  mit  den  EhenenhOschein 
|alj|  [t]  und  |(ic|[j:]  perspektivisch  liegen;  da  diese  aber  pro- 
jektiviseh sind,  so  müssen  auch  jene  projektiviseh  sein, 
also  wird  die  Schnittlinie 

in  der  festen  Ebene  t^  einen  Kegelschnitt  umhüllen,  der  zu- 
gleich die  beiden  Schnittlinien  |Tf,i^B|  und  |ToT^c|,  die  Träger 
der  projektivischen  Punktreihen,  berührt.  Wir  erhalten  somit 
den  Satz:*) 

Die  sämtlichenSchmiegungsebenen  einerRaum- 
kurve  C'*'  scheiden  auf  einer  beliebigen  festgehal- 
tenen Schmiegungsebene  derselben  gerade  Linien 
aus,  welche  einen  Kegelschnitt  umhüllen. 

Nehmen  wir  nun  die  drei  Schmiegungsebenen  in  tri,  Tj 
in  den  Punkten  a  16  c  der  ßaumkurve  C'^',   so  erhalten  wir 


*)  MCbiua:  Der  barycentriBelie  Calßul.    3.  lao. 
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nach  dem  vorigen  Satze  in  jeder  derselben  einen  bestimmten 
Kegelschnitt : 

g(s)     ^(ä)     ^m 

Diese  Kegelschnitte  müssen  so  liegen,  dafs  je  zwei  die  Schnitt- 
linie ihrer  Ebenen  gleichzeitig  als  gemeinsame  Tangente  haben. 
Nehmen  wir  aber  eine  beliebige  Tangente  l^  des  Kegelschnitts 
fi"!^' ,  eine  beliebige  Tangente  U  des  Kegelschnitts  ^g*  und 
eine  beliebige  Tangente  7c  des  Kegelschnitts  ^fK  Da  be- 
kanntlich eine  veränderhche  Tangente  eines  Kegelschnitts 
zwei  feste  Tangenten  desselben  allemal  in  zwei  projektivisehen 
Punktreihen  schneidet,  so  wird  für  den  Kegelschnitt  S'|*  eine 
veränderliche  Schmiegungsebene  t^  die  Gerade  la  und  die  Schnitt- 
linie [ranl  in  zwei  projektivisehen  Punktreihen  schneiden; 
ferner  wird  für  den  Kegelschnitt  ^f^  die  Ebene  Tj  auch  die  Ge- 
rade üt  und  die  Schnittlinie  \tati\  sowie  die  Schnittlinie  |i;6T,  | 
in  projektivisehen  Punktreihen  sehneiden,  und  endUeh  wird  rj 
die  Schnittlinie  |t6T(]  und  die  Gerade  ü,  in  projektivisehen 
Punktreihen  schneiden ,  also  schliefslich  wird  t^  alle  drei 
Gerade  le  h  li.  in  drei  projektivisehen  Punktreihen  schneiden. 

Wir  können  hiemach  die  Gesamtheit  der  Schmiegungs- 
ebenen  einer  Raumkurve  C^'  auffassen  als  die  Gesamtheit 
solcher  Ebenen,  welche  je  drei  entsprechende  Punkte  dreier 
projektivisehen  geraden  Punktreihen  (^a  ij  7()  verbinden,  d,  h. 
als  das  Erzeugnis  dreier  projektivischer  Punkt- 
reihen, welches  dual  gegenübersteht  dem  Erzeugnis  dreier 
projektivisehen  EbenenbüscLel,  von  dessen  Betrachtung  wir 
ausgingen  (S,  228).  Dieselbe  Raumkurve  C^l  erscheint 
also,  je  nachdem  wir  ihre  Punkte  oder  ihre  Sehmie- 
gungsebenen  auffassen  als  Erzeugnis  dreier  pro- 
jektivisehen Ebenenbüschel  und  als  Erzeugnis 
dreier  projektivisehen  Punktreihen, 

Ebenso  wie  durch  die  kontinuierliche  Bewegung  eines 
Punktes  im  Räume  ein  Ort  erzeugt  wird,  welchen  man  eine 
Raumkurve  «*''  Ordnung  nennt,  sobald  eine  beliebige  Ebene 
im  allgemeinen  (höchstens)  n  Punkte  dieses  Ortes  enthalten 
kann,  ebenso  kann  man  den  durch  die  kontinuierliche  Be- 
wegung einer"  Ebene  im  Räume  erzeugten  Ort  eine  ßaum- 
kurve   w'*"   Klasse    nennen,    sobald   durch    einen   beliebigen 
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Punkt  im  aUgemeinen  (höchstens)  n  Ebenen  des  Ortes  gehen 
körmen.  Nach  dieser  Auffassung  können  wir  den  Satz  aus- 
sprechen: 

Die  Raumkurve  tiritter  Ordnung  ist  zugleich 
ßaumkurve  dritter  Klasse  und  umgekehrt. 

Diese  wiclitige  Eigenschaft  entspricht  durchaus  der  Grund- 
eigenschaft des  ebenen  Kegelschnitts,  wenn  man  einerseits 
seine  Punkte  und  andererseits  seine  Tangenten  auffafst  und 
nachweist,  dafs  er  gleichzeitig  zweiter  Ordnung  und  zweiter 
Klasse  ist,  d.  h.  dafs  in  einer  Geraden  im  allgemeinen  zwei 
Punkte  des  Kegelschnitts  liegen,  und  durch  einen  Punkt  zwei 
Tangenten  des  Kegelschnitts  gehen.  Dieselbe  Eigenschaft 
bleibt  auch  noch  bestehen  bei  den  Oberflächen  zweiter  Ord- 
nung und  Klasse,  und  mit  der  gleichen  Grundeigenschaft  tritt 
hier  zu  beiden  Gebilden  die  Raumkurve  6'*^'. 

Es  bietet  sich  uns  nunmehr  ein  zweiter  Weg  dar,  welcher 
dem  von  uns  eingeschlagenen  dual  gegenübersteht  und  ohne 
alle  Schwierigkeit  nach  dem  gegebenen  Vorgange  verfolgt 
werden  kann.  Indem  wir  von  der  Definition  der  Raumkurve 
dritter  Klasse  als  des  Erzeugnisses  dreier  projektivischen 
Punktreihen  ausgehen,  können  wir  die  ßaumkurve  dritter 
Klasse  so  konstruieren: 

Zwei  Hyperboloide,  die  eine  gemeinschaftliche 
Erzeugende  l  haben,  seien  gegeben;  durch  einen 
veränderlichen  Punkt  p  der  Geraden  l  geht  alle- 
mal eine  Erzeugende  ^^  des  ersten  und  eine  Er- 
zeugende ff^  des  zweiten  Hyperboloids  aus  den 
beiden  Regelscharen  der  Hyperboloide,  zu  welchen 
l  nicht  gehört;  die  durch  g'^  und  ^^  gelegte  Ebene 
besehreibt  eine  Raumkurve  dritter  Klasse. 

Oder  insbesondere: 

Haben  zwei  Kegelschnitte  in  verschiedenen  Ebenen  die 
Schnittlinie  derselben  zu  einer  gemeinschaftlichen  Tangente  t, 
und  legt  man  aus  einem  veränderlichen  Punkte  j;  der  Tangente  t 
allemal  die  zweite  mögliche  Tangente  au  jeden  der  beiden 
Kegelschnitte,  so  beschreibt  die  sie  verbindende  Ebene  eine 
Raumkurve  dritter  Klasse, 

Die  Konstruktion  der  Tangente,  d.  i,  Schnittlinie  zweier  un- 
endlich-nahe einander  folgenden  Schmiegungsebenen  und  die 
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Konstruktioii  des  Berührungspunktes  in  jeder  Schmiegungs- 
ebene  (Schnittpunktes  dreier  uneudlich-nahe  einander  folgen- 
den Schmiegungsebenen)  dürfen  wir  als  durchaus  analog  den 
oben  ausgeführten  Konstruktionen  hier  übergeben.  Jedoch 
empfehlen  wir  dem  Leser  die  Untersuchung  der  verschiedenen 
Konstruktionen  der  Baumkurve  0'^*,  wenn  zu  ihrer  Bestim- 
mung Elemente  gegeben  sind,  welche  aus  Punkten,  Tangenten 
und  Schmiegungsebenen  derselben  zugleich  bestehen. 

Entsprechend  dem  gesamten  Sekantensyatem  der 
Kaumkurve  dritter  Ordnung  erhalten  wir  ein  System  von 
Schnittlinien  je  zweier  Schmiegungsebenen  einer 
Raumkurve  dritter  Klaaae.  Irgend  zwei  solcher  Schnittlinien 
werden  von  sämtlichen  Schmiegungsebenen  der  Rautnkurve 
ivllemal  in  zwei  projekti  vis  eben  Punktreihen  geschnitten,  deren 
Erzeugnis  ein  Hyperboloid  ist,  welches  von  den  Schmiegungs- 
ebenen der  ßaumkurve  berührt  wird.  Von  den  beiden  Regel- 
Echaren  dieses  Hyperboloids  enthält  diejenige,  welcher  die 
ursprünglich  angenommenen  beiden  Schnittlinien  angehören, 
alle  solche  Gerade,  durch  welche  je  zwei  Schmiegungsebenen 
der  Raumkurve  hindurchgehen,  dagegen  die  andere  ßegel- 
schar  solche  Gerade,  durch  welche  nur  eine  Schmiegungs- 
ebene  der  Raumkurve  geht.  Jene  Regelschar  gehört  also 
dem  Systeme  der  Schnittlinien  an.  In  einer  beliebig  an- 
genommenen Ebene  liegt  allemal  eine  und  nur  eine  solche 
Gerade,  welche  Schnittlinie  zweier  (reellen  oder  imaginären) 
Schmiegungsebenen  der  Raumkurve  ist  u.  s.  w.  u.  s.  w. 

Sowie  die  sämtlichen  Sekanten  mit  reellen  Schnittpunkten 
aus  den  Kegelstrahlen  bestehen  allei  Kegel  'd-^>,  deien  jeder 
irgend  einen  Punkt  >  der  Raumkurve  mit  den  übrigen  Punk- 
ten derselben  verbindet,  eben&o  be'^teht  das  gesamte  Sjbtem 
der  Schnittlinien  je  zweier  leeller  Schmiegungsebenen  ins  den 
Tangenten  der  sämÜit-hen  Kegelschmtte  g  ',  deren  jedei  in 
irgend  einer  Schmiegungsebene  ^  durch  alle  übrigen  ausge- 
schnitten wii-d.  Die  vollständigen  Systeme  dieser  beiden  dual 
gegenüberstehenden  Gebilde  weiden  aber  erst  eihalten,  wie 
oben  gezeigt  ist,  durch  die  beiden  Scharen  von  Hyperboloiden, 
welche  einerseits  durch  sämtUehe  Punkte  der  Raumkurve 
geben ,  und  andererseits  von  sämtliclien  Schmiegungsebenen 
der  Raumkurve    berührt   werden.     Bin   Übergang   von    dem 
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einen  zum  andern  Systeme  findet  statt  durch  die  Tangenten 
der  Eaumkurve,  indem  jede  Tangente  sowohl  dem  Sekanten- 
system  angehört  (als  Verbindungslinie  zweier  unendlich -nahen 
Punkte  der  Baumkurve),  als  auch  dem  System  der  Schnitt- 
linien je  zweier  Schmieguagsebenen  (sobald  dieselben  unend- 
lich nahe  auf  einander  folgen);  aufserdem  kann  niemals  eine 
Gerade  beiden  Systemen  gleichzeitig  angehören.  Wohl  aber 
besteht  zwischen  den  beiden  dual  gegenüberstehenden  Gruppen 
von  Hyperboloiden  ein  gewisser  Zusammenhang. 

Wählt  man  zum  Beispiel  ta  und  t^,  die  Tangenten  der 
Raumkurve  C^'  io  den  Punkten  a  und  h,  zu  Axen  zweier 
projektivisehen  Ebenenbüschel  ta\j]  h[Tf\,  wo  der  Punkt  }: 
die  Eaumkurve  durchläuft,  so  erzeugen  die  Büschel  ein  Hyper- 
boloid §'^',  welches  durch  die  Raumkurve  geht.  Wählt  man 
andererseits  t^  und  U  zu  Tiagcm  zweier  piojektivisehen  Punkt- 
reihen ,  die  von  den  sämtlichen  Schmiegungsebeneu  §  der 
Ranmkurve  C<^'  lut  ^n  und  1*1  ausgeschnitten  werden,  so  er- 
zeugen die  beiden  Punktreihen  em  Hypeiboloid  §1^^',  welches 
von  sämtlichen  Schmiegungsebeneu  der  (T*'  berührt  wird. 
Die  beiden  Hypeiboioide  ^'  und  §f>  haben  ta  und  ti,  als 
gemeinschaftliche  Erzeugende,  seien  r-i  und  zj,  die  Schmie- 
gungsebeneu in  den  Punkten  a  und  b,  so  entspricht  in  den 
beitlen  projektivisehen  Ebenenbüscheln: 

der  Ebene  [^aB]  die  Schmiegungs ebene  tj 

„     „    p.«]  „ 

in  den  beiden  projektivisehen  Punktreihen: 

dem  Punkte  (^„t^)  der  Punkt  h 
„        „         {hr^)    „        »       a. 
folglich  ist  die  Verbindungslinie  von  it  und  {t^x^  eine  Erzeu- 
gende des  Hyperboloids  §^^';  diese  ist  aber  identisch  mit  der 
Schnittlinie  der  Ebenen  [^„6]   und  1^1   also   eine  Erzeugende 
des  Hyperboloids  §<^*;  wir  können  mithin  folgendes  Resultat 


Wenn  man   in  zwei  Punkten  a  und  &  der  Raum- 
e  C'^' 

die  Tangenten  t^.    und    t^ 

und  die  Schmiegungsebenon     %„.    und    ti, 
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konstruiert   und   die  Schnittpunkte: 

bezeichnet,  so  hiiben  die  beiden  obigen  Hyper- 
boloide §P1  ui]d§p>  das  wind  schief  eViersDitaa,bb|, 
dessen  Seiten  sind: 

|M,|      |a,6!      11.6,1      |6i«l 

gemeinachaftHeh. 

Wir  können  die  beiden  gegenübersteheniien  Fälle  einer 
reellen  oder  ideellen  Sekante,  je  nachdem  die  beiden  Schoitt- 
punkte  derselben  mit  der  Ranmkurve  reell  sind  oder  nicht, 
zwischen  denen  der  Fall  einer  Tangente  (mit  zusammenfallen- 
den Schnittpunkten)  in  der  Mitte  steht,  dadurch  vereinigen, 
dafs  wir  die  Sekante  als  den  Träger  einer  hyperbolischen  oder 
elliptischen  Piinktinvolution  ermitteln,  deren  Doppelelemente 
auf  C'  Hegen. 

Ebenso  können  wir  die  analogen  beiden  Fälle  für  eine 
Schnittlinie  zweier  Schmiegnngsebenen,  je  nachdem  dieselben 
reell  sind  oder  nicht,  vereinigen  durch  die  Einfährung  einer 
hyperbolischen  oder  elliptischen  Ebeneninvolution,  deren  Axe 
die  betrachtete  Schnittlinie  ist.  Die  Konstruktion  beider  Invo- 
lutionen ist  ohne  Schwierigkeit,  uud  es  ergeben  sich  dabei 
merkwürdige  Beziehungen  zwischen  beiden  Systemen  von  Ge- 
raden mit  ihren  Punkt-  und  Ebenen  involutionen.  Wir  ver- 
weisen indessen  hinsichtlich  dieser  Untersuchung  auf  die 
oben  angeführten  Abhandlungen  von  L.  Cremona  (1,  c.) 
und  kehren  zu  der  auf  S.  266  ausgeführten  Konstruktion 
zurück,  welche  unmittelbar  zu  der  gesuchten  Punkt-  und 
Ebeneninvolution  hinführt. 

Wir  gingen  von  drei  beliebigen  Punkten  a  &  c  einer 
Raumkurve  C^'  aus ,  bezeichneten  durch  a'^'  W^  c*^'  die  drei 
Kegel  zweiten  Gfrades,  deren  Strahlen  jeden  der  drei  Punkte 
a  6  c  mit  allen  übrigen  Punkten  der  Raumkurve  verbinden, 
so  dass  |6i;|,|ca|,  |a6|  gemeinschaftliche  Strahlen  je  zweier 
dieser  Kegel  sind  und  aufaerdem  alle  drei  sich  in  der  gegebe- 
nen Raumkurve  C^*  schneiden.  Die  Berührungaebenen  dieser 
drei  Kegel  längs  der  gemeinachaftlichen  Strahlen  bezeichneten 
wir  in  folgender  Weise: 
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Berührungsehe 

le  am  Kegel  a«l  lä 

gs  der  Kante   !a&|  s 

ei  «6 

„ 

„      aP' 

|ac| 

,    a, 

„ 

„     ö'^* 

1               !< 

,     !&ci 

,     ßc 

„ 

>,     Ii''' 

1        '; 

|ba| 

,  ßa 

„ 

M                 J>            C'^' 

|ca| 

>    Y« 

„ 

,/    c'^' 

icb| 

7       7b- 

Die   Tangenten   der   Raumkurve  in   den  drei 

Punkten 

a6c 

sind  dann  zufolge  unserer  früheren  Konstrukt 

on  die  Schnitt- 

Hnien: 

t.- 

=  \ß.n\  i6  =  ln«si   '.  =  !« 

ß<\- 

Die    Dreiecksseiten    at»,  ac,  6c    1 

ssen    sich 

auch    sc 

aus- 

drücken : 

|a6|  = 

|«i^»|     !ac!  =  |«c 

y.\    H>c|  = 

lAnl- 

Die  drei  8 chmiegungs ebenen  der  Raumkurve 

n  den  Punkten 

a  b  c  wurden  bezeichnet  durch 

TT»     n 

Ic 

und   sind  die 

Berührungsebenen  der  Kegel   a'^'  &'*>  c<*' 

lüngs 

der  Kegelstrahlen  t^  h  tc,  so  dafs  alao 

ßa  r«  T(,  sich  in  t^ 

schneiden, 

yi  ab  xt,     „      „    h 

„ 

«c  /5,  r,     „      „   t, 

und  endlich  wurde  die  Ebene 

[«6  c]  = 

■bezeichnet. 

Wir  haben  nunmehr  für  den  Kegel  a*^'  drei  Kegelstrahlen 
ctb|,  ]ac|,  ta    und    die    drei    Becührungsebenen    längs    der- 
selben «bi  «^tj  '^«j  die  wir  auch  so  ausdrücken  können: 
Kegel  strahle  n :  |k|i^o|     l^^cyal     l^a^al 
Berührungsebenen :      kb  «j  Tg 

und  wissen  von  einer  solchen  räumliehen  Figur,  dafs,  wenn 
wir  jede  Berührungsehene  mit  der  Verbindunga ebene  der 
beiden  übrigen  Kegelstrahlen  zum  Schnitt  bringen,  die  da- 
durch erhaltenen  drei  neuen  Strahlen  in  einer  Ebene  liegen 
müsseu;  hieraus  folgt,  dafs  die  drei  Strahlen: 

|,...l     |/i.o,l      |.,.. 
in    einer  Ebene    s,   liegen    müssen.     Ferner    ist    ersichtlich, 
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wenn  wir  zur  Abkürzung  die  Schnittlinie  \ai  «;]  =  s^,  be- 
zeichnen (eine  Gerade,  die  durch  a.  geht),  dafs  die  vier  durch 
ta  gelegten  Ebenen: 

[h^    [taC]    IhSc]    T„ 
offenbar  harmoniacii  liegen;  oder  da  die  Ebene  [ta^]  identisch 
mit  ßa  und  die  Ebene  [tai]  identisch  mit  y«  ist,  können  wif 
auch  sagen:  To  ist  die  vierte  harmonische  Ebene  zu 

ßa  ya  und         [iaSo]i 

der  letzteren  zugeordnet,  wo  s»  die  Schnittliuie  |K6C(t|  bedeutet. 
Wir  bemerken  nun,  dafs  wir  durch  dieselbe  Figur  auch 
die  beiden  (reellen  oder  imagiiwen)  Strahlen  des  Kegels  a'^* 
ermitteln  können,  in  welchen  er  von  der  Ebene  Ej  geschnit- 
ten wird,  und  zwar  zeigt  es  sich,  dafs  dieselben  immer  ima- 
ginär sein  müssen.  Wenn  wir  nämlich  die  drei  in  der 
Ebene  s^  ermittelten  Strahlen,  in  welchen  die  Ebenen  des 
dem  Kegel  a'*'  umschriebenen  Dreiflachs  von  den  gegenüber- 
liegenden Seitenflächen  des  einbeachriebenen  Dreikants  ge- 
schnitten werden ,  durch  Si  s'i  s'{  bezeichnen  und  zu  diesen 
drei  Strahlen  drei  zugehörige  Strahlen  ti  t'i  t'i  konstruieren, 
indem  (,  der  vierte  harmonische  Strahl  zu  Si  s'i  si',  dem  s, 
7,ugeorduet,  t'i  der  vierte  harmonische  Strahl  zu  si  si'  Si,  dem 
si  zugeordnet,  und  t'{  der  vierte  harmouische  Strahl  zu  si'  Si  si, 
dem  si'  zugeordnet,  ist,  dann  sind  |S|f||,  ]sl(i|,  |si'(l'|  alle- 
mal drei  Strahlenpaare  einer  elliptischen  Strahlen  in  volution, 
welche  in  der  Ebene  e^  .dem  Kegel  a'^  (S.  34)  zu- 
gehört.*)    Die  Ebene  f,  mul's  also  notwendig  den  Kegel  a'^' 


*J  Wir  können  dies  Verhalten  am  sichtbarsten  am  Kegelschnitt 
erkennen,  dessen  Perapektive  von  einem  Punkte  a  im  Raame  die  ana- 
loge Eigenschait  des  Kegels  a<ä)  zeigt. 

Denken  wir  uns  einem  Kegelschnitt  ein  Dreieck  &  gj  gj  ein- 
beschrieben;  die  Tangenten  in  diesen  Punkten  bilden  ein  dem  Kegel- 
schnitt umschriebenes  Dreiseit,  dessen  Seiten  den  gegenüberliegen- 
den Seiten  des  Dreiecks  S6,«a  in  drei  Punkten  r  n  rs  begegnen  mögen 
(Fig.  10),  die  bekanntlich  auf  einer  Geraden  g  liegen.  Die  Polare  des 
Punktes  r  ist  nan  leicht  zu  ermitteln;  sie  mnfs  durch  den  Punkt  a 
gehen  und  durch  den  Schnittpunkt  der  beiden  Tangenten  in  ä,  und  Sj, 
also  auch  den  vierten  harmonischen  Punkt  t  eu  r  ij  Vj,  welcher  dem 
r  zugeordnet  ist;  t  und  t  sind  also  konjugierte  Punkte  der  Puukt- 
involntion,  welche  der  Geraden  ff  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zu- 
gehört; konstruieren  wir  in  gleicher  Weise  den  Punkt  ti  als  vierten 
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u  imaginären  Linienpaar  schneiden,   vertreten  durch 


dem  r,  zugeordnet,  und  endlich  den  Punkt 
tj  als  vierten  harmonischen 
Punkt  KU  Vi  r  Ti ,  dem  i'2  zu- 
geordnet, so  sind  (rl).  (tili), 
(XM  Atei  Punktepaare  der- 
jenigen PunktinTolution , 
welche  der  Geraden  g  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
zugehört.  Diese  Punktinvo- 
lution  ist  aber  immer  eine 
elliptische  (Tt.  d.  K,  S. 
63] ,  denn  aus  den  drei  Be- 
diiigTingen : 


:,  i:  t )  =  -  I 
t  r,  t,)  ^  -  I 

t,  rs  ti) 1 


folgt  nicht  allein  die  Bedin- 
gung: 

(trr,v,)(t,r,r;v)(t,r,i:r,) 


welche  zeigt ,  dafs  die  drei 
Punkte])  aare 

(rl),(t,i,),(rsW 

einer  Punktinvolution  au- 
gehören IS.  18),  sondern 
es  ergeben  sich  auch  die 
Werte: 
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diejenige  elliptische  Stcahleninvolutioi! ,  welclie  allein  vou 
den  drei  Selinittlinieii : 

dem  Kegelschnitt  einbeschileljeneu,  Droicclt  8  8,32  ""•"  "^'"^  Ecke  3 
reell,  die  beiden  andern  8|  äa  konjagieft-imaginlli'  sind  und  vertreten 
■werden  durcli  die  elliptische  Punktinvolution ,  welche  der  ideellen  Se- 
kante |8i8si  ■=■  i  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehört,  so  können  nir 
die  Gerade  ff,  wie  folgt,  konstmieven: 

Die  Tangente  f  am  Punkte  8  des  Eegelachnitta  treffe  die  ideelle 
Sekante  l  im  Pnnkte  r;  verbindet  man  1:  mit  dem  Pole  der  Geraden  l 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt,  nennt  diese  Verbindungslinie  s  und 
konstmiert  zu  den  drei  Strahlen  t  sl  den  vierten  harmonischei)  Strahl  3, 
welcher  dem  l  zugeordnet  ist,  dann  ist  g  die  gesuckte  Gerade.  Da  von 
den  vier  dnrch  r  gehenden  Strahlen  s  und  t  durch  ff  und  l  havmoniBch 
getrennt  werden,  so  liegt  immer  l  in  einem  Paar  Scheitelräume  Ewi- 
Bohen  den  Strahlen  3  und  (,  dagegen  ff  in  dem  andern  Paar  Scheitel- 
räume.     Es  können  nun  zwei  Pälle  eintreten; 

1]  l  schneidet  den  Kegelschnitt  in  zwei  reellen  Punkten  Sj  ät,  dann 
kann,  weil  t  auf  einer  Tangente  des  Kegelschnitts  liegt,  der  Strahl  s, 
welcher  r  mit  dem  Pol  von  l  verbindet,  den  Kegelschnitt  nicht  treffen, 
und  der  ganze  Kegelschnitt  kann  nur  enthalten  sein  in  einem  Paar 
Scheitelräume  zwischen  s  und  t,  und  zwar  in  denjenigen  Scheitel- 
räumen,  in  welche  der  Strahl  (  hineinfällt;  folglich  kann  der  Strahl  g 
den  Kegelschnitt  nicht  treffen,  wie  oben  behauptet  wurde.    Dagegen: 

2)  l  begegnet  dem  Kegelschnitt  nicht  in  reellen  Punkten;  dann 
mufs  der  Strahl  s,  welcher  r  mit  dem  Pol  von  J  verbindet,  den  Kegel- 
schnitt in  zwei  reellen  Punkten  treffen,  und  alle  Strahlen  in  dem  einen 
Paar  Scheitelräume  zwischen  s  und  (  mäBsen  den  Kegelschnitt  in  reel- 
len Punktepaaien  treffen,  die  Strahlen  in  dem  andern  Paar  Scheitel- 
räumen aber  nicht  alle  in  reellen  Pmiktepaaren.  Nun  haben  wir  aber 
in  dem  letzteren  Paar  Scheitelräumen  den  Strahl  l,  welcher  dem 
Kegelschnitt  nicht  begegnet,  folglich  mufs  der  Strahl  3,  welcher  not- 
wendig in  dem  andern  Paar  Scheitelränme  liegt,  den  Kegelschnitt  in 
einem  reellen  Punktepaar  treffen.    Wir  sckliefsen  also; 

Wenn  von  dem  dem  Kegelschnitt  einbeschriebenen 
Dreieck  Säiö,  alle  drei  Ecken  reell  sind,  so  kann  die  Ge- 
rade g  dem  Kegelschnitt  niemals  in  einem  reellen  Punkte- 
paar begegnen,  wenn  dagegen  von  dem  dem  Kegelschnitt 
einbeschriebenen  Dreieck  nur  eine  Ecke  reell  und  die  bei- 
den andern  konjugiert-imaginär  sind,  so  mufs  die  Gerade 
ff  dem  Kegelschnitt  in  einem  reellen  Punktepaare  be- 
gogntn. 

Die  Perspektive  dieses  Satzes  von  einem  beliebigen  Eaumpunkte 
aus  giebt  den  analogen  Satz  für  den  Kegel  und  in  ähnlicher  Weise 
läfst  sich  das  dual  gegenüberstehende  Resultat  aussprechen. 
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abhängt  und  durch  dieselben  bestimmt  wird,  indem  man 
immer  zu  einem  und  dem  Paare  der  beiden  übrigen  den  zu- 
geordneten vierten  harmonischen  Strahl  konstruiert.  .  lu 
gleicher  Weise  operieren  wir  nun  bei  dem  Kegel  W,  für 
welchen  die  drei  Kegelstrahlen  |5a|,  |ljc|,  tt  die  drei  Be- 
rührungsübenen  /5n  j3,  Tt,  haben,  oder  anders  ausgedrückt: 
die  Kegelstrahlen;  Iß^abl  \ßiyb\  Ij'Bßtl 
die  Berflhrungsebenen :      ß^  ßi  t|,; 

jede  Berührungsebene  schneidet  die  Ver bin dungs ebene  der 
beiden  übrigen  Kegelstrahlen  in  einem  neuen  Strahle,  und 
die  dadurch  erhaltenen  drei  neuen  Strahlen: 

müssen  in  einer  Ebene  e-i  Hegen,  welche  den  Kegel  W^  in 
einem  imaginären  Linienpaai-  schneidet,  vertreten  durch  die- 
jenige elliptische  Strahlenihvolution ,  welche  allein  von  diesen 
drei  Strahlen  abhängt  und  durch  dieselben  bestimmt  wird,  indem 
man  immer  zu  einem  Strahl  und  dem  Paare  der  beiden  übrigen 
den   zugeordneten  vierten  harmonischen  Strahl  konstruiert. 

Bndlich  nehmen  wir  bei  dem  dritten  Kegel  c'^'  die  drei 
Kegelstrahlen   |co|,  |c6|,  t^     und    längs    derselben    die    drei 
Berührungsebenen  y^,  y^,  Zc,  oder  anders  ausgedrückt: 
die  Kegelstrahlen :  [ynKt]     \ybßt\     Wc/5t| 

mit  den  Berührungsebenen :      y^  y^,  Ej; 

jede  Berührungsebene  schneidet  die  Verbindungsebene  der 
beiden  übrigen  Kegelstrahlen  in  einem  neuen  Strahle  und  die 
dadurch  erhaltenen  drei  neuen  Strahlen ; 

\ßcn\  =  s.j  |yi,a,|  =  sa  jf,  rd  =  S3' 
müssen  in  einer  Ebene  8.^  liegen,  welche  den  Kegel  c'^'  in 
einem  imaginären  Linienpaar  schneidet,  vertreten  durch  die- 
jenige elliptische  Sti'ahleninvoliition,  welche  allein  von  diesen 
drei  Strahlen  abhängt  und  durch  dieselben  bestimmt  wird, 
indem  man  immer  zu  einem  Strahl  und  dem  Paare  der  beiden 
übrigen  den  zugeordneten  vierten  harmonischen  Strahl  kon- 
struiert. Nun  haben  wir  aber  schon  auf  S.  268  bemerkt, 
dal's  die  drei  Ebenen 

^i  ß<  ya  sieh  in  einem  Punkt  "p  schneiden , 
«<  3«  n     »      ,-       >,  ..       P'         „ 
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und  daia  der  Punkt  ^  der  Schnittpunkt  der  drei  Strahlen 
s,  Sj  S3,  der  Punkt  ^'  der  Schnittpunkt  der  drei  Strahlen 
s'i  Sa  s'i  ist.  Da  also  wegen  der  ersten  Eigenschaft  der  Punkt 
p  in  den  drei  Ebenen  £[  Ej  £3  gleichzeitig  liegt  und  wegen 
der  zweiten  Eigenschaft  auch  der  Punkt  ^3'  in  allen  drei 
Ebenen  £^  e^  ^3  gleichzeitig  liegt,  so  müssen  diese  drei  Ebenen, 
da  sie  zwei  Punkte  gemein  haben,  sich  alle  drei  in  der  Ver- 
bindungslinie derselben  schneiden,  also  durch  die  Gerade 
^  =  I  ^  1)'  j  gehen ;  diese  Gerade  g  schneidet  aber  die  Ebene  «  in 
einem  Punkte  "p",  in  dem  sich  die  drei  Sti'ahlen  s'i  s^'  sä  ti^ef- 
fen,  und  durch  welchen,  wie  wir  sehen,  die  drei  Schmiegungs- 
ebenen  r^  t^  T;  gehen  müssen,  und  hieraus  folgt  der  oben 
(S.  269)  hervorgehobene  Chasleasche  Satz. 

Aber  die  Gerade  g^  \)f})f)' )j)"  \  besitzt  eine  ebenfalls  sehr 
bemerkenswerte  Eigenschaft;  sie  wird  nämlich  von  den  drei 
in  den  Ebenen  s^  b^  £3  ermittelten  Strahleninvolutionen  in 
einer  und  derselben  Punktinvolution  geschnitten,  welche 
elliptisch  ist  und  nur  von  den  drei  Punkten  p  p'  ^i"  abhängt 
und  durch  dieselben  bestimmt  wird,  indem  man  immer  zu 
einem  Punkte  und  dem  Paare  der  beiden  übrigen  den  vierten 
harmonischen  Punkt  konstruiert  und  dadurch  drei  Punkte- 
paare einer  elliptischen  Puuktinvolution  erhält.  Da  die  Ge- 
rade g  der  Träger  einer  und  derselben  Punktinvolution  ist  in 
Bezug  auf  alle  drei  Kegel  a'^'  i>'^'  c'^',  so  gehören  ihre  imagi- 
nären Doppelpunkte  allen  drei  Kegeln  gleichzeitig  d.  b.  der 
Raumkurve  Cl''  an;  mithin  ist  ^  eine  Sekante  derUaum- 
kurve  und  zwar  eine  ideelle,  weil  ihre  Schnittpunkte  mit 
0*1  imaginär  sind.  Wir  haben  aber  zugleich  auf  dieser 
ideellen  Sekante  der  Kaumkurve  die  elliptische  Punktinvo- 
lution konstruiert,  welche  die  imaginären  Schnittpunkte  von 
g  mit  C^'  vertritt. 

Wenn,  wir    der   besseren   Übereinstimmung   wegen  den 
Punkt  ^)"  =  e  bezeichnen,   so   läfat  : 
sultat  zunächst  SC 


Wenn  durch  einen  beliebigen  Punkt  i;  im  Räume 
an  eine  ßaumkurve  O^^  drei  reelle  Schmiegungs- 
ebeneu  gelegt  werden  können,  so  ist  die  durch  den 
Punkt  e   zu  legende   einzige   Sekante  g  der  Baum- 
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kurve  allemal  eine  ideelle,  d.h.  ihre  Schnittpunkte 
mit  der  Raumkurve  sind  konjugiert-imaginär,*} 

Ander erseita  ergieht  sich  das  dual  gegenüberstehende 
Resultat,  wenn  wir  bei  einer  der  vorigen  ganz  gleichlaufen- 
den ßeti'aehtung  von  drei  reellen  8 chmiegungs ebenen  ta  Tü  Zt 
der  Kaumkurve  ausgehen,  die  drei  in  denselben  enthaltenen 
Kegelschnitte  ?IP)  33^*  e<^>  auffassen,  die  drei  Taugenten 
te  U  tc  in  den  Schmiegungsebenen  Za  t6  z^  ermitteln  und  in 
analoger  Weise  zu  einer  Geraden  g^  gelangen,  welche  mit 
dem  Schnittpunkte  c  =  {t^z^z^  verbunden  die  ßbene  £  liefert, 
in  welcher  die  drei  Berührungspunkte  die  der  Schmiegungs- 
ebenen To  zi  T,  liegen.  In  dieser  Ebene  s  ist  g^  die  einzige 
in  ihr  enthaltene  Gerade,  durch  welche  zwei  S'chmiegungs- 
ebeneii  der  Raumkurve  gehen;  und  zwar  sind  diese  immer  ima- 
giuär  und  werden  vertreten  durch  eine  elliptische  Ebeneninvolu- 
tion, die  iu  analoger  Weise,  wie  oben  die  elliptische  Punkt- 
involution, konstruiert  wird.     Aiso; 

Wenn  eine  beliebige  Ebene  £  einer  Raumkurve 
Cl^l  in  drei  reellen  Punkten  begegnet,  so  enthält 
sie  eine  einzige  bestimmte  Gerade  (/,  als  Schnitt- 
linie zweier  Schmiegungsebenen  der  ßaumkiirve, 
die  allemal  konjugiert-imaginär  sind. 

Beide  Resultate  lassen  sich  auch  anders  aussprechen  und 
ergänzen  sich  alsdann.  Nehmen  wir  zwei  reelle  Schmiegungs- 
ebenen Za  und  Tfi  der  Raumkurve  und  legen  durch  die  Schnitt- 
linie Ito  ti,]  eine  beliebige  Ebene,  so  könnte  dieselbe  entweder  in 
drei  reellen  Punkten  oder  in  einem  reellen  und  zwei  imaginären 
Funkten  der  C^'  begegnen,  wobei  die  reelle  Verbindungslinie 
der  letzteren  eine  ideelle  Sekante  ist.  Der  erstere  Fall  ist  unmög- 
lich, denn  es  würde  diese  Ebene  drei  reelle  Sekanten  enthalten, 
deren  jede  der  Schnittlinie  |Tn''^bi  begegnete,  und  durch  einen 
solchen  Schnittpunkt  müfsten  dann  drei  reelle  Schmiegungs- 
ebenen Zg  Zi  Z[  gehen  und  eine  reelle  Sekante,  was  nach  dem 
ersten  Satze  unmöglich  ist,  also: 

Eine  Ebene,  welche  durch  die  Schnittlinie 
zweier  reellen  Schmiegungsebenen  einer  Baum- 
kurve C^' geht,  kann  derselben  nur  in  einem  reellen 

*)  Joachimsthal,  Borchardt's  Jcrarnal  f.  Mathem,  Bd.  56,  S.  45. 
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Punkte  begegnen;  die  beiden  andern  Schnittpunkte 
sind  konjugiert-jmaginär. 

In  gleicher  Weise  folgt: 

Durch  einen  Punkt  einer  reellen  Sekante  der 
Raumkurve  CP^  geht  immer  nur  eine  reelle  Schmie- 
gungsehene  derselben,  die  beiden  andern  sind 
konjugiert-iniaginär. 

Denn  gingen  durch  den  Punkt  drei  reelle  Schmiegungs- 
ebenen,  so  miifste  die  Sekante  eine  ideelle  sein  nach  dem 
obigen  Satze. 

Die  Konstruktion  der  Gei-aden  g  und  ^,  ging  wesentlich 
von  der  Voraussetzung  aus,  dafs  die  Ebene  £  der  C'^l  in  drei 
reellen  Punkten  a  Ö  c  begegnet  oder  dafs  von  dem  Punkte  c 
aus  drei  reelle  Schmieg ungsebenen  To  ti,  r^  an  C^'  sich  legen 
lassen.  Andererseits  ist  aber  g  die  einzige  immer  vorhandene 
Sekante  der  O-^^  durch  den  Punkt  e  und  g^  die  einzige  immer 
vorhandene  Schnittlinie  zweier  Schmiegungsebenen  in  der 
Ebene  a;  also  sind  diese  Geraden  immer  reell  vorhanden, 
wenn  auch  jene  sie  bestimmenden  Elemente  nicht  sämtlich 
reell  sind.  Wir  wollen  daher  die  obigen  Konstruktionen  so 
abändern,  dafs  sie  auch  bestehen  bleiben,  wenn  von  den 
Punkten  a  b  c  nur  einer  reell  und  die  beiden  andern  konju- 
giert-imaginär  sind,  oder  von  den  Ebenen  Xn  tb  t^  nur  eine 
reell  und  die  beiden  andern  konjugiert -imaginär  sind. 

Wiederholen  wir  die  obigen  Konstruktionen  von  g  und  g^, 
so  lassen  sie  sich  kurz  neben  einander  stellen  in  folgender  Weise : 

Eine  Ebene  e  begegnet  der  Raumkurve  C"  in  drei  Punk- 
ten ft  t)  e;  die  Tangenten  der  C("  in  diesen  Punkten  sind 
ta  h  tt,  die  Schmiegungsebenen  «„  t^  it,  welche  sich  in  einem 
Punkte  c  der  Ebene  e  sehneiden. 

Die  Ebenen:  I     Die  Treffpunkte: 

^,    T  Schneidensich  im],,       .     bestimmen   die  Ebene 

P"!-"         Punkte  i,-.       |(''"> 

Die  Ebenen:  j      Die  Treffpunkte: 

[(„c]=j'.|  .  .       .     \(t^t,) 

schneiden  sieh  '■" 


P.«]  ■ 


Punkte  ^. 


[(,  b]  =  /J,  I  ((,  I,) 
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Die  Verbindungslinie: 

\n'\  =  !f 

ist  die  gesucht«,  welche  durch 
c  geht. 


Die  Schnittlinie: 

ist  die  gesuchte  und   liegt  in 
der  Ebene  s. 


Wir  können  nun  dasjenige  Hyperboloid  §<^l  zu  Hilfe 
nehmen,  welches  durch  die  drei  Erzeugenden  ta  tf,  tc  bestimmt 
wird,  welche  der  einen  ßegelschar  desselben  angehören.  Wenn 
wir  von  dem  Punkte  a  die  Erzeugende  der  andern  Regel- 
schar ziehen,  welche  tt,  und  i,  treffen  mul's,  so  sehen  wir, 
dafa  diese  die  Schnittlinie  der  Ebenen  [ah]  =  kj  und 
[a^t]  =  «!  ist;  wir  wollen  diese  Erzeugende  s^  nennen  und 
demgemäfs  s„  =  |[a;j,  [ai,]|  =  \aicc,  \ 

s,=  l[M,],[Ha]|  =  |^cjJn! 

Sc  -  |[cy,  [c(6]|  =  [yayt  I, 

tiaun  haben  wir  auf  dem  Hyperboloid  §f^'  die  drei  Paare  von 
Erzeugenden  taSa,  hst,,  tcS;,  welche  von  den  Punkten  ii  6  e 
ausgehend  den  beiden  Regelseharen  angehören. 

Gleichzeitig  haben  wir  auf  "demselben  Hyperboloid  ^f*' 
drei  andere  Erzeugende  der  zweiten  Kegelsehar,  denn  die 
durch  ta  gehende  Ebene  z,,  schneidet  das  Hyperboloid  iu 
einer  zweiten  Erzeugenden  s'„,  welche  tf,  und  tt  treffen  mufs; 
also  ist:  s\^\{nh),  {tJ,)\ 

■     s;  =  i(r.M,  {t.h)\, 
und    die    drei    Paare    von   Erzeugenden    t^s'a,  hs't,  tcs'c  aus 
den  beiden  Jlegelseharen  des  Hyperboloids  §<^'  liegen  in  den 
drei  Ebenen  r,,  rs  t, . 

Wir  erinnern  uns  nunmehr  der  Beziehungen,  welche  wir 
früher  (S.  119)  bei  einem  auf  dem  Hyperboloid  §<^l  verlaufen- 
den Sechsseit  kennen  gelernt  haben,  welches  sich  bilden 
läfst  aus  drei  Erzeugenden  der  einen  und  drei  Erzeugenden 
der  andern  Kegelschar  des  Hyperboloids.  Bei  jedem  solchen 
Sechseck  sehneiden  sich  die  drei  Hauptdiagonalen  in  einem 
Punkte,  und  wenn  wir  die  drei  Sechsecke: 

ia  Sa  h  Sb  #c  Sc 

ta  Sb  'b  Sc  tc  S, 

h  Si  tb  Sa  ti  Sj 
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nehmen,  so  liegen  die  dadurch  erhaltenen  drei  Punkte  in 
einer  Geraden  5  diese'  drei  Punkte  sind  aber,  wie  wir  8,  121 
gesehen  haben,  die  Schnittpunkte  je  dreier  Ebenen,  nämlich 

[(«Sb]     [tfiSc}     [^cSq],  die  sich  in  0     schneiden, 

{t,s,]     [hs^-]     [ks^],    „      „      „    0' 

[^cS,0     IttSb]     [t,s,],    „       „      „    0" 
und   die  drei  Punkte  0  0'  0"  liegen   auf  der   obigen    Geraden. 
Nun  ist  aber,    wie    wir  sehen,    der  Punkt   o   identisch    mit 
unserem   Punkte  ^j'  und  der  Punkt  d'  identisch   mit  unserem 
Punkte  p,  folglieh  enthält  die  Gerade: 
|oo']  =  |p>|=3 
auch    den    Punkt    0",    in    welchem    sich    die    drei    Ebenen 
L'oSa]  [hSb]  PcSc]   schneiden;    diese    drei    Ebenen    sind    aber 
die  Berührungsebenen  des  Hyperboloids  in  den  Punkten  abc, 
folglieh  ist  0"  der  Pol  der  Ebene  a  in  Bezug  auf  das  Hyper- 
boloid §(^'.     Wir  können   nun  die   Gerade  (/  anstatt   durch 
die  beiden  Punkte  ^)  und  ^'  auch  bestimmen  durch  die  beiden 
Punkte  e  und  q",  d.  h.  den  Schnittpunkt  e  der  drei  Schniiegungs- 
ebenen  t^  Tj,  t^  und  den  Pol  0"  der  Ebene  e  in  Bezug  auf  das 
Hyperboloid  §'^l. 

In  analoger  Weise  können  wir  bei  dem  Hyperboloid  §1^' 
die  drei  Erzeugenden  („  (j  t^  zusammenstellen  mit  den  drei 
Erzeugenden  s'a  sl  Sj  zu  anderen  auf  dem  Hyperboloid  ver- 
laufenden Sechsseiten;  in  jedem  solehena  Sechsseit  bestimmen 
zwei  einander  folgende  Seiten  eine  Ebene  und  die  drei  Paare 
gegenüberliegender  Ebenen  schneiden  sich  in  drei  Geraden, 
die  in  einer  Ebene  liegen.  Für  die  drei  Sechsseite: 
t,,  sä  ^6  «6  'c  s; 

t^  S&  ti  Sc   t,  S'„ 
ta  s'i  t{,  S'a  ic  So 

erhalten  wir  dadurch  drei  Ebenen  a  %  %" ,  die  in  einer  Ge- 
raden sich  sehneiden  (S.  120);  diese  Gerade  ist  identisch  mit 
^1  und  liegt  aust'er  in  der  Ebene  i  auch  in  der  Ebene  51",  in 
welcher  die  drei  Punkte: 

(ns'a)     (r6si,)     (t,s;) 
liegen;    diese    drei  Punkte    sind  aber   die  Berührungspunkte 
der  Ebenen  %a  rs,  t,  mit  dem  Hyperboloid  jj'^';  folglich  ist  rc" 
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die  Polarebene  des  Punktes  t,  in  welchem  sich  r,,  tc  t,  scheiden, 
in  Bezug  auf  das  Hyperboloid  §*^' ,  Die  Gerade  ß,  können 
wir  nunmehr  anstatt  durch  die  beiden  Ebenen  n  und  %'  auch 
bestimmen  durch  die  beiden  Ebenen  s  und  Jt",  d.  h.  als 
Schnittlinie  der  Ebene  s,  in  welcher  die  drei  Punkte  a  l)  C 
liegen,  mit  der  Polarebene  des  Punktes  e  in  Bezug  auf  das 
Hyperboloid  §'^1. 

Hieraus  erkennen  wir,  dafs  die  Gerade  ^  =  |o"e|  und  die 
Gerade  ^j  =  je,  3r"|  konjugierte  Gerade  in  Bezug  auf  das 
Hyperboloid  §1^1  sein  müssen,  weil  sowohl  o"  und  s,  als  auch  e 
und  x"  Pol  und  Polarebene  sind.  Da  nun  ff  und  g^  kon- 
jugierte Gerade  in  Bezug  auf  das  Hyperboloid  §'^1  sind,  so 
können  wir  nach  S.  132  dieselben  auch  auf  folgende  Art 
änden: 

Die  drei  Ebenen: 
[tsSa]     [tbS,]     [tcSi]  schneiden  sich  in  einem  Punkte  aj 
[ks^]     [(,s.]     [4  Sc]         „  „      „        „  „        6, 

PcS.]     [hs,]     [ks,-\        „  „      „        „  „         c.. 

Die    drei   Punkte    a,  Bj  c,    müssen    in    der  Geraden   ff, 

liegen,  die  zu  ff  konjugiert  ist  in  Bezug  auf  das  Hyper- 
boloid ^■■^>. 

Nun  ist  aber  die  Ebene  [if,  s^]  =  [t^  c]  =  fi,  und 

und  die  Schnittlinie  ij'6/3(|  '=  jfccl;  folgKeh  sind  die  Punkte 
a,  &|  Ci  diejenigen,  in  welchen  die  Ebenen  pa«a]  [ksi,}  pcSj 
den  Dreiecksseiten  |Bcj,  |ca|,  |at»|  begegnen.  Diöse  Punkte 
a,  b|  c,  können  noch  einfacher  bestimmt  werden,  wenn  wir 
den  Kegelschnitt  il'^*  zu  Hilfe  nehmen,  in  welchem  die 
Ebene  ^  =  [ntc]  das  Hyperboloid  §l^>  schneidet;  da  die 
Ebenen  [(„Sa]  psSj]  [((Sj]  die  Borührunga ebenen  des  Hyper- 
boloids §lä|  Jq  ^gn  Punkten  (ibc  sind,  so  schneiden  die- 
selben die  Ebene  t  in  den  Tangenten  des  Kegelschnitts  Ä'^' 
in  den  Punkten  a  b  c,  und  diese  Tangenten  treffen  die  Gegen- 
seiten des  Dreiecks  |a&c|  in  den  Punkten  (i,  b,  c,. 

Femer  haben  wir  oben  gesehen,   dafs  die  vier  Ebenen: 
P.6J     P.tl     P.5.J.. 
vier  harmonisch  gelegene  Ebenen  sind,  die  ersten  beiden  und 


y  Google 


§  35.  Identität  der  Eaumkurre  3.  0.  u.  der  Raumkurve  3.  Klasse.  287 

die  letzten  beiden  zugeordnet.  Diese  vier  Ebenen  schneiden 
also  die  Ebene  £  in  vier  harmonischen  Strahlen;  die  Ebene 
Ta  schneidet  £  in  der  Geraden  !ae|j  folglich  ist  die  Tangente 
in  a  am  Kegelschnitt  ^1^'  die  vierte  Harmonische  zu  |a[t|,  |ac| 
und  |ae|,  letzterer  zugeordnet;  mithin  sind  eund^,  Pol  und 
Polare  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  ff*^),  and  die  Gerade 
ffi  ist  die  sogenannte  „harmonische  Polare"  des  Punktes  e  in 
Bezug  auf  das  Dreieck  abc-*)  Wir  Icönnen  also  folgendes 
Resultat  aussprechen: 

*)  Wenn  man  eia  Dreieck  a  6  e  hat  und  in  der  Ebene  desselben 
einen  Punkt  t  und  man  zu  den  drei  Strahlen  |ae|,  |6e|,  |ce|  die  vierten 
harmonischen  Strahlen  konatruiert  mit  je  zwei  Dreiecksseiteil,  welche 
als  zugeordnet  harmonische  aufgefafst  werden,  so  treffen  diese  drei 
vierten  harmonisoken  Strahlen  die  Gegenseiten  des  Dreiecks  in  drei 
Punkten,  ai  bi  c,,  welcke  hekanntlick  auf  einer  Geraden  g,  liegen.  Diese 
heifst  die  „harmonische  Polare"  des  Punktes  t  in  Bezug  auf  das 
Dieieck  und  le  ist  die  Polare  des  Punktes  e  m  Bezug  auf  denjenigen 
dem  Dieieck  abc  umsüir  ebenen  Kegelbi-lmitt  welchei  aoi  Ibbij  |cci] 
an  Taugenten  hat  Lmgokehrt  hei  st  e  der  ha  monische  Pol 
der  Geraden  g  in  Bezng  aaf  das  Dieieok  a6c  und  wiid  in  an'iloger 
Weise  gefunden    sohald  die  Öeiade  gi  gegeVen  ist 

Die  zuBaramengehöngen  Elemente  e  und  g,  lassen  sich  nii.,ht  1  lofa 
m  der  ingegebenen  Weise  konatruerou  sobald  da,.  Dreieck  abc 
daieh  aemp  dre  leellen  Eokp  mbte  gegebei  i't  'londefn  auck  ddui 
noch  wenn  von  dem  Dieietk  nur  eine  Ecke  a  reell  uud  die  beiden 
indem  6  und  <.  konjug  ert  imag  nai  gegeben  sind  durch  eme  eil  ptische 
Punktm^ olution  auf  einem  geraden  Träger  W  e  leicht  zu  e  kennen 
i&t    gestaltet  sich  die  Konatruktion  folgend erm aßen 

Gegeben  ist  ein  Punkt  i  md  eine  Punkt  n;  olution  aui 
einem  geraden  Träger  l,  deren  Doppelpunkte  (reelle  oder 
imaginäre)  mit  a  zusammen  das  gegebene  Dreieck  bilden; 
KU  einem  Punkte  e  soll  die  harmonische  Polare  konstruiert 
werden.  Der  Strahl  |  de  |  trifft  den  Träger  l  m  einem  Punkte  a',, 
dessen  konjugierter  in  der  gegebenen  Punktinvolution  ai  sei.  Zu  den 
drei  Punkten  a  a'i  e  konstruiert  maji  den  vierten  harmonischen,  zu  e 
zugeordneten  Punkt  )>,  so  dafs 

ist,  ferner  zu  den  drei  Punkten  n  p  n'i  den  vierten  harmonischen,  au 
a'i  zugeordneten  Punkt  fl,  so  dafs 

(apa'iq)  =  -  1 
ist,  dann  ist  ]  Oifl  I  =  fft  die  gesuchte  harmonische  Polare  des  Punktes 
c  in  ßeBUg  auf  das  Dreieck   abc,  wo  |  bc  |  die  (reellen    oder   imaginii- 
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Wenn  eine  Ebene  e  der  Raumkurve  Ci^'  in  drei 
Punkten  a6c  begegnet,  so  sehneiden  sich  die  drei 
Schmiegungsebenen  derselben  in  einem  Punkte  e 
der  Ebene  f.  Wenn  man  von  demPunkte  e  die  har- 
monische Polare  ^,  konstruiert  in  Bezug  auf  das 
Dreieck  abc,  so  ist  3,  die  einzige  in  der  Ebene  s 
enthaltene  Schnittlinie  zweier  Schmiegungsebenen 
der  Baumkurve  C^". 

lü  ganz  analoger  Weise  folgt  der  dual  gegenüber- 
stehende Satz: 

Wenn  durch  einen  Punkt  e  drei  Schmiegungs- 
ebenen tt  ß  y  einer  Raumkurve  gehen,  so  liegen  die 
drei  Berührungspunkte  atc  in  einer  Ebene  s, 
welche  durch  den  Punkt  e  geht.  Wenn  man  von 
der  Ebene  s  in  Bezug  auf  das  Dreifiach  aßy  die 
harmonischePolares'konatruiert,aoist3dieeinzige 
durch  c  gehende  Sekante  der  Raumkurve  0^1.  Die 
harmonische  Polare  einer  Ebene  e,  welche  durch  die  Ecke 
eines  Dreiflachs  aßy  geht,  wird  so  konstruiert:  Durch  die 
Schnittlinie  \ßy\  und  die  Schnittlinie  |as|  legt  man  eine 
Ebene  und  konstruiert  die  vierte  harmonische  zugeordnete 
Ebene,  indem  ß  y  das  andere  Paar  zugeordneter  Ebenen  ist; 
die  drei  in  solcher  Weise  konstruierten  Ebenen  schneiden  sich 
in  der  gesuchten  harmonischen  Polare  g ;  wie  die  Kon- 
struktion auszuführen  ist,  wenn  nur  a  reell,  dagegen  ß  y 
konjugiert- imaginär  sind,  geht  aiis  der  letzten  Anmerkung 
hervor. 

Vermittelet  dieser  Eigenschaften,  welche  wir  von  den 
Geraden  g  und  g^  kennen  gelernt  haben,  lassen  sich  nun 
auch  für  den  Fall,  dai's  eine  Ebene  £  nur  in  einem  reellen 
Punkte  a  und  zwei  koiijugiert-iraaginären  Punkten  der  Ranm- 

ren)  Doppelpunkte  der  auf  l  gegebenen  Punktinvolution  bedeuten. 
Umgekehi-t  läfst  sich  in  ähnlicher  Weise,  sobald  jf,  gegeben  ist,  dei- 
harmoniBche  Pol  e  konstruieren;  denn  durch  jf,  wird  der  Punkt  oi  be- 
stimmt, also  auch  sein  konjugierter  Punkt  a'i ;  aus  aa',  folgt  cj  und 
der  Punkt  )>  durch  die  harmonische  Beziehung,  endlich  aus  aa',  J) 
der  gesuchte  Pol  e  durah  die  harmonische  Beaiehnng,  Diese  Kon- 
struktionen sind  unabhängig  von  der  Bealität  der  beiden  Dreieckä- 
ecken  b  und  c. 
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kurve  C<^>  begegnet,  oder  dals  aus  einem  Punkte  c  nur  eine 
reelle  Schmiegungsebene  und  zwei  konjugiert-imaginäre  an 
die  Raumkurve  O^'  sich  legen  lassen,  in  welchem  Falle  die 
ursprünglichen  Konstruktionen  uns  im  Stiche  lassen,  die 
reellen  Elemente  der  Figur  ermitteln. 

Nehmen  wir  also  an,  eine  gegebene  Ebene  b  sehneide 
die  Raumkurve  C'^'  nur  in  einem  reellen  Punkte  a  und  in 
zwei  konjugiert-imaginäxen  Punkten  i  und  c,  welche  vertreten 
werden  durch  eine  gegebene  eHiptische  Punktin volution  auf 
einem  geraden  Träger  /.  (Diese  Gerade  l  wird  gegeben  sein 
als  eine  gemeinschaftliche  Sekante  zweier  Kegelschnitte,  in 
denen  die  Ebene  s  irgend  zwei  durch  Cl^'  gelegte  Kegel  2.  0. 
schneidet.)  Die  Ebene  a  enthält  eine  und  nur  eine  bestimmte 
Gerade  g,,  welche  Schnittlinie  zweier  Schmiegungsebenen  der 
Raumkurve  C*^'  ist.  Die  Konstruktion  der  Geraden  ^,  steht 
dual  gegenüber  der  auf  S.  234  ausgeführten.  Konstruiert 
man  (s.  d.  vorige  Anmerkung)  zu  ff^  den  harmonischen  Pol 
in  Bezug  auf  das  nur  teilweise  reelle  Dreieck  a  t  e ,  so  ist 
derselbe  der  Punkt  e,  in  welchem  sich  die  drei  Schmiegungs- 
ebenen Ta  Tb  Tc  in  den  Punkten  aha  der  Kaumkurve  schneiden. 
Natürlich  sind  von  diesen  drei  Seh miegunge ebenen  nur  eine 
Tn  reell,  die  beiden  andern  r^  Ti  konjugiert- imaginär.  Durch 
den  so  gefundenen  Punkt  c  geht  eine  und  nur  eine  Sekante 
der  Raumkurve  C'^> ,  deren  Konstruktion  auf  S.  234  angegeben 
ist.  Dies  ist  die  Gerade  g.  Geht  man  umgekehrt  von  einem 
Punkte  i  aus,  durch  welchen  nur  eine  reelle  Schmiegungs- 
ebene «a  der  Raumkurve  C'^*  geht,  während  die  beiden  andern 
Tt  Tc  konjugiert  -  imaginär  sind  und  vertreten  werden  durch 
eine  elliptische  Ebeneninvolution  mit  einer  reellen  Äxe  l^ 
(diese  elliptische  Ebeneninvolution  ist  als  gegeben  anzusehen 
durch  die  gegebene  Raumkurve  C^*,  als  Raumkurve  dritter 
Klasse  aufgefasst),  dann  geht  durch  e  die  einzige  Sekante  g 
der  Raumkurve,  und  man  konstruiere  zu  dem  Strahl  g  in 
Bezug  auf  das  nur  teilweise  reelle  Dreiflach  To  cj  r,  die 
harmonische  Polarebene  s  nach  Analogie  der  oben  angegebenen 
Konstruktion.  Diese  Ebene  s  enthält  dann  die  drei  Be- 
rührungspunkte der  Schmiegungsebenen  taThrt,  von  denen 
natürlich  nur  einer  reell  ist.  Die  Ebene  s  enthält  die  einzige 
Gerade  g,,  welche  Schnittlinie  zweier  Schmiegungsebenen  ist 

SohrBtkb,  Tliäor.  fl.  Olicrfl,  9.  Ordii,  19 
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und  in  <Jer  oben  angegebenen  Weise  konstruiert  werden 
kann.  Wir  gelangen  durch  diese  Konstruktion  also  von  dem 
einen  Ausgangspunkte  zu  dem  andern  wieder  zurück  und 
scbliefsen  dadurch  den  Cyklus  derselben. 

Während  nun  aber  in  dem  reellen  Falle  J  reell   > 

die  Gerade  g  als  eine  uneigentliche  (ideelle)  Sekante  der 
Raumkurve  und  die  Gerade  3,  als  eine  uneigentliche  Schnitt- 
linie zweier  Schmiegungsebenen  gefunden  wurde,  indem  diese 
selbst  konjugiert- imaginär  sind,  zeigt  sieh  in  dem  jetat  be- 
trachteten Falle  I       reell  konj.-imag.  t  gerade   das  IJm- 

i  ^''  ^^  '■^  ] 

gekehrte:  g  ist  eine  eigentliche  Sekante  der  C'^'j  d.  h.  be- 
gegnet derselben  in  zwei  reellen  Punkten,  und  durch  g^  gehen 
zwei  reelle  Schmiegungsebenen  der  6^^'.  In  der  That  können 
wir  dies  leicht  in  folgender  Weise  erkennen :  Legen  wir 
nämlich  von  dem  einen  immer  reellen  Punkte  a  aus  den  Kegel 
a'^'  durch  die  ftaumkurve  C-^*,  so  haben  wir  in  dem  früher 
betrachteten  Falle  drei  reelle  Kegelstrahlen  t^,  \olV,  lac],  deren 
Berührungs ebenen  die  gegenüberliegenden  Seitenflächen  des 
Dreikants  t^,  !nB|,  jacj  in  drei  Strahlen  schneiden,  welche  eine 
Ebene  fj  bestimmen;  diese  Ebene  e,  schneidet  den  Kegel 
aS^>  in  einem  imaginären  Linienpaar,  und  die  auf  dem  Kegel 
flCä)  verlaufende  Uaumkurve  C"'  aufser  in  ci  in  einem  imagi- 
nären Punktepaar,  welches  vertreten  wird  durch  eine  ellip- 
tische Punktinvolution  auf  einer  Geraden  g.  Diese  Punkt- 
iuvolution  auf  der  in  der  Ebene  e,  liegenden  Geraden  g  wird 
ausgeschnitten  durch  die  Strahleninvolution,  welche  der  Ebene 
e,  in  Bezug  auf  den  Kegel  a'^'  zugehört.  Dies  war  unsere 
obige  Konstruktion.  Wenn  wir  dagegen  im  zweiten  Falle 
den  Punkt  a  und  den  Kege!  a'^'  beibehalten,  aber  von  dem 
einbeschriebenen  Dreikant  nur  den  Strahl  ta  und  die  Ebene 
[atc]  =  £  reell  annehmen,  das  Strahlenpaar  |nl}|,  [ac|  dagegen 
in  der  Ebene  8  als  konjugiert- imaginär  vertreten  lassen  durch 
eine  elliptische  Strahleninvolution,  die  durch  die  gegebene 
Raumkui've  O-^*  mit  gegeben  ist;  dann  führt  die  in  der  obigen 
Anmerkung  mitgeteilte  Konstruktion  zu  der  Ebene  £,  in 
etwas  anderer  Weise  und  zeigt,  dafs  in  diesem  Falle  die 
Ebene  fj  notwendig  in  einem  reellen  Liuienpaar   den  Kegel 
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a'^'  schneiden  mufs,  folglich  auch  die  in  der  Ebene  f,  ent- 
haltene Gerade  g  der  Raumkurve  in  einem  reellen  Punkte- 
paar begegnen  mufs.  In  gleicher  Weise  gelangen  wir  zu 
dem  dual-gegenüberstehenden  Resultat,  wenn  wir  von  einem 
Punkte  t  ausgehen,  durch  welchen  nur  eine  reelle  und  zwei 
konjugiert-imaginare  Schmiegungs ebenen  der  Raumkurve  C' 
gehen;  dann  haben  wir  in  der  einen  reellen  Schmiegungs- 
ebene  t^  einen  Kegelschnitt  W-^'>  und  demselben  umschrieben 
ein  nur  teilweise  reelles  Dreiseit,  von  dem  eine  Seite  die 
Tangente  t^  der  Raumkurve  ist  und  die  beiden  andern  die 
Schnittlinien  des  imaginären  Ebenenpaara  t^  und  tc  mit  der 
reellen  Ebene  t^.  Ermitteln  wir  in  diesem  Dreiseit  den- 
jenigen reellen  Punkt  ^j,,  in  welchem  sich  die  drei  (nur  teil- 
weise reellen)  Verbindungslinien  der  Ecken  mit  den  Be- 
rührungspunkten der  Gegenseiten  schneiden  (analog  der  oben 
angegebenen  Konstruktion),  so  müssen  durch  ^j,  zwei  reelle 
Tangenten  des  Kegelschnitts  9[<^'  gehen,  und  durch  diese 
beiden  reellen  Tangenten  gehen  zwei  bestimmte  Schmiegungs- 
ebenen  der  Eaumkurve,  die  sich  in  der  Geraden  ^,  schneiden; 
in  der  Ebene  [e^,]  ^  e  ist  g^  die  einzige  Gerade,  in  welcher 
zwei  Schmiegungsebenen  der  Raumkurve  sich  schneiden,  die 
notwendig  reell  sind. 

Wir  können  also  den 
zufügen : 
Wenn  durch  einen  Punkt: 

!  E 
C-^)  nur  in  einem  reellen 
uudzwei  konjugiert-ima- 
giuären  Punkten  begeg- 
net, so  enthält  sie  eine 
bestimmte    Gerade   ^,   als 


.  die   folgenden  hin- 


eine    beliebige 
der   Raumkurve 


und  zwei  konjugiert-ima- 
ginare Schmiegungsebe- 
nen einer  Raumkurve  C^' 
gehen,  so  ist  die  durch 
den   Punkt  e  gehend 

kante   g    der   Raurakurve  iS  ch  n  i  1 1 1  i  u  ie 
allemal  eine  eigentliche,  Schmiegungsebenen    der 
d.    h.     sie    begegnet     der  iRaumkurve ,  die  notwen- 
Raumkurve    in    zwei    re-^dig  reell  sind, 
eilen  Punkten.  | 

Da  endlich  eine  Sekante  g  der  Raumkurve  immer  ent- 
weder eine  eigentliche  oder  eine  uneigentliche  sein  mufs,  d.  h. 
in  zwei  reellen  oder  in  zwei  konjugiert-imaginären  Punkten  der 
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Raumkurye  begegnet  und  ebenso  eine  Sclmittlinie  3,  aweier 
Schmiegungaeljeiien  der  Ranmkuive  entweder  eine  eigentliche 
oder  eine  uneigentliche  sein  muCs,  d.  h.  die  beiden  Sehmiegnngs- 
ebenen  durch  dieselbe  entweder  reell  oder  konjugiert- imaginär 
sind,  so  können  wir  die  vorhin  unterschiedenen  beiden  Fälle 
auch  in  folgenden  Satz  zusammenfassen : 

Wenn  eine  Sekante  g  einer  Raumkurve  C'^*  und 
eine  Schnittlinie  g^  zweier  Schmiegungsebenen 
sich  begegnen,  d.  h.  in  einem  Punkte  treffen  (oder 
in  einer  Ebene  liegen),  somul's  von  diesen  die  eine 
eine  eigentliche,  die  andere  eine  uneigentliche 
sein,  d.  h.  enthält  g  zwei  reelle  Punkte  der  C*^',  so 
gehen  durch  g^  zwei  konjngiert-imaginäre  Schmie- 
gungsebenen, enthält  g  keinen  reellen  Punkt  der 
C<ä)j  so  gehen  durch  g^  zwei  reelle  Schmiegungs- 
ebenen. 

Hieraus  folgt  nun  auch  das  Umgekehrte: 

Eine  Ebene,  welche  durch  eine  uneigentliche 
Schnittliniezweier{konjugiert-imagiaären)  Schmie- 
gungsebenen beliebig  gelegt  wird,  mufs  der  Raum- 
kurre  allemal  in  drei  reellen  Punkten  begegnen,  und: 

Von  jedem  Punkte  einer  uneigentlichen  Sekante 
der  Raumkurve  C^l  (deren  Treffpunite  konjugiert- 
imaginär  sind)"  lassen  sieh  allemal  drei  reelle 
Schmiegungsebenen  an  dieselbe  legen. 


§  36.     Das  WuUsystem. 

Die  DualitUfc,  welche  die  Raumkurve  C^'  als  Punkt-  und 
Ebenengebilde  aufgefalst  darbietet,  führt  zu  einem  eigen- 
tümlichen Polarsystem  im  Räume,  welches  sich  von  dem 
bereits  untersuchten  Polarsysteme  (S.  126)  zwar  wesentlich 
unterscheidet,  aber  die  charakteristischen  Eigenschaften  des- 
selben besitzt. 

Wenn  man  durch  irgend  drei  Punkte  a  Ij  c  einer  Raum- 
kurve  C'  eine  Ebene  b  legt,  und  die  drei  Schmiegungsebenen 
ta  "Ct  T,  in  diesen  drei  Punkten  sich  in  einem  Punkte  e  schneiden, 
so    soll  e  der  Pol  der  Ebene  e  und  s  die  Polarebene  des 
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Punktes  e  heirseii  in  Bezug  auf  die  Raumkurve  C'''>.    Aus  dem 
oben  (S.  269)  bewiesenen  Satae  folgt  also: 

Der  Pol  liegt  allemal  in  seiner  Polarebene. 

Man  kann  hiernach  einer  beliebigen  Ebene  b  im  Räume 
den  bestimmten  Punkt  e  und  einem  beliebigen  Punkte  e  die 
Ebene  t  zuordnen  und  dadurch,  eine  Abhängigkeit  der  sämt- 
lichen Punkte  und  Ebenen  im  Räume  von  einander  herstellen. 
Allein  die  Konstruktion  in  solcher  Weise  einander  zugeord- 
neter Elemente  des  Raumes  beschränkt  sieh  zunächst  nur  auf 
solche  Ebenen,  welche  der  Kaumkurve  in  je  drei  reellen 
Punkten  begegnen,  imd  auf  solche  Punkte,  durch  welche  drei 
reelle  Schmiegungs ebenen  der  Raumkurve  gehen.  Von  dieser 
Beschränkung  befreien  wir  uns  durch  folgende  Betrachtung: 

Seien 

a  6  c  i>  vier  Punkte  der  ßaumkurve  C"i, 
aßyS  ihre  Schmiegungsebenen, 
dann  erhalten  wir  zwei  Tetraeder,  die  in  eigentümlicher  Weise 
zu  einander  liegen;   bezeichnen  wir  die  Ecken  des  letzteren: 

tfrä)  =  «,   fr««)-!',    («««-c,   («M-b,, 

SO  mufs,  weil  (l^  der  Pol  von  [&cb]  ist,  derselbe  in  dieser 
Ebene  liegen ,  und  gleichzeitig  geht  die  Ebene  a  durch  ihren 
Pol,  den  Punkt  a,  d.  h.  die  Ecken  des  ersten  Tetraeders  liegen 
in  den  Seitenflächen  des  zweiten,  und  die  Seitenflächen  des 
ersten  Tetraeders  gehen  durch  die  Ecken  des  zweiten,  also; 
Vier  Punkte  einer  Raumkurve  C<^'  bilden  ein 
Tetraeder,  die  vier  Schmiegungsebenen  in  den- 
selben ein  zweites  Tetraeder;  jedes  von  beiden  ist 
dem  andern  gleichzeitig  ein-  und  umbeschrieben.*) 

*)  Möbius,  Crelle's  Journal.  Bd.  III,  S.  273.  Um  sich  eine  Vor- 
stellung zu  machen  von  einer  solchen  eigeatfimlichsu.  Figur,  die  aus 
zwei  Tetraedern  besteht,  deren  jedes  dem  andern  gleichzeitig  ein- 
und  umbeschrieben  ist,  nehme  maji  zuevst  in  der  Ebene  ein  Dreieck 
nb  c  und  eine  Gerade  s  an,  welche  von  den  Dreieckseeiten  |bcl,  |cal, 
Ia6|  in  den  Punkten  x,  S,  t  getroffen  wird;  femer  nokme  man  einen 
beliebigen  vierten  Punkt  b  und  ziehe  jbt!>  [bSI,  |b[|;  nimmt  man  in 
diesen  drei  Strahlen  drei  beliebige  Punkte;  in  |br|  den  Punkt  Oj,  iu 
|b£|  den  Punkt  B,,  in  [btl  den  Punkt  cj,  so  schneiden  die  drei  Sei- 
ten: IbjCil,  |ciiii|,  Iflibil  des  Dreiecks  OiSiCi  die  Gerade  s  in  den 
Punkten  i,  gj  tj  und  wegen  des  voUatäudigen  Vierecks  b  «i  6i  c,  sind  die 
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Halten    wir   drei  Punkte  a  6  c   mit  ilireii  Schmieguugs- 
ebenen  aß'y  fust  und  drehen  um  eine  der  Seiten  des  Dreiecks 
a  b  c,  z.  B.  [bc|  eine  variable  Ebene  s,  so  ergiebt  sich  hieraus 
die  Konstruktion  des  dritten  Schnittpunktes  der  Ebene  e  mit 
der  Raumkurve,  sehr  einfach;  da  nämlich  je  vier  Punkte: 
aicbi,        b  cboi,        ^ba^i,        b  nbq, 
a,  b,  c,  b,     bi  Ci  bi  a,     Ci  bj  tii  b,      b,  a,  b,  c 
immer  in  einer  Ebene  liegen,  und 
(lreiPtinktepaiirecCi,SSi,tl|  einer  invülutioii  angchörig  (Fig.  11);  daraus 


folgt  aber  nn  gekehrt  dif  jetzt  aui-h  die  drei  VorhinJn; 
|at||,  |6äil,  [etil  Bioh  in  emem  P inkte  b  schneidon  mussen  und  die  bei 
den  Vierecke  abcbi  und  0,6  t,  b  hegeu  derartig  dafs  ihie  Seiten 
paare  auf  der  Geradeu  »  dieselbe  layolution  ausschneiden  Den]  en 
wir  uns  nun  die  einfai,he  Ebene  doppelt  in  der  einen  Ebene  die 
Punkte  a  fe  c  b]  m  der  andern  die  Pmkte  a,  6  ij  b  und  hennen  de 
beiden  Ebenen  dadurch  dafs  w»  eine  yon  bneu  im  d  e  geuieinsaine 
Schnittlinie  s  wekte  teat  bleilen  soll  \  ehe!  ig  dreh  n  dmn  erhal 
ten  wir  dadurch  zwe    letraeder  im.  Raime 

a6cb  und  0  bjCibi 
welche  die  verlangte  Lage  zu  e  nander  haben  denn  -neil  ti|  \b\i\  ich 
in  r  schneiden  md  t  in  3  hegt  so  mi  säen  fiiboj  m  einer  bbene  liHgen 
d,  h.  Ol  in  der  Ebene  [Leb]  ebenso  bi  in  der  Ebene  [cbi]  c  m  der 
Ebene  [a6b],  andererseits  a  in  der  Ebene  [[iC,bi],  b  m  der  EbeuL 
[cibiOiI  und  c  in  der  Ebene  [biaib,),  endlich  aber  der  Konstruktion  zu- 
folge b,  in  der  Ebene  [abc]  und  b  in  der  Ebene  [ai&icj;  folglich  sind 
alle  8  Bedingungen  erfüllt,  und  die  beiden  TetraBdet  haben  die  ver- 
langte räumliche  Lage. 
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(ßyS)^a,>  (yda)  =  b„  (tf«^)  =  c„  (r^ßy)  =  b,  ist, 
so  wird  der  Punkt  a^  als  Schnittpunkt  von  a  mit  \ßy\  hervor- 
gehen, der  Punkt  b,  =^  (s^ßy)  bekannt  sein,  der  Punkt  6,  als 
Schnittpunkt  der  Ebene  [Ci]b,  c]  mit  \ya\  und  der  Punkt  q  als 
Schnittpunkt  der  Ebene  [fl]bi6]  mit  .aß\  hervorgehen;  die  drei 
dadurch  konstruierten  Ebenen  [Üca,]  [caÜj]  [aßCj]  sehneiden 
sich  aber  in  dem  gesuchten  Punkte  b. 

Aus   dem  obigen   Schema  ergiebt  sieh   sofort  die  Iden- 
tität der 
Schnittlinie  \Kß\  mit  der  Verbindungslinie  |C|bi|,  der 

,rS\    „     „  „  Kitil  11.  s.  f. 

Da  nun  das  Schema  zeigt,  dafs  eine  Gerade,  welche  die 
Punkte  a  und  b,  verbindet,  sovfohl  die  Geraden  |C|  b,  |  =  [ß^[ 
und  |cb|,  als  auch  die  Geraden  |a6|  und  |ait,]  =  \yS\  treffen 
mufs,  und  dasselbe  auch  gilt  für  einen  Verbindungsatrahl  [ta,  |, 
sowie  für  |cb|l  und  |bc,|,  so  werden  die  vier  Geraden; 

latl    Wß\    Icbl    |7«l 
gleichzeitig   von  vier  andern  Geraden  getroffen,   woraus  wir 
schliefsen,  dafs  sie  hyperboloidische  Lage  haben  (S.  95)  oder 
einer  ßegelachar  angehören;  ebenso  haben 

|oi|    l«rl    :iib|    |/!ä| 

hyperboloidische  Lage  und  endlich  auch 
16c|     l^j-i     |ab|    |<.ä|. 

Wir  haben  also  den  Satz: 

Sind  zwei  Tetraeder  einander  gleichzeitig  ein- 
und  umbeschrieben,  so  hat  jede  Kante  des  einen 
eine  zugehörige  Kante  des  andern,  indem  der  Kante 
des  einen  Tetraeders,  welche  zwei  Ecken  ver- 
bindet, die  Kante  des  andern  Tetraeders  zugehört, 
in  welcher  sieh  die  durch  diese  Ecken  gehenden 
Seitenflächen  des  letzteren  schneiden;  alsdann  hat 
immer  ein  Paar  Gegenkanten  des  einen  Tetraeders 
und  das  Paar  zugehöriger  Kanten  des  andern 
Tetraeders  hyperboloidische  Lage. 

Nehmen  wir  jetat  in  der  Schnittlinie  \(tß\  einen  beliebigen 
Punkt  )f  an,  oder  anders  aufgefafst,  denken  wir  uns  durch 
einen  beliebigen  Punkt  ^  zwei  Schmiegungsebenen  a  ß  au  die 
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Raumkurve  gelogt,  deren  Berilhmngsp unkte  ii  6  seien,  dann 
wird  die  Polarebene  Tt  des  Puuktea  ^3  sowohl  durch  p,  als  auch 
durch  a  und  b  gehen,  also 

legen  wir  sodann  durch  ^)  eine  beliebige  Ebene  jEj,  welche  der 
Raumkurve  in  zwei  Punkten  c  b  begegnet,  deren  Schmiegungs- 
obenen  yS  seien,  dann  wird  der  Pol  i),  der  Ebene  si,  so- 
wohl in  Ji|  als  auch  in  y  und  ö  liegen  müssen,  also 

Wir  haben  aber  angenommen,  dafa  die  Ebene  jT;  durisb  )(, 
geht,  also  die  vier  Ebenen  tc  x^  a  ß  durch  denselben  Punkt  p 
gehen;  daraus  folgt,  dai's  die  Schnittlinie  l^rre,  j  der  Schnitt- 
linie jß^l  begegnen  mufe;  andererseits  ist  evident,  dafs  die 
Schnittlinie  |jtjr,|  sowohl  mit  |ali|  in  der  Ebene  jr,  als  auch 
mit  [cbj  in  der  Ebene  nr;  liegt;  da  also  |njr,  |  den  drei  Gera- 
den \aß\  |ab|  |cb|  begegnet,  so  mufs  sie  nach  dem  vorigen  Satze 
auch  der  vierten  Geraden  \yä\  begegnen,  d.  h.  die  vier 
Ebenen  tt  jT;  y  ö  müssen  sieh  in  einem  Punkte  schneiden,  also 
mufs  !pj  =  (äj^ö)  in  der  Ebene  it  liegen.  Wir  haben  also 
bewiesen,  dafs  wenn  ji,  durch  den  Punkt  ^)  geht,  ^p,  in  der 
Ebene  a  liegen  mufs,  d.  h,: 

Wenn  ein  Punkt  p  in  einer  Ebene  ir.  Hegt,  so 
niul's  seine  Polarebene  jrdurcli  den  Po!  ^>|  der  Ebene 
JT,  gehen. 

Oder,  was  dasselbe  ist: 

Geht  eineEbenejt]  durch  einenPunkt^.»,  soliegt 
ihr  Pol  pi  in  der  Polarebene  n  des  Punktes  p. 

Hieraus  folgen  die  beiden  Sätze; 


AUePunkteeinerEbene 
haben  zu  ihren  Polar- 
ebenen solche,  die  sämt- 
lich durch  einen  festen 
Punkt  der  Ebene,  ihren 
Pol,  gehen. 


AI  leEbenendur  eil  einen 
Punkt  haben  ihre  Pole  in 
einerEbene,  welche  selbst 
durch  den  gegebenen 
Punkt  geht  und  seine 
Polarebene  ist. 


Wenn  wir  nun  zwei  beliebige  Ebenen  te  und  re'  nehmen, 
deren  Pole  p  und  p'  seien,  so  werden  sämtliche  Punkte,  die 
in  beiden  Ebenen  gleichzeitig  liegen,  d.  h.  die  Punkte  der 
Schnitüinie  \nit'\,  zu  Polarebenen  solche  haben,  die  gleich- 
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zeitig  durch  ^3  und  ^3',  also  durch  die  Verhiiiiliingsiinie  ]pl)'| 
gehen,  und  umgekehrt,  da  zwei  Ebenen  durch  l^jp'l  ihre  Pole 
auf  der  Sehnittlinie  \an'\  haben,  so  werden  sämtliche  Punkte 
der  Verbindungslinie  j^j^j'l  zu  Polarebenen  solche  haben,  die 
durch  Iroji'l  gehen.     Also: 


Die  Pole  sämtlicher 
Ebenen,  welche  durch 
eine  Gerade  gehen,  liegen 
auf  einer  bestimmten  zu- 
gehörigen Geraden, 


Die  Polarebenen  sämt- 
licher Punkte,  welche  in 
einer  Geraden  liegen, 
schneiden  sich  in  einet 
bestimmten  zugehörigen 
Geraden. 

Solch  ein  Geradenpaar  soll  ein  Paar  konj  ugierter  Ge- 
raden (Strahlen)  heifsen  und  ist  nach  der  eben  bewiesenen 
Eigenschaft  vertauschbar.  Zugleich  folgt,  dafs,  wenn  der  Punkt 
f  eine  Gerade  s  durchläuft,  seine  Polarebene  jt  um  eine  feste 
Gerade  S[  sich  dreht  und  ein  Ebenenbiischel  beschreibt,  welches 
mit  der  von  ^j  beschriebenen  Punktreihe  perspektivisch  liegt, 
folglich  projektivisch  ist- 

Un  1  weiter 

Nehmen  wii  einen  beliebig, en  lunlt  i  unl  legen  duith 
denselben  Line  beliebige  Ebene  ß  ao  viiil  du,  Polaielene  k 
des  tunktea  i  duich  i  selbst  gehen  dei  Pol  b  dei  Ebene  ß 
unl  abei  m  ß  hegen  und  weil  ß  duieh  i  geht  so  muis 
1  in  «  he^en  (s  o )  Dei  Pynkt  1  hegt  il  o  in  beiden 
Ebenen   «  ß  gleicl  zeitig  und  ebens«.    \    aKo  ist 

Nehmen  wir  aber  irgend  eine  Gerade  t  in  der  Ebene  ß, 
die  nicht  durch  a  geht,  so  wird  ihre  konjugierte  Gerade  f, 
durch  fi  gehen,  aber  nicht  in  «  liegen.  Bewegen  wir  auf  t 
einen  veränderlichen  Punkt  y,  so  ist  die  Polarebene  des- 
selben i  ^  pi  x]  i  die  von  j  beschriebene  Punktreilie  liegt  mit 
dem  von  |  beschriebenen  Ebenenbiischel  perspektivisch.  Der 
Strahl  |n;!|  ^  s  hat  zu  seinem  konjugierten  Strahl  die  Schnitt- 
linie |k||  =  Si.  Bei  der  Bewegung  von  j:  beschreibt  also  s 
ein  ebenes  Strahlenbüschel  um  a  in  der  Ebene  ß  und  der  kon- 
jugierte Strahl  s,  ein  ebenes  Strahlenbus chel  um  den  Punkt  b 
in  der  Ebene  «  und  beide  Strahlenbüschel  müssen  projektivisch 
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ischen  Gebilde,   welche  ^ 
legen,  also  folgt: 
neu  Punkt  a  in  einer 


sein,   weil  die  mit  ihnen  perspektivis 
und  I  heschreiben,  perspektivisch  liO; 

Wenn  eine  Gerade  i 
Ebene  ß  ein  Stralilenbüschel  beschreibt,  so  wird  der 
konjugierte  Strahl  s,  in  der  Polarebene  a  von  a  um 
den  Pol  &  voa/5siehdrehenundeiu  mit  dem  ersten  pro- 
jöktivisches  Strahleubüschel  beschreiben.  In  der 
Schnittlinie  \ccß\  =  |a&|  haben  die  beiden  Strahleu- 
büschel zusammenfallende  entsprechende  Strahlen, 

Ü^unmehr  kann  man  zu  einem  beliebigen  Punkte  p  die 
Polarebene  it  konstruieren,  unabhängig  davon,  ob  durch  ^> 
drei  oder  nur  eine  reelle  Schmiegungsebene  an  die  Eaum- 
kurve  gelegt  werden  können;  man  verbinde  p  mit  irgend  zwei 
Punkten  a  und  1>  der  Haumkurve  durch  eine  Ebene;  die 
Schmiegungaebenen  der  Punkte  a  und  Ij  schneiden  sich  in 
einer  Geraden  \aß\;  dann  sind  [nbl  und  |«^|  konjugierte 
Gerade,  folglich  mufs  die  Ebene  [^jab]  ihren  Pol  auf  \aß\ 
haben ;  dieser  Pol  ist  also,  weil  er  in  seiner  Polarebene  liegen 
mufs,  der  Schnittpunkt  der  Ebene  [^jafi]  mit  der  Geraden  \«ß\. 
Wenn  man  in  gleicher  Weise  eine  zweite  und  dritte  Ebene 
durch  ^)  legt  und  die  drei  Pole  dieser  Ebenen  verbindet 
durch  eine  neue  Ebene,  so  ist  diese  die  Polarebene  von  p. 
Da  sie  auch  durch  ^3  selbst  gehen  muls,  so  braucht  man  nur 
zwei  der  vorigen  Ebenen  zu  ihrer  Bestimmiing. 

In  dieser  Weise  werden  die  Punkte,  Strahlen  und 
Ebenen  im  Räume  einander  zugeordnet,  so  dafs  zu  jedem 
Punkte  p  eine  bestimmte  durch  ihn  gehende  Ebene  ro  (seine 
Polarebene),  zu  jeder  Ebene  ein  bestimmter  in  ihr  liegender 
Punkt  (ihr  Pol)  und  zu  jeder  Geraden  s  eine  bestimmte  ihr 
konjugierte  Gerade  s,  gehört,  zu  welcher  selbst  wieder  s  die 
konjugierte  ist.  Das  ganze  dadurch  erhaltene  System  von 
Punkten,  Strahlen  und  Ebenen  im  Räume,  welches,  wie  wir 
gesehen  haben,  die  charakteristischen  Eigenschaften  eines 
Polarsystems  besitzt,  aber  in  eigentümlicher  Weise  modifiziert, 
soll  ein  Nullsystem  heifsen,*} 

Wenn  man  in  der  Polarebene  3t  eines  Punktes  p,  der  in  n 

*)  Möbius,  Lehrbuch  der  Statik.  Bd.  I,  S,  151  und  Crelle's  Jour- 
nal für  Mathematik.    Bd.  X,  S.  äl7. 
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liegen  mufs,  eine  beliebige  Gerade  s  durch  ^  zieht,  so  muls 
ihre  konjugierte  Gerade  s^  sowohl  in  jt  liegen,  weil  s  durch  ^3 
geht,  als  auch  durch  iß  gehen,  weil  s  in  nr  Hegt;  es  müssen 
also  s  und  Sj  beide  durch  ifi  gehen  und  in  n  liegen.  Nehmen 
wir  aber  irgend  einen  zweiten  Punkt  p'  der  Geraden  s,  so 
mufs  seine  Polarebene  sowohl  durch  p,  als  auch  durch  ^j'  gehen 
und  in  s,  die  Ebene  Tt  schneiden,  folglich  müssen  s  und  s, 
zusammenfallen,  also: 

Jede  in  einer  Ebene  durch  den  Pol  derselben 
gezogene  Gerade  ist  sich  selbst  konjugiert. 

Da  jede  andere  in  der  Ebene  it  angenommene  Gerade  s, 
welche  nicht  durch  :p  geht,  einen  durch  p  gehenden  Strahl  s, 
zur  konjugierten  Geraden  hat,  der  nicht  in  tc  liegt,  so  können 
sich  s  und  Sj  niemals  begegnen.     Wir  können  also  sagen: 

Zwei  konjugierte  Gerades  und  Sj  begegnen  sich 
im  allgemeinen  nicht;  wenn  sie  sich  treffen,  so 
fallen  sie  identisch  zusammen  (sind  selbstkonju- 
gierte Gerade). 

Die  allgemein  nachgewiesene  Projektivität  einer  von  dem 
Punkte  ^j  auf  der  Geraden  s  durchlaufenen  Punktreihe  mit 
dem  von  der  Polarebene  rc  um  die  Axe  Sj  beschriebenen 
Ebenenbüschel  kann  bei  dieser  besonderen  projektivischen 
Lage,  bei  welcher  der  Träger  der  Punktreihe  mit  der  Axe 
des  EbeuenbÜschels  koinzidiert,  nicht  aufhören  und  liifst  sieh 
in   der  That  leicht  direkt  nachweisen: 

Sei  t  eine  sich  selbst  konjugierte  Gerade,  werde  durch  t 
eine  beliebige  Ebene  ß  gelegt  und  in  ihr  irgend  ein  Punkt  a 
angenommen ;  drehen  wir  um  a  einen  Strahl  s  in  der  Ebene  ß 
und  ermitteln  den  zu  s  konjugierten  Strahl  s^.  Da  die  Ebene  ß 
durch  t  geht,  so  mufa  auch  ihr  Pol  i  auf  der  sich  selbst  kon- 
jugierten Geraden  (  liegen;  da  ß  durch  a  geht,  so  mul's  die 
Polarebene  a  durch  6  gehen  und  zugleich  durch  o,  also  durch 
■fib|  ^  |k(5|.  Es  ist  nun  oben  gezeigt  worden,  dafs,  während 
s  um  a  in  der  Ebene  ß  ein  Strahlenbüschel  beschreibt,  Sj  in 
der  Ebene  k  um  den  Punkt  &  ein  projectivisches  Strahlenbüschel 
beschreibt.  Der  Schnittpunkt  {st)  hat  aber  zu  seiner  Polar- 
ebene die  Ebene  [Sjfj;  folglich  mufs  auch  die  Punktreihe, 
welche  (st)  ^  t  beschreibt,  mit  dem  EbenenbiJsehel,  welches 
[Sji]  =  I  beschreibt,  projektivisch  sein,  d.  h. : 


y  Google 


300  §  ao.    Das  Nulkystem. 

Eine  sich  selbst  konjugierte  Gerade  ist  gleich- 
zeitig der  Träger  einer  Punktreihe  j;  uud  die  Axe 
eines  Ehenenbüschels  ^,  wo  |  die  Poiarebeno  des 
Punktes  j:  im  Nullsysfcem  bezeichnet.  Diese  beiden 
Gebilde  sind  allemal  projektivisch, 

Insbesondere  erscheinen  ein  Puukt  der  RaumkuiTe  nnd 
seine  Schmiegungsebeiie  als  ein  Paar  Pol  und  Polarebene, 
eine  Tangente  als  eine  sich  selbst  konjugierte  Gerade. 

Eine  Sekante  der  Rauraknrve  hat  zum  konjugierten  Strahl 
eine  Schnittlinie  zweier  Schmieg ungsebenen  derselben.  Die 
beiden  oben  (§  35)  hervorgehobenen  Systeme  von  Geraden  g 
und  (/j  im  Räume  treten  also  durch  das  Nullsystem  in  polare 
Abhängigkeit  und  paaren  sich  zu  besonderen  konjugierten 
Strahlen  desselben. 

Jede  Gerade,  welche  zwei  konjugierte  Strahlen 
schneidet,  ist  eine  sich  selbst  konjugierte  Gerade; 
denn  trifft  sie  die  konjugierten  Strahlen  s  und  s,  in  ^  und  ^^, 
so  ist  die  Polarebene  von  p  die  Ebene  «  ^  [t>  s,],  und  die  Polar- 
ebene von  ^1  ist  i|  ^  [piS];  beide  Polarebenen  schneiden  sich 
in  der  Geraden  |lpi)i[;  also  ist  konjugierte  Gerade  zur  Ver- 
bindungslinie 1^313,1  die  Schnittlinie  |s6,  |  =  Ipp,  |,  d.  h.  |l)p|| 
eine  sich  selbst  konjugierte  Gerade. 

Wenn  man  diu-ch  eine  sich  selbst  konjugierte  Gerade  g 
eine  beliebige  Ebene  a  legt,  so  mul's  der  Pol  p  derselben  in  g 
liegen;  hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  den  vorigen  Satz: 

Werden  irgend  zwei  konjugierte  Gerade  ssj 
von  einer  beliebigen  Ebene  ir  in  ä  und  ä,  getroffen, 
so  liegt  der  Pol  (3  der  Ebene  Ä  mit  den  beiden  Treff- 
punkten §  und  §1  in  einer  geraden  Linie. 

Und  umgekehrt: 

Sind  zwei  konjugierte  Gerade  s  s,  eines  Null- 
systems gegeben,  und  zieht  man  durch  einen  be- 
liebigen Punkt  1)  im  Räume  diejenige  Gerade, 
welche  s  und  Sj  trifft,  so  mufs  durch  diese  Gerade 
die  Polarebene  %  des  Punktes  ^j  gehen. 

Hieraus  folgt  weiter: 

Nehmen  wir  zwei  beliebige  Paare  konjugierter  Strahlen 
des  Nullsystems  s  und  s,,  t  und  t^,  ziehen  durch  irgend  einen 
Punkt  ^3  der  Geraden  s  die   einzige  Gerade,  welche  t  und  t^ 
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gleichzeitig  trifft,  so  murs  dieselbe  eine  sich  selbst  konjugierte 
Gerade  sein;  also  die  Polarebene  von  ^j  wird  durch  diese 
Gerade  und  zugleich  durch  Sj  gehen  müssen,  mithin  trifft  die 
erste  durch  ^j  gezogene  Gerade  auch  s,;  also  jede  Gerade, 
welche  drei  von  den  beiden  Paaren  von  konjugierten  Strahlen 
sSj  und  ((,  trifft,  mufa  auch  dem  vierten  begegnen,  d.  h, 
sie  haben  hyperboloidische  Lage: 

Irgend  zvFei  Paare  konjugierter  Strahlen  s  und 
S|,  t  und  tf  haben  allemal  hyperboloidische  Lage 
oder  gehören  einer  Regelschar  an,  deren  zugehörige 
zweite  Regeischar  aus  lauter  sieh  selbst  konjugier- 
ten Strahlen  besteht. 

Denkt  man  sich  das  ganze  Hyperboloid  §'^'  hergestellt, 
dessen  einer  Regelschar  die  beiden  Strahlenpaare  ss,  tt,  an- 
gehören, so  schneidet  eine  beliebige  Ebene  7t  das  Hyper- 
boloid in  einem  Kegelschnitt  S'^' ,  auf  welchem  die  Schnitt- 
punkte SSjtii  der  Ebene  ir  mit  den  vier  Strahlen  ss,  ii, 
liegen.  Die  Verbindungslinien  |§§,|  und  |tt,|  müssen  sich  in 
dem  Pole  p  der  Ebene  n  schneiden.  Jede  durch  p.  gezogene 
Gerade  wird  nun  dem  Kegelschnitt  ^'^l  in  einem  Punktepaar 
yji  begegnen,  durch  welches  zwei  Erzeugende  x  Xy  der 
ersten  Regeischar  gehen,  weicher  ssjif,  angehören.  Dann 
müssen  offenbar  auch  xx^  konjugierte  Strahlen  im  Null; 
System  sein;  denn,  um  zu  x  den  konjugierten  Strahl  zu  er- 
halten, müssen  wir  durch  xss^  das  Hyperboloid  .^'^l  legen 
und  diejenige  Erzeugende  derselben  Regeischar  ermitteln, 
welche  der  Ebene  si  in  einem  solchen  Punkte  l)i  begegnet, 
der  mit  f);)  in  einer  Geraden  liegt;  dies  ist  aber  der  Strahl  x^. 
Wir  erhalten  also  unendlich  viele  Paare  konjugierter  Strahlen 
xx^,  welche  einer  Regeischar  angehören  und  sich  involu- 
torisch  paaren,  weil  die  Punktepaare  ffj  auf  dem  Kegel- 
schnitt 0^>  sich  involutorisch  paaren,  da  die  Gerade  |);j,-, | 
durch  den  festen  Punkt  1)  lauft.  Je  nachdem  ^  innerhalb 
oder  aufserhalb  des  Kegelschnitts  ^'W  liegt,  giebt  es  keine 
oder  zwei  Tangenten  desselben  durch  ^j.  In  der  involutorisch- 
gepaart.en  Regelschar  xx,  kommen  also  keine  oder  zwei 
sich  selbst  konjugierte  Strahlen  dea  Nullsystems  vor;  ersteres 
n  wir  den  elliptischen,  letzteres  den  hyperbolischen  Fall. 

Nehmen   wir  insbesondere  zwei  sich    selbst  konjugierte 
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Strahlen  t  und  t^  an,  clie  sich  im  Räume  nicht  treffen,  so 
wird  ein  beliebiger  Punkt  j:  auf  t  zur  Polarebene  eine  durch 
t  gehende  Ebene  |  haben,  und  es  beschreiben,  wie  wir  gesehen 
haben,  v  und  l  projektivische  Gebilde.  Die  Ebene  |  schneidet 
i,  in  einem  Punkte  j-j  j  dessen  Polarebene  durch  t^  gehen 
mufs,  weil  f,  eine  sich  selbst  konjugierte  Gerade  ist;  diese 
Polarebene  1,  mul's  aber  auch  durch  j;  gehen ,  weil  ^  durch 
T,  geht,  folglich  ist 

\iU-\n\ 

eine  sich  selbst  konjugierte  Gerade;  wegen  der  Projectivität 
von  j:  mit  |  beschreiben  nun  die  Ebenen  |  und  |,  um  die 
Äsen  t  und  f,  zwei  projektivische  Ebenenbüsche),  also  die 
Schnittlinie  |^S||  eine  Regel  schar.  Wir  erhalten  daher  folgen- 
den Satz: 

Hat  man  zwei  sich  selbst  konjugierte  Strahlen 
im  Nullsystom,  die  im  Räume  einander  nicht  be- 
gegnen, so  giebt  ea  unendlich  viele  andere  sich 
selbst  konjugierte  Strahlen,  welche  den  beiden 
ersten  gleichzeitig  begegnen;  diese  bilden  eine 
Regelschar  eines  Hyperboloids. 

Öie  zweite  Regelschar,  welche  dieses  Hyperboloid  enthält, 
und  welcher  die  beiden  zuerst  angenommeneu  sieh  selbst 
^konjugierten  Strahlen  angehören,  enthält  unendlich  viele 
Paare  von  Erzeugenden,  welche  harmonisch  getrennt  werden 
(S.  93)  durch  die  beiden  ersten  sieh  selbst  konjugierten 
Strahlen;  jedes  solche  Paar  ist  ein  Paar  konjugierter  Strah- 
len im  Nullsystem. 

Die  in  §  35  gewonnenen  Resultate  lassen  sich  hier  beim 
Nullsystem  so  aussprechen: 

Wenn  t  ein  beliebiger  Punkt  im  Räume  und  £ 
die  durch  ihn  gehende  Polarebene  desselben  im 
Nullsystem  ist,  so  geht  durch  e  eine  einzige  be- 
stimmte Sekante  g  der  Raumkurve,  und  in  s. liegt 
eine  einzige  bestimmte  Gerade  3,,  welche  Schnitt- 
linie zweier  Schmiegungsebenen  der  Raumkurve  ist, 
g  und  g^  sind  konjugierte  Strahlen  im  Nnllaysteni; 
und  zwarbeide  eigentlich  oder  beide  uneigentlich, 
d.h.  wenu  g  in  zwei  reellen  Punkten  der  Raumkurve 
begegnet  (eigentliche  Sekante  ist),    so  gehen   auch 
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ilurch  g^  zwei  reelle  Schmiegungsebeiien  der  Raum- 
kurre  und  umgekehrt.  Das  erstere  ist  der  Fall,  so- 
bald die  Ebene  e  nur  einen  reellen  und  zwei  konju- 
giert-! niaginäre  Punkte  der  Raumkurve  enthält,  das 
letztere  (uneigeiitliche  g  und  (/,),  sobald  b  in  drei 
reellen  Punkten  der  Raumkurve  begegnet,  oder, 
was  dasselbe  ist,  durch  e  drei  reelle  Schmiegungs- 
ebenen  der  C^'  gehen.  Ferner  sind  g^  und  e  harmo- 
nische Polare  und  harmonischer  Pol  iu  Bezug  auf 
dasjenige  (ganz  oder  nur  teilvreia  reelle)  Dreieck, 
in  welchem  die  Ebene  e  der  Raumkurve  begegnet; 
und  analog  sind  b  und  g  harmonische  Polarebene 
und  harmonischer  Polarstrahl  in  Bezug  auf  das- 
jenige Dreiflach,  welches  von  den  drei  (reellen, 
oder  paarweise  nicht  reellen)  Schmieguugsebenen 
gebildet  wird,  die  sich  von  e  aus  an  die  Raumkurvc 
legen  lassen.  — 

Man  kann  ein  Nullsystem  auf  sehr  viele  verschiedene 
Arten  konstruieren,  wenn  man  gewisse  zu  seiner  Bestniimung 
notwendige  und  hinreichende  Bestimmungsstücke  annimmt. 
Wir  wollen  einige  dieser  Konstruktionen  hier  hervorheben: 
1)  Wenn  drei  Punkte  a  6  c  und  drei  durch  dieselben 
gehenden  Ebenen  aßy  gegeben  sind,  die  so  liegen,  dafs 
ihr  Schnittpunkt  {aßy)  selbst  in  der  Ebene  [abc]  hegt  (wäh- 
rend ihre  drei  Schnittlinien  nicht  in  dieser  Ebene  liegen),  so 
ist  dadurch  ein  Nullsjstem  bestimmt ,  in  welchem  n  und  k,  6 
und  (S,  c  und  Y  Pol  und  Polarebene  sind.  Die  drei  Strahlenpaare : 

|ali|  =  r        und         :«^|=r, 

|ac|=s  „  |«rl=s, 

j6c|  =i  „  \M  =  i^ 

sind  drei  Paare  konjugierter  Strahlen  des  Nulisystems,  und 
um  zu  einer  beliebigen  Ebene  re  den  Pol  p  zu  finden,  suche 
man  die  Durchbohrungspunkte  Tti.Söi  der  Strahlen  r)-,,ss, 
mit  der  Ebene  nr  auf  und  den  Schnittpunkt: 

l)-(!rr,[,  [ää.D, 
dann  ist  ^   der  Pol  der  Ebene  n\   in   analoger  Weise   findet 
man    zu  jedem  Punkte  ^j   die  Polarebene   re  im  Nullsystem, 
indem  man  durch  ^j  die  Gerade  zieht,  welche  r  und  r,  trifft, 
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sodanu  die  Gerade,  weiche  s  uod  Sj  trifft,  und  durch  beide 
Gerade  eine  Ebene  legt.  Da  durch  den  zuerst  konstruierten 
Punkt  ^)  auch  die  Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  tt,  von 
t  und  t,  mit  x  gehen  mufs,  so  erhält  man  einen  Satz,  der 
hier  nicht  weiter  hervorgehoben  werden  soll. 

2)  Wenn  zwei  Paare  Strahlen  s  und  Sj ,  t  und  t,  gegeben 
sind,  die  der  Bedingung  genügen,  hyperboloidisehe  Lage  zn 
haben,  d.  h.  einer  Eegelschar  anzugehören,  so  ist  dadurch 
ein  Nullsystem  bestimmt,  in  welchem  sunds,,  i  und  (^  kon- 
jugierte Strahlen  sind.  Um  zu  einem  beliebigen  Punkte  p 
die  Polarebene  jt  zu  finden,  braucht  man  nur  wie  vorhin 
durch  1)  die  Gerade  zu  ziehen,  welche  a  und  s,  begegnet,  und 
die  Gerade,  welche  t  und  t,  begegnet,  und  beide  Gerade  durch 
eine  Ebene  ir  zu  verbinden. 

3)  Wenn  ein  Paar  Strahlen  SS[,  die  sich  im  Räume 
nicht  treffen,  und  auf  einer  Geraden  ff,  welche  beiden  begeg- 
net, sowohl  ein  Punkt  a,  als  durch  dieselbe  eine  beliebige 
Ebene  k  gegeben  ist,  so  ist  dadurch  ein  Nullsystem  bestimmt, 
in  welchem  a  und  a  Pol  und  Polarebene,  s  und  s,  ein  Paar 
konjugierter  Strahlen  ist  (g  eine  sieh  selbst  konjugierte 
Gerade). 

Um  zu  einem  beliebigen  Punkte  ^3  die  Polarebene  tc  zu 
konstruieren,  ziehe  man  zuerst  durch  a  eine  beliebige  Gerade 
t,  welche  s  und  s,  nicht  begegnet,  lege  durch  sSit  ein  Hyper- 
boloid §<^>,  dessen  anderer  Regelschar  die  Gerade  g  angehören 
wird ;  die  durch  g  gehende  Ebene  k  wird  das  Hyperboloid  in 
einem  zweiten  Stralile  t^  schneiden,  welcher  zu  der  Begel- 
schar  gehört,  die  durch  ss^t  bestimmt  wird.  Die  Paare 
konjugierter  Strahlen  'ss,  und  tt,  bestimmen  dann  nach 
2)  das  Nullsystem,  und  zu  jedem  Punkte  \i  kann,  wie  oben 
gezeigt  ist,  die  Polarebene  konstruiert  werden. 

4)  Wenn  drei  Gerade  g  g'  g",  die  einander  im  Baume 
nicht  treffen,  ein  beliebiger  Punkt  "^  und  eine  durch  ihn 
gehende  Ebene  re  gegeben  sind,  so  ist  dadurch  ein  Nullsystem 
bestimmt,  von  welchem  ^  und  re  Pol  und  Polarebene  und 
g  g'  g"  drei  sich  selbst  konjugierte  Gerade  sind. 

Zur  Konstruktion  des  Polarsystems  lege  man  durch  die 
drei  Geraden  g  g  g"  ein  Hyperboloid  §'*'  und  bestimme  die 
zweite  Begelschai'  desselben,  welcher  g g' g"  nicht  augehören; 
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diese  muls  nach  dem  Obigen  unendlich  vieb  Paare  konjugier- 
ter Strahlen  enthalten,  von  denen  wir  drei  sofort  konstruieren 
können:  Die  Ebene  ■st  sehneidet  gg'g"  in  drei  Punkten, 
durch  welche  drei  Erzeugende  s  s'  s"  der  andern  Regelschar 
des  Hyperboloids  §'^'  gehen,  und  die  drei  Ebenen,  welche 
wir  durch  ^  und  die  drei  Geraden  g  g'  g"  legen  können, 
schneiden  das  Hyperboloid  ip'^'  in  drei  Erzeugenden  Sj  sl  sj' 
der  zweiten  Regelschai'.  Dann  sind  s  und  Sj,  s'  und  sl,  s" 
und  s'i  drei  Paare  konjugierter  Strahlen  des  Nullsystems,  für 
welches  gg'g"  sich  selbst  konjugierte  Strahlen,  )i  und  a  Pol 
und  Polarebene  sind.  Denn  sie  gehören  einer  Eegelscbar  des 
Hyperboloids  ao,  dessen  andere  Regetschar  aus  lauter  sich 
selbst  konjugierten  Strahlen  besteht.  Die  Ebene  tt  schneidet 
aber  das  Hyperboloid  .^f^'  in  einem  Kegelschnitt  jl'^',  auf  dem 
die  Diirehbohrungspunkte  des  Strahlenpaars  ss,,  hegen,  und 
die  Verbindungslinie  dieser  Schnittpunkte  mufs  der  Kon- 
struktion zufolge  durch  1;)  gehen;  da  dasselbe  für  s's'i  gilt,  so 
ist  !p  der  Pol  von  ir.  Durch  zwei  der  gefundenen  Strahlen- 
paare SS,  und  s's'x  ist  nun  das  Nullsystem  nach  2)  schon 
vollständig  bestimmt  und  zu  jedem  Punkte  j:  die  Polarebene 
I  zu  konstruieren. 

5)  Wenn  zwei  Gerade  g  g',  die  sich  im  Räume  nicht 
treffen,  auf  der  ersten  g  drei  Punkte  a  a'  a"  und  durch  g 
drei  Ebenen  a  a  u  gegeben  sind,  so  ist  dadurch  ein  Null- 
system bestimmt,  in  welchem  a  und  r,  a'  und  K',a"  und  w" 
Pole  und  Polarebeuen  und  g  g'  zwei  sich  selbst  konjugierte 
Strahlen  sind. 

Zur  Konstruktion  des  Polarsystems  verbinde  man  die  drei 
Schnittpunkte  der  Ebenen  «  «'  «"  und  der  Geraden  g'  bez. 
mit  den  drei  Punkten  a  a'  a"  auf  g  durch  die  drei  Strahlen 
a  a  «",  dann  werden  dieselben  drei  sich  selbst  konjugierte 
Strahlen  im  Nul] System  sein,  weil  jeder  in  einer  Ebene  durch 
deren  Pol  geht.  Die  drei  Strahlen  a  d  a"  bestimmen  aber 
eine  Regelschar  von  lauter  sieh  selbst  konjugierten  Strahlen, 
deren  zugehörige  zweite  R«gelschar  Paare  konjugierter  Strah- 
len im  Nullsysteme  enthalten  mufs;  zu  dieser  gehören  nun 
auch  die  beiden  sich  selbst  konjugierten  Strahlen  g  und  g, 
und  wir  haben  oben  gesehen,  dafs  alle  Paare  konjugierter 
Strahlen  jener  zweiten  Regelschar  involutorisch  gepaart  auf- 
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treten  und  im  hyperbolischen  Falle  harmonisch  gelrennt 
werden  durch  zwei  sich  selbst  konjugierte  Strahlen;  wir  neh- 
men also  aus  der  durch  ad a  bestimmten  Begelachar  eine 
beliebige  Erzeugende  s  und  konstruieren  diejenige  vierte  har- 
monische Erzeugende  s,,  welche  derselben  Regelsehar  angehört 
und  so  liegt,  dal's  eine  beliebige  Erzeugende  der  andern  Schar 
von  gg'ss,  in  vier  harmonischeu  Punkten  geschnitten  oder  ff  g 
durch  SS,  harmonisch  getrennt  werden;  dann  müssen  ss^  ein 
Paar  konjugierter  Strahlen  des  Nullaystems  sein.  Konstruiert 
man  in  gleicher  Weise  noch  ein  zweites  Paar  U^,  so 
bestimmen  diese  beiden  Paare  nach  2)  das  Nullsjstem  voll- 
ständig, 

§  37.  Einteilung  der  Eaumkurven  dritter  Ordnung. 
Wie  man  die  ebenen  Kegelschnitte  nach  ihrem  Verhalten 
zu  der  unendheh  -  entfernten  Geraden  in  drei  verschiedene 
Gattungen  einteilt,  so  kann  man  auch  bei  den  Baunikurven 
3.  0.  na«h  ihrem  Verhalten  zur  unendheh -entfernten  Ebene 
mehrere  Arten  unterscheiden.  Jede  Ebene  begegnet  der 
Raumkurve  im  allgemeinen  in  drei  Punkten,  die  entweder 
alle  drei  reell  sind  oder  von  denen  einer  reell  und  die  beiden 
andern  konjugiert -imaginär  sind  auf  einem  reellen  Träger 
einer  elliptischen  Punktinvolution;  insbesondere  können  von 
den  drei  reellen  Schnittpunkten  zwei  zus am menf allen,  die 
Ebene  kann  also  eine  Tangente  der  Raumkurve  enthalten, 
und  endlich  können  alle  drei  Schnittpunkte  zusammen- 
fallen, d.  h.  die  Ebene  kann  eine  Schmieguiigsebene  der 
Eaumkurve  sein.  Wenden  wir  dies  auf  die  Ebene  im 
Unendlichen  (c«,)  an  und  nennen  die  Tangente  in  einem  un- 
endlich-entfernten Punkte  der  Raumkurve  eine  Asymptote 
derselben,  die  Schmiegungsebene  in  einem  unendlich -ent- 
fernten Punkte  der  Baumkurve  eine  Asymptoten-Ebene 
derselben,  so  werden  vier  Fälle  eintreten  können; 

1)  die  unendlich  -  entfernte  Ebene  e^  enthält  nur  einen 
reellen  Punkt  der  Raumkurve  C^';  dann  heifst  die- 
selbe eine  kubische  Ellipse; 

2)  die  unendlich  -  entfernte  Ebene  «„,  enthält  drei  reelle, 
von  einander  verschiedene  unendlich- entfernte  Punkte; 
dann  heifst  die  Raumkurve  eine  kubische  Hyperbel, 


y  Google 


§  37.     Einteilung  der  liaumkurve  dritter  Ordnung.  307 

3)  Insbesondere  können  Yon  den  drei  reellen  Punkten  in 
£„  zwei  zusammenfaneu,  d.  h.  die  f„  entliält  einen 
reellen  Punkt  und  aufserdem  eine  Tangente  in  einem 
andern  reellen  Punkt  der  ßaumkurve;  dann  heifst  die- 
selbe eine  kubische  parabolische  Hyperbel. 

4)  Oder  endlieh  ist  s^  selbst  Schmiegungsebene  der 
Raumkurve,  enthält  also  nur  einen  reellen  Punkt  (d.  h. 
in  demselben  drei  zusammenfallende  Punkte)  der  Raum- 
kurve; dann  heifst  dieselbe  eine  kubische  Parabel. 

Um  Über  diesen  Charakter  der  ßaumkurve  C^'  Aufschlufs 
zu  erhalten,  braucht  man  nur  dieselbe  als  den  Schnitt  zweier 
Kegel  a'^'  und  t'^'  aufzufassen,  welche  jaÜ]  als  gemeinschaft- 
lichen Kegelstrahl  haben  (S,  231)  und  durch  irgend  einen 
festen  Punkt  O  des  Raumes  Parallele  zu  ziehen  sowohl  zu 
den  Strahlen  des  Kegels  a'^l,  als  auch  zu  denen  des  Kegels 
W;  dann  erhält  man  in  O  zwei  konzentrische  Kegel,  welche 
zunächst  die  zu  jalj|  parallel  gezogene  trerade  als  gemeiu- 
schaftliehen  Strahl  haben;  die  übrigen  gemeinschaftlichen 
Strahlen  geben  nach  den  unendlich-entfernten  Punkten  der 
Kaumkurve  C-^K  Je  nachdem  von  diesen  drei  Strahlen  ent- 
weder einer  oder  alle  drei  reell  sind,  oder  von  letzteren  zwei 
oder  alle  drei  zusammenfallen,  treten  die  obigen  vier  Fälle 
ein.  Hinsiöhtlich  der  kubischen  Parabel,  für  welche  die  un- 
endlich-entfernte Ebene  s^  Schmiegungsebene  ist,  können 
wir  noch  eine  besondere  Eigenschaft  hervorheben:  Da  näm- 
lich jede  der  Schmiegungsebenen  einer  Raumkurve  3.  0.  von 
der  Gesamtheit  derselben  längs  Geraden  geschnitten  wird, 
welche  einen  Kegelschnitt  umhüllen,  und  da  die  Punkte  dieses 
Kegelschnitts  ( Durchschnittspunkte  zweier  unendlich  -nahen 
Tangenten)  diejenigen  Punkte  sind,  in  welchen  die  Gesamt- 
heit der  Tangenten  der  Raumkurve  (Durchsehnittslinien  zweier 
unendlich  -  nahen  einander  folgenden  Schmiegungsebenen)  die 
festgehaltene  Schmiegungsebene  durchbohren,  so  ergiebt  sich 
folgende  Eigenschaft  der  kubischen  Parabel: 

Wenn  man  von  einem  beliebig  gewählten  festen 
Punkte  O  Parallele  zieht  zu  sämtlichen  Tangen- 
ten einer  kubischen  Parabel  und  Parallelebenen 
legt  zu  sämtlichen  Schmiegungsebenen  derselbe]!, 
so  bilden  jene  Strahlen  einen  Kegel  zweiten  Gra- 
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des  und  diese  Ebenen  sind  die  Berührungsebenen 
desselben  Kegels. 

Da  jeder  Punkt  einer  Raumkurve  O-^^  der  Mittelpunkt 
eines  bestimmten  durch  die  iEtaumkurve  gehenden  Kegels 
2.  0.  ist,  so  können  wir  sagen: 

Durch  eine  kubische  Hyperbel  gehen  drei  reelle 
Cylinder  zweiten  Grades,  die  alle  drei  hyperbo- 
lisch sind;  durch  eine  kubische  Ellipse  geht  nur 
ein  reeller  Cylinder  zweiten  Grades,  welcher  el- 
liptisch ist.  Durch  eine  kubische  parabolische 
Hyperbel  gehen  zwei  reelle  Cylinder  zweiten  Gra- 
des, von  denen  der  eine  hyperbolisch,  der  andere 
parabolisch  ist,  und  durch  eine  kubische  Parabel 
geht  nur  ein  reeller  Cylinder  zweiten.  Grades, 
welcher  parabolisch  ist. 

Bezeichnen  wir  nämlich  durch  a^  b„  c„  die  drei  unend- 
lich-entfernten Punkte  der  C^',  so  sind  für  die  kubische 
Hyperbel  alle  drei  reell,  also  jeder  der  unendlich -entfernte 
Mittelpunkt  eines  Cylinders ,  welcher  zwei  unendlich  -  ent- 
fernte Erzeugende  hat  (die  nach  den  beiden  andern  unendlich- 
entfernten  Punkten  hingehen),  also  hyperbolisch  ist.  Bei  der 
kubischen  Ellipse  ist  nur  a^  reell,  also  der  Cylinder  von  a^, 
durch  die  C'^'  ein  elliptischer.  Bei  der  paiabolisthen  Hyperbel 
fallen  ■'ii^  und  c»,  zusammen  in  eine  Tangente  f„  der  C'^'; 
also  ist  der  Cylinder  für  a^,  ein  parabolischer  und  der  Cy- 
linder für  b„  (Cof)  ein  hyperbolischer,  weil  er  zwei  unendhch- 
entfernte  Erzeugende  (i^^,  und  |6„aa.|)  hat;  endhch  fallen  fui 
die  kubische  Parabel  alle  drei  Punkte  a»  lj„  c»  zusanimen, 
die  Tangente  t^  in  diesem  unendlich -entfernten  Punkte  der 
kubischen  Parabel  liegt  selbst  in  e^,  al&o  geht  duich  letzteie 
nur  ein  parabolischer  Cylinder. 

Wir  nannten  die  Tangente  in  einem  unendlich  -  entfernten 
Punkte  der  Eaumkurve  C-^^  eine  Asymptote;  einer  solchen 
Geraden  achliefst  sieh  also  allemal  ein  Zweig  der  Raumkurve 
derartig  an,  dafs  ihr  unendlich  -  entfernter  Punkt  und  nur 
dieser  auf  der  Kurve  liegt.  Der  asymptotische  Charakter 
hört  auf,  sobald  die  Gerade  ganz  im  üneodüchen  (auf  £^) 
liegt,  weil  man  dann  von  einem  unendlich  -  entfernten 
Punkte   der  Geraden  nicht  mehr   reden  kann.     Die  kubische 
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Parabel,  welche  die  uuendlich  ■  entfernte  Ebene  s^  zur 
Schmiegungaebene,  also  nur  einen  unendlich-entfernten  Punkt 
hat,  dessen  Tangente  ganz  in  e^  Hegt,  besitzt  daher  keine 
Asymptote.  Die  kubische  parabolische  Hyperbel  dagegen, 
welche  aul'ser  einer  unendlich -entfernten  Tangente  noch  einen 
reellen  unendlich-entfernten  Punkt  hat,  dessen  Tangente 
nicht  in  e„  liegt,  besitzt  in  dieser  Tangente  eine  Asymptote; 
die  kubische  Hyperbel  bat  drei  Asymptoten,  die  tubisclie 
Ellipse  nur  eine.  Die  Asymptoten  sind  natürlich  Strahlen 
derjenigen  Cylinder,  welche  sich  durch  die  Eaumkurve  legen 
lassen,  und  die  Berühruags ebene  an  einem  solchen  Cylinder 
liiijgs  der  Asymptote  ist  die  Schmiegungsebene  an  dem  un- 
endlich-entfernten Punkte,  in  welchem  die  Asymptote  die 
Raumkurve  berührt. 

Hinsichtlich  der  Art  der  Berührung  einer  Asymptote 
mit  einer  Kurve  bemerken  wir  Folgendes :  Wenn  wir  zunächst 
einen  einfachen  Punkt  p  einer  beliebigen  ebenen  oder-  räum- 
lichen Kurve  im  Endlichen  nehmen  und  die  Tangente  t  in 
demselben,  so  können  wir  uns  das  unendlich  kleine  Kurven- 
stiiek  in  der  Nähe  der  Tangente  ersetzt  denken  durch  den 
Krümmungskreis,  welcher  bekanntlich  in  dem  betrachteten 
Punkte  gleichzeitig  berührt  «nd  schneidet;  wenn  wir  nun 
von  irgend  einem  Punkte  aus  diese  Figur  auf  eine  andere 
Ebene  so  projizieren,  dafs  der  Berührungspunkt  in  die  Un- 
endlichkeit geht,  die  Tangente  selbst  aber  im  Endlichen  bleibt, 
also  nur  ihr  unendlich -entfernter  Punkt  der  Berührungs- 
punkt wird,  dann  heifst  eine  solche  Tangente  Asymptote  an 
einem  einfachen  unendlich  -  entfernten  Punkt  der  Kurve,  und 
da  der  Krümmungskreis  durch  diese  Projektion  in  eine  Hy- 
perbel übergeht,  für  welche  jene  Asymptote  der  Kurve  auch 
Asymptote  wird,  so  findet  die  Berührung  einer  Asymptote 
mit  der  Kurve  immer  in  der  Weise  statt,  wie  bei  der  Hyper- 
bel, d.  h.  zwei  Äste  der  Kurve  nähern  sich  nach 
entgegengesetzten  Richtungen  (nicht  nach  der- 
selben Richtung  hin)  dem  unendlich- entfernten 
Punkt  der  Asymptote,  so  dafs  die  Schmiegungs- 
ebene indem  unendlich-entfernten  Punkte,  welche 
durch  die  Asymptote  in  zwei  Halbebenen  geteilt 
wird,   jeden    der   beiden   Äste    in    einer    der    Halb- 


y  Google 


310         §  3T-    Einteilung  der  Baumkurven  dritter  Ordnung. 

ebenen  (nicht  beide    in  derselben  Halbebeiie)    und 

entgegengesetzt  gerichtet  enthält  (Fig.  12).    Dies  ist 

immer  die  Art  der 

~"~ —  Berührung  einer 

~^~~~--..,,_^^  Asymptote  mit  einer 

^,.    j^  Kurve,    sobald    der 

unendlich-  entfernte 
Berührungspunkt  ein  einfacher  Punkt  ist  (d.  h.  weder  Wende-, 
noch  Doppel-,  noch  Kückkehrpunkt,  Fälle,  die  bei  unserer 
Rautnkurve  C^'  überhaupt  nicht  Torhanden  sind),  und  die 
Asymptote  nur  einen  unend  höh -entfernten  Punkt  hat,  übrigens 
im  Endlichen  verläuft.  Wenn  wir  dagegen  die  anfängliche 
Figur  eines  unendlich  -  kleineu  Kurvenstücks  mit  seiner  Tan- 
gente und  seinem  Krümmungskreise  so  projizieren,  dafs  in  der 
Projektionsebene  die  ganze  Tangente  in  die  Uneudhchkeit  geht, 
dann  geht  der  Krümmungskreis  in  eine  Parabel  über  und  die  Be- 
rührung einer  unendlich -entfernten  Tangente  an  einer  Kurve 
findet  immer  in  der  Weise,  wie  bei  der  Parabel  statt,  so  dafs  von 
einer  eigentlichen  Asymptote  nicht  mehr  die  Rede  sein  kann. 
Nachdem  wir  uns  so  über  die  Art  der  Berührung  einer 
Asymptote  in  einem  einfachen  unendlich  -  entfernten  Punkt 
einer  Asymptote  orientiert  haben,  können  wir  den  Verlauf 
der  Rfi  um  kurve  C^'  auf  einem  der  CyUnder,  welche  sich 
durch  dieselbe  legen  lassen,  verfolgen. 

Bei  der  kubischen  Ellipse,  durch  welche  sich  nur 
ein  elliptischer  Cylinder  legen  lälst,  auf  dem  ein  bestimmter 
Cy linderstrahl  die  einzige  reelle  -Asymptote  (Tangente  in  dem 
einzigen  reellen  unendlich-entfernten  Punkte  der  kubischen 
Ellipse)  ist,  mufs  der  Verlauf  der  ßaumkurve  der  sein,  dafs 
sie  aus  einem  zusammenhängenden  Zuge  besteht,  welcher 
sich  mit  seinen  beiden  ins  Unendliche  erstreckenden  Ästen 
an  die  Asymptote  nach  entgegengesetzten  Richtungen  der- 
selben und  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  ihr  im  Unend- 
lichen anschliefst. 

Bei  der  kubischen  Parabel,  durch  welche  sich  nur 
er  Cylinder  legen  läfst,  welcher  also  einen 
,  liegenden  Strahl  hat,  die  Tangente  an  dem  einzi- 
gen unendlich  -  entfernten  Punkte  der  kubischen  Parabel,  wird 
der  Verlauf  der  Raumkurve  der  sein,  dafs  sie  aus  einem  zu- 
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sammenhäiigenden  Zuge  beBteht,  welcher  sich  parabolisch  in 
dem  uneiidüeh  -  entfernten  Punkte  schlierst. 

Bei  der  kubischen  parabolischen  Hyperbel  giebt 
es  zwei  Cylinder  durch  dieselbe;  der  eine  ist  ein  paraboli- 
scher und  enthält  aufser  dem  unendlich  -  entfernten  Cylinder- 
strahl  (Tangente  in  dem  einen  uoendlich- entfernten  Punkte) 
noch  einen  im  Endlichen  verlaufenden  Cylinderstrahl,  eine 
Asymptote  der  Raumkurve  (Tangente  in  dem  andern  unend- 
lich-entfernten Punkte).  Der  Cylinder  wird  durch  diese 
Asymptote  in  zwei  Teile  geteilt;  in  jedem  derselben  verläuft 
ein  Zweig  der  kubischen  parabolischen  Hyperbel,  welche 
demnach  aus  zwei  Zweigen  besteht.  Beide  Zweige  sehliefsen 
sich  einerseits  an  die  endliche  Asymptote  nach  entgegen- 
gesetzten Richtungen  hin  und  von  entgegengesetzten  Seiten 
im  Unendlichen  an  und  sehliefsen  sich  andererseits  parabo- 
lisch in  dem  zweiten  une  ud  lieh  -  entfernten  Punkte,  dessen 
Tangente  der  unendlich  -  entfernte  Strahl  des  parabolischen 
Cylinders  ist.  Zweitens  geht  durch  die  kubische  parabolische 
Hyperbel  ein  hyperbolischer  Cylinder,  welcher  zwei  unend- 
lich-entfernte Strahlen  hat;  diese  teilen  äen  hyperbolischen 
Cylinder  in  zwei  MantelÜaehen,  welche  von  einander  getrennt 
werden'  durch  zwei  Aaymptotenebenen.  Die  eine  derselben 
ist  die  Sehmiegungs ebene  in  dem  unendlich  -  entfernten  Punkte 
der  Raumkurve ,  dessen  Tangente  ganz  im  Unendlichen  liegt; 
die  andere  enthält  die  im  Endlichen  verlaufende  Asymptote 
der  Raumkurve,  welche  kein  Cylinderstrahl  ist.  Von  den 
beiden  Zweigen  der  kubischen  parabolischen  Hyperbel  ver- 
läuft also  jeder  auf  einer  Mantel^che  des  hyperbolischen 
Cylinders  und  schliefst  sich  dem  einen  unendlich -entfernten 
Cylinderstrahl  in  parabolischer  Weise  an,  während  er  die 
im  Endlichen  verlaufende  Asymptote  der  Raurakurve,  weiche 
in  der  andern  Asymptoten  ebene  des  Cylinders  liegt,  in  hyper- 
bolischer Weise  (d.  h.  nach  entgegengesetzten  Richtungen 
hin  und  von  entgegengesetzten  Seiten)  berührt. 

Die  kubische  Hyperbel  endlich  hat  drei  verschiedene 
unendlich-entfernte  Punkte  -und  liegt  auf  drei  hyperbolischen 
Cylindern.  Betrachten  wir  den  Verlauf  derselben  auf  einem 
solchen:  Von  den  drei  reellen  Asymptoten  der  Raumkurve 
(Tangenten  in  den  unendlich- entfernten  Punkten),  die  samt- 
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lieh  im  Endlichen  verlaufen,  d.  h.  nur  Je  einen  unendlich- 
entferiiten  Punkt  hahen,  ist  für  den  betrachteten  liyperboli- 
schen  Cjlinder  eine  Asymptote  a^  ein  Cylinderstrahl ;  die 
beiden  andern  Asymptoten  «^  und  a^  liegen  in  je  einer  der 
beiden  Asymptotenebenen  des  hyperbolischen  Cylinders  (ohne 
Cylind erstrahlen  zu  sein);  die  kubische  Hyperbel  mufs  sieh 
an  jede  der  drei  Asymptoten  in  hyperbolischer  Weise  an- 
schließen, d.h.  so,  dafs  zwei  YurBchiedene  Zweige  derseibea 
nach  entgegengesetzten  Edchtungeu  hin  und  auf  entgegen- 
gesetzten Seiten  von  der  Asymptote  ihrem  unendlich- entfern- 
ten Punkte  sich  nähern.  Fangen  wir  aJso  mit  dem  unend- 
lich-entfernten Punkte  der  Asymptote  tt,,  die  auf  der  einen 
Mantelfläche  des  hyperbolischen  Cylinders  ein  Cyliuderstrahl 
ist,  an,  so  geht  ein  Zweig  der  kubischen  Hyperbel  von  die- 
sem unendlich -entfernten  Punkte  aus  bis  zu  dem  unendlich- 
entfernten Punkte  von  %,  welche  Asymptote  in  einer  Asym- 
ptotenebene des  Cylinders  hegt;  dieser  erste  Zweig  liegt  also 
ganz  auf  einem  Mantel  des  Cylinders;  hieran  schliefst  sieh 
von  dem  unendlich-entfernten  Punkte  der  «^  auf  dem  andern 
Cylindermantel  ausgehend  der  zweite  Zweig  der  kubischen 
Hyperbel,  welcher  ganz  auf  diesem  zweiten  Cylindermantel 
bleibt  und  sich  der  Asymptote  a^  in  der  zweiten  Asymptoten- 
ebene  des  Cylinders  anschliefst;  von  dem  unendlich  -  entfern- 
ten Punkte  der  a.^  auf  dem  ersten  Cylindermantel  erstreckt 
sich  dann  wieder  der  dritte  Zweig  zurück  bis  zum  unendlich- 
entfernten  Punkte  der  Asymptote  m,  ,  von  weichem  wir  aus- 
gingen; der  dritte  Zweig  liegt  also  wieder  auf  dem  ersten 
Cylindermantel.  Wir  sehen  also,  dafs  die  kubische  Hyperbel 
aus  drei  bis  ins  Unendliche  verlaufenden  Zweigen  besteht, 
von  denen  zwei  auf  einem  Mantel  des  Cylinders,  nämlich 
auf  demjenigen  liegen,  welcher  die  Asymptote  a,  als  Cjlin- 
deratrahl  enthält,  während  der  dritte  Zweig  auf  dem  andern 
Mantel  des  Cylinders  verläuft;  die  drei  Zweige  schliefsen  sich 
aber  im  Unendlichen  zusammenhängend  durch  die  Asympto- 
ten aneinander  an,  wie  wir  ihren  Verlauf  beschrieben  haben, 
so  dafs  der  einzelne  Zweig  auf  dem  einen  Cylindermantel 
zwischen  die  beiden  andern  auf  dem  andern  Cylindermantel 
eintritt;  die  letzteren  liegen  getrennt  in  denjenigen  beiden 
Teilen  dieses  Cyiindermautels ,  in  welche  er  durch  den  Cylinder- 
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strahl  ß,  zerlegt  wird.  Derselbe  Vorgang  wiederholt  sich 
bei  jedem  der  drei  hyperbolischen  Cylinder,  welche  durch  die 
kvibische  Hyperbel  gelegt  werden  können;  nur  vertauschen 
dabei  die  drei  Asymptoten  w,  a^  %  ihre  Rollen,  indem  immer 
eine  Cylinderstrahl  ist,  und  die  beiden  andern  in  den  Äsym- 
ptotenebeneu  des  hyperbolischen  Cyliaders  liegen.  Jeder  der 
drei  Cylinder  besteht  aus  zwei  Mantelflächen,  die  sich  von 
einander  dadurch  unterscheiden,  dafs  die  eine  eine  Asymptote 
als  Cylinderstrahl  enthält,  die  andere  nicht.  Auf  den  drei 
letzteren  Mantelflächen  liegen  die  drei  Zweige  der  kubischen 
Hyperbel  einzeln,  d.  h,  auf  jeder  dieser  drei  Mantelfiächen  je 
ein  Zweig;  auf  den  drei  andern  Mantelflächen  dagegen  liegen 
die  drei  Zweige  der  kuhischen  Hyperbel  paarweise,  d.h.  auf 
jeder  Mantelfläche  je  zwei  Zweige.  Hierdurch  ist  der  Verlauf 
der  Baumkurve  C"  auf  den  durch  sie  gehenden  Oylindern  in 
alleu  möglichen  Fällen  klargelegt. 


§  38.  Untersuchung  der  in  den  Sehmiegungsebenen  einer 
Baumkurve  dritter  Klasse  enthaltenen  Kegelschnitte. 

Wir  hab'en  gesehen,  dai's  eine  beliebige  festgehaltene 
Öchmiegungsebene  der  Eaumkurve  C^*  von  sämmtlichen 
iächmiegungsebeneu  in  Geraden  geschnitten  wird,  welche 
einen  Kegelschnitt  umhüllen.  In  jeder  Schniiegungs ebene  ist 
also  ein  bestimmter  Kegelschnitt  enthalten;  wir  wollen  den 
Zusammenhang  derselben  etwas  näher  erforschen  und  ins- 
besondere ermitteln,  wann  sie  Ellipsen,  Parabeln,  Hyper- 
beln werden  bei  den  verschiedenen  Gattungen  der  Raum- 
kurve Cis>. 

Gehen  wir  von  zwei  festgehaltenen  Schmiegungsebenen 
aß  aus,  deren  Schnitthnie  [k/5j='^|  die  beiden  in  den- 
selben enthaltenen  Kegelschnitte  «'^'  und  jJI^'  bez.  in  den 
Punkten  a,  und  h^  berührt,  dann  ist  hierdurch  die  ganze 
Raurakurve  C*'  mit  der  Gesamtheit  ihrer  Schmiegungs- 
ebenen, Tangenten  und  Punkte  vollständig  bestimmt,  und 
alle  diese  Elemente  lassen  sich  linear  konstruieren.  Legen 
wir  von  einem  veränderliehen  Punkte  y,  der  Geraden  g^  an 
den  Kegelschnitt  ai^'  die  zweite  noch  übrige  Tangente  Xa  und 
und  an  den  Kegelschnitt  ß^^>  die  zweite  noch  übrige  Tangente 


y  Google 


314    §  38.    Uatersuchnng  der  KegelBchnitto  in  den  Schmiegungael)enen, 

Xfi,  so  bestimmen  die  beiden  von  j:,  ausgehenden  Geraden 
a!aiK|«  eine  Ebene  |,  welche  Bchmiegungsebene  der  Eaum- 
kurve  ist.  Mit  der  Veränderung  von  Xi  »uf  ffi  erhalten  wir 
die  Totalität  aller  Schmiegungsehenen.  Geht  insbesondere  x, 
nach  a, ,  so  läfst  sich  aus  Oi  noch  eine  zweite  Tangente  an 
den  Kegelschnitt  ^'^'  legen;  diese  möge  ihn  in  dem  Punkte  6 
berühren,  dann  ist  |ci,b|  die  Schnittlinie  zweier  unendlich- 
nahen Schmiegungsebenen,  d,  h.  eine  Tangente  der  Eaum- 
kurve,  und  zwar  diejenige,  welche  in  der  Schmiegungsebene 
ß  liegt,  und  ihr  Berührungspunkt  b  mit  dem  Kegelschnitt  /3'^' 
ist  derjenige  Punkt  der  Raumkurve,  dessen  Schmiegungs- 
ebene  ß  ist. 

Geht  andererseits  der  veränderliche  Punkt  Xi  insbeson- 
dere nach  tj,  so  lafst  sich  aus  C,  noch  eine  zweite  Tangente 
(aufser  jfj)  an  den  Kegelschnitt  «l^!  IßgeQ)  weiche  ilm  in  a 
berühren  möge.  Die  Gerade  1 6,  a  j  ist  Tangente  der  Raum- 
kurve im  Punkte  a,  dessen  Schmiegungs  ebene  a  ist.  Die 
Tangenten : 

i„  =  |&,a|  und  h  =  la,'&| 
der  Eaumkurve  können  einander  im  Räume  nicht  begegnen. 
Jedem  Punkte  j:,  der  Geraden  g^  gehört  demgemäfs  eine  be- 
stimmte Ebene  g  zu,  welche  die  dritte  durch  j;,  gehende 
Schmiegungsebene  ist.  Insbesondere  gehört  dem  Punkte  n, 
die  Schmiegungsebene  ß  und  dem  Punkte  tj  die  Schmiegungs- 
ebene a  zu. 

Halten  wir  von  den  beiden  Schmiegungsebenen  «  ß  die 
eine  a  fest,  verändern  aber  die  andere  ß  längs  der  Raum- 
kurve, so  bleibt  der  Punkt  cii,  Berührungspunkt  der  festen 
Schmiegungsebene  a  mit  der  Eaumkurve,  und  ebenso  die 
Tangente  ta  unverändert,  der  Punkt  6j  aber  verändert  sich 
auf  der  festen  Geraden  ;„;  wir  erhalten  also  folgenden  Satz: 

Wenn  eine  veränderliehe  Schmiegungsebene  § 
einer  Eaumkurve  C^'  eine  feste  Schmiegungsebene 
K  in  Strahlen  schneidet  (die  einen  Kegelschnitt  k^> 
umhüllen),  so  wird  der  Schnittstrahl  ||«|  gleich- 
zeitig von  dem  veränderlichen  Kegelschnitt  |'^'  be- 
rührt, der  in  der  Schmiegungsebene  |  enthalten 
ist;  der  Berührungspunkt  desselben  beschreibt  eine 
feste  Gerade,  die  Tangente  der  Eaumkurve  in  dem- 
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jenigen  Punkte,  in  welchem  die  feste  Schmiegungs- 
ebene  «  sie  berührt. 

Suchen  wir  nun  in  der  veränderlichen  Sehmiegurigsebeue : 
?  =  [p^xp] 
den  Kegelschnitt  l''''  zu  ermitteln,  welcher  von  den  Schnitt- 
linien mit  der  Gesamtheit  der  Schmiegnngs ebenen  umhüllt 
wird.  Dieser  Kegelschnitt  g'^'  hat  die  Tangenten  Xa  Xß.  Wir 
können  dieselben  als  die  Träger  zweier  Punktreihen  auffassen, 
welche  die  Gesamtheit  der  Schmiegungsebenen  auf  ihnen  aus- 
schneidet. Diese  Gesamtheit  schneidet  nun  die  Ebene  a  in 
den  Tangenten  des  Kegelschnitts  aß'> ,  folglich  die  beiden 
Tangenten  g^  und  x^  in  zwei  projektivi scheu  Punktreihen, 
ebenso  die  Ebene  ß  in  den  Tangenten  des  Kegelschnitts  jJ'^', 
folglieh  g^  und  Xß  in  zwei  projektiv! sehen  Punktreihen,  mithin 
werden  auch  Xa  und  x^  in  zwei  projektivischen  Punktreihen 
geschnitten,  deren  Erzeugnis  der  Kegelschnitt  |l^i  ist.  Die 
dem  Schnittpunkte  y,  der  Träger  Xa  und  x^  entsprechenden 
Punkte  sind  bekanntlich  die  Berührungspunkte  des  Kegel- 
schnitts 1'^'  mit  den  beiden  Trägern.  Denken  wir  uns  nun 
eine  veränderliche  S eh miegunga ebene  der  Lage  von  a  uTiend- 
iich  nahe  gebracht,  so  schneidet  sie  Xß  in  dem  Punkte  j:, 
und  ti  in  der  Tangente  in  ^  jbiftl;  wo  also  \i,a.\  der  Geraden 
Xa  begegnet,  da  liegt  der  Berührungspunkt  von  |i^'  mit  Xa, 
und  andererseits  ist  der  Schnittpunkt  von  t^  mit  x^j  der  Be- 
rijhrungspunkt  des  Kegelschnitts  |<^'  mit  der  Tangente  X/j. 
Wir  haben  also  auf  diesen  beiden  Tangenten  die  Berührungs- 
punkte gefunden  und  wollen  sie  bezeichnen: 

Denken  wu  uns  feiner  eine  veränderliche  Schmiegungs- 
ebene  unendlich  nahe  gebiatht  der  bchmiegungu ebene  g,  d.  h. 
aus  einem  dem  Punkte  j.,  unendhch  nahen  Punkte  der  ^,  die 
beiden  noch  übiigen  Tangenten  j^n  a  und  ß^  gelegt  so 
schneiden  sie  die  fiuheien  m  den  Berühr ungsp unkten  der 
Tangenten    ig  und  x«  mit  den  Kegelschnitten  a'")  und  ß'^K 

Wir  bezeichnen  diet>e  Beruhi  ungspunkte  in  welchen  die 
Tangeuttn  i  un!  ^  die  Kegelschnitte  a  l  unl  p*  bei  ihren 
durch 
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dann  ist  offenbar  die  Verbinduugslioie  |j:«):^i  die  SchnitÜmie 
der  Schmiegirngsebene  |  mit  ihrer  unendlich -nahen  Schmie- 
gungsebene,  also  eine  Tangente  der  C'^l  und  zugleich  eine 
Tangente  des  Kegelschnitts  |(ä> ;  ihr  Berührungspunkt  mit  §*^'. 
ist  ein  Punkt  der  C^^\  und  zwar  derjenige  Punkt  j:,  dessen 
Schmiegungs ebene  |  ist. 

Wir  kennen  also  von  dem  Kegelschnitt  |'^'  zwei  Tan- 
genten «o  und  x^,  ihre  Berührungspunkte  ta  t^  und  aurserdem 
eine  Tangente: 

wodurch  der  Kegelschnitt  §'^*  vollständig  bestimmt  ist.  Der 
Berührungspunkt  j;  der  dritten  Tangente  (j  mit  dem  Kegel- 
schnitt 1'^'  ist  der  Punkt  der  Uaumkurve  C",  dessen  Schmie- 
gungsebene  g  ist  Er  ist  leicht  zu  finden  aus  dem  Dreieck 
Vi  fa  fß,  welches  dem  Kegelschnitt  ^l^'  umschrieben  ist,  und 
von  welchem  wii  die  Berührungspunkte  t«  und  t^  auf  zwei 
Dreiecksseite u  kennen 

Die  Verbindungslinie  \iai?\  ist  die  Polare  des  Punktes 
j^  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  |*^l;  verändern  wir  den 
Punkt  j,-|  aut  der  Geraden  g^ ,  so  beschreiben  die  Punkte  i„ 
und  iß  auf  den  festen  Geraden  ta  und  ti,  zwei  Punktreihen, 
welche  die  veiaudeiliche  Ebene  %  auf  ihnen  ausschneidet. 
Da  aber  t^  und  t^  zwei  feste  Tangenten  der  Kegel- 
schnitte ßf^'  und  ^l'l  sind,  a!„  und  Xß  veränderliche  Tangenten, 
welche  die  gemeinsame  Tangente  g^  und  jede  der  beiden 
festen  Tangenten  m  je  zwei  projektivischen  Punktreihen 
sehneiden,  so  müssen  die  Punkte  t«  und  t^  auf  den  festen 
Trägern  t^  und  ti  zwei  projektiviaehe  Punktreiheii  beschreiben, 
folglieh  die  Verbindungslinie  ( to  U  |  eine  Regelschar  eines 
Hyperboloids  durchlaufen;  zu  dieser  Regelschar  gehören  auch 
die  Verbindungslinien  |ciai|  und  |ljli||,  so  dafs  also  aaiii, 
ein  windschiefes  Vierseit  auf  diesem  Hyperboloid  ist. 
Wir  haben  hiernach  folgenden  Satz  bewiesen: 

In  jeder  Schmiegungsebene  |  einer  Eaumkurve 
dritter  Klasse  liegt  ein  bestimmter  Kegelschnitt 
|<ä',  welcher  von  den  Durehschnittslinien  von  |  mit 
der  Gesamtheit  der  Schmiegungsebenen  umhüllt 
wird.  Wenn  man  eine  Durchschnittslinie  5',  zweier 
Schmiegungsebenen     festhält      und     durch     jeden 
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Punkt  fi  derselben  die  dritte  Schjpieguiigsebeiie  | 
legt  und  in  Bezug  auf  den  in  ihr  enthaltenen  Kegel- 
schnitt 1'^  die  Polare  des  Punktes  y,  konstruiert, 
so  bilden  sämtliche  Polaren  eine  ßegelschar  eines 
Hyperboloids  Dieses  Hyperboloid  ist  demjenigen  wind- 
achieten  Vieiseit  embeschneben ,  dessen  eines  Paar  Gegen- 
ecken die  Punkte  der  Raumkuive  sind,  in  welchen  die  beiden 
fe&ten  fechmie^unguebenen  beiuhien,  und  dessen  anderes  Paar 
Gegenecken  die  beiden  Beiührungspunkte  sind,  in  welchen 
die  Schnittlinie  dei  beiden  festen  Schmiegungs ebenen  die  in 
ihnen  enthaltenen  Kegelschnitte  berührt. 

Obwohl  dieser  Satz  nur  für  den  reellen  Fall  bewiesen 
ist,  dafs  die  beiden  Schmiegun^ ebenen  durch  die  Gerade  i/, 
reell  sind,  so  ist  er  doch  in  der  obigen  Aussprache  davon 
unabhängig,  denn  die  Punkte  j:,,  die  Kegelschnitte  |'^>  und 
die  Polaren  der  Punkte  y,  in  Bezug  auf  |<^'  sind  immer  reell 
vorbanden,  mag  auch  das  Tangentenpaar  x^Xfi  nicht  reell 
sein.  Wir  werden  daher  die  Gültigkeit  dieses  Satzes  auch 
für  den  andern,  nicht  reellen  Fall  annehmen  und  überlassen 
es  dem  Leser  einen  andern  unabhängigen  Beweis  hierfür  zu 
suchen. 

Legen  wir  nun  durch  die  Gerade  g^ ,  mag  sie  die  Schnitt- 
linie zweier  reellen  oder  zweier  konjugiert-imaginären  Schmie- 
gungsebenen  der  Raumkurve  sein,  eine  beliebige  Ebene  s, 
so  sehneidet  dieselbe  die  veränderliche  Sebmiegungsebene  § 
in  Strahlen,  deren  Pole  in  Bezug  auf  den  jedesmaligen  Kegel- 
schnitt |f^  leicht  ermittelt  werden  können.  Da  die  feste 
Ebene  s  durch  die  Gerade  g^,  also  durch  alle  Punkte  j:, 
geht,  so  mufs  der  gesuchte  Pol  auf  der  Polare  des  Punktes 
j,'(  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  |'^  liegen,  d.  h.  auf  dem 
oben  dVmittelten  Hyperboloid  §*^.  Da  ferner  das  Tangenten- 
paar aus  ^f  an  den  Kegelschnittt  |l^'  in  den  beiden  festen 
Schmiegungsebenen  a  und  ß  sich  verändert,  und  die  feste 
Ebene  £  den  Schnittstrahl  mit  ^  enthält,  dessen  Pol  gesucht 
wird,  so  mufs  dieser  Pol  in  derjenigen  Ebene  liegen,  die 
wir  erhalten ,  wenn  wir  zu  s  und  dem  Bbenenpaare  a  ß  die 
vierte  harmonische,  der  e  zugeordnete  Ebene  konstruieren. 
Ist  das  Ebeuenpaar  aß  konjugiert-imaginär,  aber  ff,  reell 
vorhanden,  so  wird  es  vertreten  durch  eine  elliptische  Ebenen- 
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iüvolutioti  mit  der  Axe  g^  und  wir  haben  oben  (S.  288) 
gerade  für  diesen  elliptiachen  Fall  die  EbeneninFolation 
konstruieren  gelehrt;  die  zu  dem  imaginären  Ebenenpaare 
aß  und  £  zugeordnete  vierte  harmon^che  Ebene  ist  dann 
nichts  anderes,  als  die  konjugierte  Ebene  zu  e  in  der  ellip- 
tischen Ebeneninvolution,  also  in  beiden  Fällen  eine  bestimmte 
reell  konatruierbare  Ebene. 

Da  nun  in  dieser  Ebene  und  in  dem  oben  gefundenen 
Hyperboloid  §'^'  die  gesuchten  Pole  der  Schnittlinien  \s^\ 
in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  S'^'  gleichzeitig  liegen  müssen, 
so  liegen  sie  auf  einem  Kegelschnitt,  der  Durchschnittskurve 
jener  Ebene  mit  dem  Hyperboloid.  Dieser  Ortskegelsehnitt 
liegt  in  der  durch  g^  gelegten  Ebene  e\  die  der  gegebenen 
Ebene  s  konjugiert  ist  in  derjenigen  Ebeneninvolution,  deren 
Doppelebenen  das  durch  g^  gehende  Paar  Schmiegungs ebenen 
ist.  Der  Kegelschnitt  geht  auch,  wie  wir  sehen,  durch  die 
beiden  Punkte  a,  l),  in  der  Geraden  g^,  nämlich  die  Berüh- 
rungspunkte der  beiden  Kegelschnitte  in  den  beiden  Schmie- 
gungsebenen  durch  g^ ,  weil  das  oben  gefundene  Hyperboloid 
durch  das  windschiefe  Vierseit  aa[6bi  geht. 

Die  durch  die  zuerst  angenommene  Gerade  g^  beliebig 
gelegte  Ebene  £  ist  nun  Oberhaupt  eine  ganz  willkürliche 
Ebene  e;  denn  umgekehrt  enthält,  wie  wir  früher  gesehen 
haben,  jede  willkürliche  Ebene  e  eine  und  nur  eine  einzige 
Gerade  g^ ,  durch  welche  zwei  (reelle  oder  konjugiert- imagi- 
näre) Schmiegungsebenen  der  Raurakurve  gehen.  Die  Kon- 
struktion der  Geraden  g^  in  der  willkürlichen  Ebene  e  ist, 
analog  der  Konstruktion  der  Sekante  einer  Raumkurve  Cl^* 
durch  einen  beliebigen  Punkt  aufserhalb  derselben,  folgende: 
Die  Ebene  £  schneidet  eine  beliebige  feste  Schmiegungs- 
ehene  «  der  Eaumkurve  in  einer  Geraden  s;  durch  jeden 
Punkt  von  s  gehen  awei  andere  (reelle  oder  konjugiert-imagi- 
näre)  Schmiegungsebenen,  deren  Schnittlinie  eine  Eegelschar 
eines  Hyperboloids  durchläuft,  auf  welchem  auch  s  liegt ;  die 
einzige  Erzeugende  g^  dieser  Regelschar,  welche  in  der  durch 
s  gehenden  Ebene  a  enthalten  Ist,  ist  die  gesuchte  Gerade. 
Wir  haben  ferner  gerade  für  den  elliptischen  Fall,  in  welchem 
die  beiden  durch  g^  gehenden  Schmiegungsebenen  konjugiert- 
inaaginär  sind,    also   e  in  drei  reellen   Punkten    der   Raum; 
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kurve  C*  begegnet,  die  elliptische  Ebeiieninvolution  kon- 
struieren gelehrt  (S.  288),  welche  das  Paar  konjugiert- imagi- 
närer Schmiegungsebenen  vertritt;  wir  können  also  immer 
die  zu  £  konjugierte  Ebene  s'  dieser  (hyperbolischen  oder 
elliptischen)  Ebeneninvoiution  konstruieren,  und  haben  mit- 
hin folgenden  Satz: 

Wenn  man  eine  willkürliche  Ebene  b  von  sämt- 
lichen Schmiegungsebenen  einer  Raumkurve  drit- 
ter Klasae  schneiden  läfst  und  zu  der  Schnittlinie 
jeder  Schmiegungs ebene  den  Pol  konstruiert  in  Be- 
zug auf  den  in  derselben  enthaltenen  Kegelschnitt, 
so  liegen  diese  Pole  sämtlich  aufeinem  Kegelschnitt, 
dessen  Ebene  b  durch  diejenige  Gerade  g^  geht, 
welche  in  der  Ebene  6  liegt  und  die  einzige  Schnitt- 
linie zweier  (reellen  oder  konjugiert-imaginären) 
Schmiegungsebenen  ist;letztere  werden  durch  s  und 
£'  harmonisch  getrennt.  Der  Ortskegelschnitt  der 
Pole  trifft  g,  in  denjenigen  beiden  Punkten,  in  wel- 
chengr^  die  beiden  Kegelschnitte  berührt,  die  in  den 
beiden  durch  g,  gehenden  Schmiegungsebenen  ent- 
halten sind.  Sind  die  beiden  durch  g^  gehenden  Schmie- 
gungsebenen konjugiert-imaginär ,  so  sind  auch  die  in  ihnen 
enthaltenen  Kegelschnitte  imaginär,  also  auch  ihre  Berüh- 
rungspunkte mit  g, ;  folglich  wird  in  diesem  Falle  der  Ortskegel- 
schnitt der  Geraden  g^  in  keinem  reellen  Punkte  begegnen. 

Wir  setzen  noch  den  dual  gegenüberstehenden  Satz  hier- 
her, der  sich  durch  eine  der  obigen  gleichlaufende  Betrach- 
tung beweisen  läfst : 

Wenn  man  einen  willkürlichen  Punkt  c  im 
Räume  mit  sämtlichen  Punkten  j:  einer  Raumkurve 
C'äl  durch  Strahlen  verbindet  und  zu  jedem  solchen 
Strahl  [üjI  die  Polarebene  konstruiert  in  Bezug 
auf  den  Kegel  ):l^l,  welcher  vonj;  aus  perspektivisch 
durch  die  Raumkurve  gelegt  wird,  so  umhüllen 
diese  sämtlichen  Polarebenen  einen  Kegel  zweiten 
Grades,  dessen  Mittelpunkt  o'  auf  derjenigen  ein- 
zigen Sekante  der  Raumkurve  Siegt,  welche  durch 
0  geht.  Die  Punkte  u  und  o'  werden  harmonisch 
getrennt    durch    die    beiden    Kurvenpunkte    dieser 
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Sekante.  Der  von  <len  Polarebenen  umhüllte  Kegel  berührt 
auch  diejenigen  beiden  Beriihrungsebenen ,  welche  sich  läugs 
der  Sekante  an  die  beiden  Kegel  legen  lassen,  deren  Mittel- 
punkte die  beiden  Kurvenpunkte  der  Sekante  sind. 

Wir  wollen  nun  die  allgemeinen  Kesultate,  welche  wir 
erhalten  haben,  auf  einen  besonderen  Fall  anwenden,  der 
uns  Äufsehlufs  giebt  über  die  Natur  der  Kegeiselinitte,  welche 
in  den  sämtlichen  Sehmiegungsebenen  einer  Raumkurve  dritter 
Klasse  enthalten  sind. 

Nehmen  wir  nämlich  für  die  willkiirlich  zu  wählende 
Ebene  £  in  unserer  vorigen  Betrachtung  die  u  neu  dl  ich- ent- 
fernte Ebene  £„,  ao  sehneidet  dieselbe  jede  Schmiegungs ebene 
der  Kaumkurve  in  ihrer  unendlich -entfernten  Geraden,  und 
der  Pol  derselben  in  Bezug  auf  den  in  der  Schmiegungs- 
ebene  enthaltenen  Kegelschnitt  ist  der  Mittelpunkt  des  letz- 
teren, also  Kefert  unser  voriger  Satz  insbesondere  folgenden: 

Die  Mittelpunkte  sämtlicher  in  den  Schmie- 
guugsebenen  einer  Raumkurve  C'^'  enthaltenen 
Kegelschnitte,  deren  jeder  umhüllt  wird  von  den 
Durchschnittslinien  einer  festgehaltenen  Schmie- 
giingsebene  mit  der  Gesamtheit  derselben,  liegen 
in  einer  Ebene  auf  einem  Kegelschnitt. 

Neunen  wir  diesen  Kegelschnitt  den  Mittelpuuktakegel- 
schnitt  (fif^')  und  seine  Ebene  die  Mittelpunktsebene  (ft),  und 
legen  wir  an  irgend  einem  Punkte  j:  der  Banmkurve  die  Schmie- 
guiigsebene  ^,  welche  den  Kegelschnitt  |'^i  enthält,  so  wird  die 
Ebene  |  im  allgemeinen  dem  Kegelschnitte  fi'^l  in  zwei  Punkten 
begegnen.  Der  eine  derselben  ist  notwendig  in,  der  Mittel- 
punkt des  Kegelschnitts  §'*';  der  andere  ut'  muls  der  Mittel- 
punkt für  einen  andern  Kegelschnitt  in  einer  gewissen  Schmie- 
guDgsebeLe  sein,  den  wir  ermitteln  wollen;  ziehen  wir  nämlich 
j;m,  ao  muls  diese  Linie  ein  Halbmesser  des  Kegelschnitts  |'^' 
sein,  und  machen  wir  j;m  =  m;;',  so  wird  /  ebenfalls  ein 
Punkt  des  Kegelschnitts  S,<^>  sein,  welcher  dem  Punkte  y: 
diametral  gegenüberliegt;  die  Tangenten  in  y  und  j:'  an  dem 
Kegelschnitt  |P>  laufen  daher  parallel;  die  Tangente  an  j: 
ist  zugleich  t^,  Tangente  der  Kaumkurve  im  Punkte  y.  Durch 
die  Tangente  in  p'  am  Kegelschnitt  |<''  mufs  nun  eine  zweite 
Schmiegungsebene   gehen,   weil  die  Durchsehnittslinien  alier 
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Schmiegungs  eben  eil  mit  |  den  Kegelschnitt  ^'^  umhüllen; 
diese  zweite  Sehmiegungs ebene  enthält  einen  Kegelschnitt, 
welcher  in  dem  Punkte  die  Schnittlinie  beider  Schmiegungs- 
ebeneu  berührt,  in  welchem  die  Tangente  t^  sie  schneidet; 
da  aber  t^  parallel  ist  mit  der  Tangente  in  j,  so  liegt  der 
Berührungspunkt  im  Unendlichen,  also  ist  der  in  der  zweiten 
Sehmiegungsebene  liegende  Kegelschnitt  Hyperbel  und  hat 
zu  einer  Asymptote  die  Tangente  in  y'  am  Kegelschnitt  ^^K 
Auf  dieser  Asymptote  liegt  notwendig  auch  der  Mittelpunkt 
dieser  Hyperbel,  weicher  in  der  Ebene  fi  auf  dem  Kegel- 
schnitt itf^>  liegen  mui's.  Die  Ebene  |  enthält  aber  nur  zwei 
Punkte  vom  Mitt«lpunktskegelschnitfc  ^l^l,  von  denen  der 
eine,  m,  bereits  bekannt  ist;  daher  mufs  der  andere  der 
Mittelpunkt  der  gefundenen  Hyperbel  sein,  d.  h. : , 

Wenn  x  c'n  beliebiger  Punkt  der  Raumkurve, 
ij  die  Tangente  und  g  die  Schmiegungsebene  für 
denselben  ist,  welche  den  Kegelschnitt  §w  enthält, 
so  begegnet  die  Ebene  |  dem  Mittelpunktskegel- 
schnitt [i'-^'i  im  allgemeinen  in  zwei  Punkten,  von 
denen  der  eine  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts 
1'^'  ist,  der  andere  aber  auf  der  mit  t^  parallelen 
Tangente  des  Kegelschnitts  ^|ät  liegen  mufs,  welche 
eine  Asymptote  desjenigen  Kegelschnits  ^f^  ist, 
der  in  einer  Schmiegungsebene  enthalten  ist, 
welche  |  in  dieser  zu  tj,  parallelen  Tangente  durch- 
sehneidet. 

Die  beiden  Punkte  in  und  in',  in  welchen  die  Schmiegungs- 
ebene I  dem  Mittelpunktskegelschnitt  ft'^i  begegnet,  liegen 
also  immer  auf  derselben  Seite  von  der  Tangente  fj,  und 
der  eine  von  ihnen  (in')  stellt  doppelt  so  weit  von  tx  ab,  wie 
der  andere  (m) ;  letzterer  ist  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts 
|*^i,  der  in  der  Schmiegungsebene  ^  enthalten  ist. 

Wir  können  diesen  Kegelschnitt  fi'^>  und  seine  Ebene  fi 
näher  bestimmen  bei  den  verschiedenen  Gattungen  der  Eaum- 
kurve  C(",  Am  einfachsten  gestaltet  sieh  dies  Verhalten 
bei  der  kubischen  Parabel;  dieselbe  hat  die  unendlich- ent- 
fernte Khene  £„  zur  Schmiegungsebene;  alle  übrigen  Sehmie- 
gungsebenen  schneiden  also  s^  in  Geraden,  welche  einen 
unendlich-entfernten   Kegelschnitt    s*^*   umhüllen;   jede*  Tan- 


y  Google 


322  §.  38.  tJnteraucliung  der  KegelBchnitte  in  den  Schmiegungsebenen. 

gente  desselben  ist  aber  auch  Tangente  desjenigen  Kegel- 
schnitts ß'^',  welcher  in  einer  Schmiegungaebeue  et  enthalten 
ist,  die  durch  jene  Tangente  geht,  und  da  ein  Kegelschnitt, 
für  welchen  die  unendlich  -  entfernte  Gerade  seiner  Ebene 
Tangente  ist,  notwendig  eine  Parabel  sein  niufs,  deren  Mittel- 
punkt der  Berührungspunkt  im  Unendlichen  ist,  so  folgt; 

Bei  der  kubischen  Parabel  sind  die  in  den 
Schmiegungsebenen  enthaltenen  Kegelschnitte 
sämtlich  Parabeln;  ihre.  Mittelpunkte  liegen  auf 
der  unendlich-entfernten  Geraden,  welche  Tan- 
gente der  kubischen  Parabel  ist  in  ihrem  einzigen 
unendlich-entfernten  Punkte. 

Die  kubische  Ellipse  wird  von  der  Ebene  s^  nur  in 
einem  reellen  Punkte  a„  geschnitten,  die  beiden  andern 
unendlich-entfernten  Punkte  derselben  sind  konjugiert-ima- 
ginär.  Wir  wissen  daher  aus  dem  Obigen,  dafa  für  die  in 
*»  hegende  Gerade  fff,  welche  die  Schnittlinie  zweier  Schmie- 
gungsebenen ist,  und  die  wir  oben  zu  konstruieren  gelehrt 
haben,  diese  beiden  Schmiegungsebenen  reeli  sein  müssen ;  die 
kubische  Ellipse  hat  also  zwei  reelle  parallele  Schmiegungs- 
ebenen; die  vierte  harmonische  zu  diesen  beiden  und  b^  zu- 
geordnete ist  mitbin  eine  solche  Ebene,  welche  parallel  ist 
zu  den  beiden  parallelen  Schmiegungsebenen  und  von  ihnen 
gleich  weit  absteht;  dies  ist  die  Ebene  j;^;  der  in  ihr  liegende 
Mittelpunktskegelschnitt  f*'^'  mufs  ß"  in  denjenigen  beiden 
Punkten  schneiden,  in  welchen  diejenigen  beiden  Kegelschnitte 
f/t  berühren,  die  in  den  parallelen  Schmiegungsebenen  enthalten 
sind;  folglich  ist  der  Mittelpunktskegelschnitt  fi'^'  notwendig 
Hyperbel;  also  unter  den  in  den  Schmiegungsebenen  der 
kubischen  Ellipse  enthaltenen  Kegelschnitten  kommen  zwei 
Parabeln  vor,  nämlich  diejenigen,  welche  in  den  beiden 
parallelen  Schmiegungsebenen  enthalten  sind. 

Wir  wissen  femer  aus  dem  Früheren,  dafs  jede  durch 
die  Schnittlinie  gf  zweier  reellen  Schmiegungsebenen  gelegte 
Ebene  der  ßauml;urve  nur  in  einem  reellen  Punkte  begeg- 
net; die  Punkte  der  Raumkurve  werden  also  durch  die 
beiden  parallelen  Schmiegungsebenen  jr^  und  ir^  in  zwei 
Gruppen  zerlegt,  solche,  die  zwischen  denselben  liegen,  und 
solche,  die  aufserhalh  derselben  liegen.    Irgend  eine  Soi^mie- 
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gungsebene  |  schneidet  n^  und  Jt^  in  zwei  parallelen  Tan- 
genten dea  Kegelschnitts  |<^';  ihr  Berührungspunkt  j  liegt 
ebenfalls  auf  dem  Kegelschnitt  g<^';  liegt  derselbe  zwischen 
JT^  und  ir^,  so  mufa  bekanntlich  der  Kegelschnitt  |1^'  Ellipse 
sein,  liegt  dagegen  j:  aufaerhalb  der  Ebenen  m^  re«  (d.  h. 
trennt  er  dieselben  nicht) ,  so  mufs  der  Kegelschnitt  ^l^'  Hy- 
perbel sein  (Th.d.K.  8,116).  Der  variable  Punkt  j;  der  kubischen 
Ellipse  tritt  aber  aus  dem  einen  Eaumgebiet  zwischen  den 
parallelen  Ebenen  n^,  und  jr^  in  das  andere  Raumgebiet  aufser- 
halb  derselben  zweimal  über  durch  die  beiden  Berührungspunkte 
der  Schmiegungsebenen  w^  und  n'ai\  die  in  diesen  beiden 
Sehmiegungeebenen  enthaltenen  Kegelschnitte  sind  daher  die 
beiden  einzigen  Parabeln,  welche  eine  Gruppe  Ellipsen  von 
einer  Gruppe  Hyperbeln  trennen,  und  die  Mittelpunkts  hy  per  bei 
(t<^>,  deren  unendlich- entfernte  Punkte  die  Mittelpunkte  der 
beiden  Parabeln  sind,  enthält  daher  auf  einem  ihrer  Zweige 
die  Mittelpunkte  sämtlicher  Ellipsen,  auf  dem  andern  die 
Mittelpunkte  sämtlicher  Hyperbeln  g'^l. 

Wir  können  also  folgendes  Resultat  aussprechen: 
Die  kubische  Ellipse  hat  zwei  (reelle)  parallele 
Schmiegungsebenen  «^  und  ji^;  die  in  denselben  ent- 
haltenen Kegelschnitte  (welche  von  den  Durch- 
achnittslinien  mit  der  Gesamtheit  der  Schmie- 
gungsebenen umhüllt  werden)  sind  zwei  Parabeln; 
die  in  allen  übrigen  Schmiegungsebenen  enthal- 
tenen Kegelschnitte  zerfallen  in  eiue  Gruppe  El- 
lipsen und  eine  Gruppe  Hyperbeln,  welche  durch 
jene  beiden  Parabeln  von  einander  getrennt  werden. 
Diejenigen  Punkte  der  kubischen  Ellipse,  welche 
zwischen  jr„  und  ir^  liegen,  haben  Schmiegungs- 
ebenen, in  denen  Ellipsen  enthalten  sind;  die- 
jenigen Punkte  der  kubischen  Ellipse,  welche  nicht 
zwischen  it^  und  3t^  liegen,  haben  Schmiegungs- 
ebenen, in  denen  Hyperbeln  enthalten  sind.  Die 
Mittelpunkte  sämtlicher  in  den  Schmiegungsebenen 
der  kubischen  Ellipse  enthaltenen  Kegelschnitte 
liegen  auf  einer  ebenen  Hyperbel  (i.'^^';  der  eine 
Zweig  derselben  enthält  die  Mittelpunkte  aller 
Ellipsen,  der  andere  die  Mittelpunkte  aller  Hype r- 
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belli;  die  beiden  unendlieli-entfernten  Punkte  der 
Hyperbel  (t*^!  sind  die  Mittelpunkte  der  beiden  Pa- 
rabeln. Die  Ebene  der  Hyperbel  ft<^>  läuft  parallel 
den  beiden  parallelen  Schmiegungsebenen  n^  und 
JT^  und  stellt  von  ihnen  gleich  weit  ab. 

Wir  bemerken  noch,  dafs,  wenn  wir  einen  beliebigen 
Punkt  0  der  Eaumkurve  {kubischen  Ellipse)  mit  allen  übrigen 
Punkten  derselben  durch  Strahlen  verbindeiij  der  von  diesen 
Strahlen  gebildete  Kegel  o'^'  die  durch  o  und  g^  gelegte 
Ebene  in  einem  imaginären  Linienpaar  schneiden  muls,  weil 
jede  durch  ß"  gelegte  Ebene  nur  in  einem  reellen  Punkte 
der  Eaumkurve  begegnet;  die  Ebene  fi,  welche  zu  [o^^J 
parallel  ist,  mufs  daher  den  Kegel  i)'^*  in  einer  Ellipse 
schneiden.     Wir  können  also  sagen: 

Die  Mitteipunktsebene  (t  schneidet  alle  Kegel 
o<^',  welche  durch  die  kubische  Ellipse  gelegt  wer- 
den können,  in  Ellipsen. 

Die  kubische  parabolische  Hyperbel  hat  drei  unendlich- 
entfernte Punkte,  von  denen  zwei  6^  =  c^  zusammenfallen 
auf  eine  ganz  in  der  unendlich-entfernten  Ebene  s^  liegende 
Gerade  t^,  welche  Tangente  der  Raunikurve  ist,  während 
der  dritte  unendlich-entfernte  Punkt  <x^  isoliert  liegt.  Der 
Berührungspunkt  6^  der  Raumkurve  mit  t^  hat  eine  be- 
stimmte im  Endlichen  verlaufende  Schmiegungsebene  (3;  der 
in  derselben  enthaltene  Kegelschnitt  (3l^>  rauls  offenbar  Parabel 
sein,  weil  er  t^  in  lj„  berührt.  Jede  andere  Schmiegungs- 
ebene I  schneidet  aber  die  festgehaltene  Schmiegungsebene  ß 
in  einer  Geraden,  welche  auch  den  Kegelschnitt  |"l  berührt, 
und  zwar  liegt  der  Berührungspunkt,  wie  wir  oben  gesehen 
hahen,  auf  der  festen  Tangente  t^,  welche  in  der  Schmiegungs- 
ebene ß  hegt;  folglich  ist  der  Kegelschnitt  1'^',  den  die  ver- 
änderliche Schmiegungsebene  |  enthält,  immer  Hyperbel,  weil 
er  immer  eine  im  Unendlichen  berührende  Tangente  hat,  und 
geht  nur  einmal  in  die  Parabel  jSl^l  über  für  die  Schmiegungs- 
ebene ß  selbst.  Die  oben  ermittelte  Gerade  g'^  in  der  Ebene 
£„  koinzidiert  in  diesem  Falle  mit  der  Tangente  i^,  weil 
durch  t^  die  beiden  einzigen  zusammenfallenden  Schmiegungs- 
ebenen  ß  gehen;  die  vierte  harmonische  zu  b^  zugeordnete 
Ebene  mut's  daher,  weil  zwei  zugeordnete  von  vier  harmoni- 
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aoheu  Ebenen  zusaminenfallen ,  auch  in  diese  Ebene  hinein- 
fallen ;  die  Mitteipunktsebene  ji  koinzidiei't  also  mit  der 
Schmiegungsebene  ß,  und  der  Mitt-elpuiiktakegelsehiiitt  /*'*'  in 
dieser  Ebene  mufs  auch  eine  Parabel  sein,  welche  t^  in  dem- 
selben Punkte  'i>^  berührt,  wie  die  Parabel  ß^^\ 

Eine  weitere  Beziehung  zwischen  diesen  beiden  Pai-abeln 
^'^'  und  j3l^'  in  derselben  Ebene  erkennen  wir,  wenn  wir 
nunmehr  die  Schiniegungsebene  a  in  dem  einzelnen  uuend- 
lich-entf ernten  Punkte  a„  der  kubischen  parabolischen  Hy- 
perbel betrachten.  Diese  Schmiegungsebene  ce  mul's  auch  eine 
Hyperbel  enthalten,  von  der  a„  der  eine  unendlich-entfernte 
Punkt  ist,  dessen  Tangente  t^  an  der  Raumkurve  also  eine 
Asymptote  der  Hyperbel  ist;  wenn  «  und  ß  sich  in  der  Ge- 
raden s  schneiden,  so  berühren  die  beiden  Kegelschnitte;  die 
Hyperbel  a<^'  und  die  Parabel  ß*-^\  die  Gerade  s  in  zwei 
Punkten,  von  denen  der  erste  der  Schnittpunkt  von  s  mit  t^, 
der  andere  der  Schnittpunkt  von  s  mit  i«  ist,  wie  wir  wissen; 
nun  ist  aber  tu  =  t^  ganz  im  Unendlichen  gelegen,  folglich 
gehen  aus  dem  Schnittpunkt  von  s  und  ta  zwei  Tangenten 
an  die  Hyperbel,  die  beide  im  Unendlichen  berühren,  d,  h, 
die  beiden  Asymptoten  der  Hyperbel  sind;  daher  ist  der 
Schnittpunkt  (s,  ta)  der  Mittelpunkt  der  Hyperbel  w'^'  und 
liegt  mithin  auf  der  Mittelpunktapai-abel  f*'*'  und  gleichzeitig 
auf  der  Parabel  ß'-^'>.  Die  Tangente  s  in  diesem  Punkte  der 
Parabel  ^'^'  wird  gleichzeitig  die  Mittelpunktsparabel  fi'^'  in 
demselben  Punkte  belehren;  denn  es  kann  in  der  Geraden  s 
anfser  dem  Punkte  (s,  ta)  keinen  zweiten  Punkt  geben,  welcher 
Mittelpunkt  eines  Kegelschnitts  ^'^'  wäre;  bewegen  wir  näm- 
lich auf  s  einen  veränderlichen  Punkt  j:  und  legen  aus  %  die 
Tangenten  Xa  und  X/i  an  die  Hyperbel  a'^l  und  die  Parabel 
(3<ä',  so  bestimmen  Xa  und  x^  eine  Schmiegungsebene  |  und 
sind  Tangenten  der  in  ihr  enthaltenen  Hyperbel  |'^';  die 
Berührungspunkte  dieser,  Tangenten  liegen  aber  auf  ta  und  tß; 
sollte  also  y  der  Mittelpunkt  einer  Hyperbel  |'^>  sein  können, 
so  müfsten  Xa  und  x^  ihre  Asymptoten  sein,  d,  h.  die  Be- 
rührungspunkte im  Unendlichen  haben.  Nun  schneidet  aber 
jede  Tangente  Xa  der  Hyperbel  r'^'  die  feste  Asymptote  ta 
in  einem  endlichen  Punkte,  also  kann  j  niemals  Mittelpunkt 
der  Hyperbel  g'^l  sein,  aul'ser  in  dem  einzigen  Falle,  wenn  j; 
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in  den  Schnittpuukt  (s,  ta)  gelangt;  es  folgt  hieraus,  dafs  s  den 
Mittelpuiiktskegelschnitt  ji'^'  im  Punkte  (s,  t^)  berühren  mufs 
w.  z.  b.  w.  Die  beiden  Parabeln  ji'^'  und  ß<^^  haben  daher 
eine  doppelte  reelle  Beröhrung ;  von  den  beiden  Berübrungs- 
punkten  ist  der  eine  der  unendlich-entfernte  Punkt  b^  (d.  h. 
die  Axen  beider  Parabelri  sind  parallel),  der  andere  der  end- 
lieho  Punkt,  in  welchem  die  im  Entliehen  liegende  Asymptote 
ia  der  Selimiegungsebene  ß  begegnet.  Wir  können  demnach 
folgendes  Resultat  aussprechen: 

Die  kubische  parabolische  Hyperbel  hat  eine 
unendlich-  entfernte  Tangente  tji  =^  t^  und  einen 
unendlich-entfernten  Punkt  a^,  dessen  Tangente 
(Asymptote)  ia  im  Endlichen  liegt.  Die  in  dem  dop- 
pelten unendlich  -  entfernten  Punkte  b^  gelegte 
Schmiegungsebene  ß,  welche  im  Endlichen  liegt  und 
zu  ihrer  unendlich-entfernten  Geraden  t^  hat,  be- 
gegnet der  Asymptote  ia  in  dem  endlichen  Punkte  t^,. 
Sämtliche  Schmiegungsebenen  |  der  kubischen 
parabolischen  Hyperbel  enthalten  als  Kegelschnitte 
g(ä|  Hyperbeln,  mit  Ausnahme  der  einzigen  Schmi' 
gungsebeue  ß,  welche  eine  Parabel  (?''*'  enthält. 
Die  Mittelpunkte  sämtlicher  Hyperbeln  |'^'  liegen 
auf  einer  Parabel  (i'-^^  in  der  Schmiegungsebene  ß 
und  die  beiden  Parabeln  ^*^'  und  ß^^^  haben  ein* 
reelle  doppelte  Berührung  einmal  in  dem  end' 
liehen  Punkte  to,  in  welchem  sie  von  der  Schnitt- 
linie \aß\  berührt  werden,  und  zweitens  in  dem 
unendlich -entfernten  Punkte  b^,  nach  welchem 
beide  Parabelaxen  hingehen. 

Wir  bemerken  noch,  dafs  wenn  wir  von  einem  beliebigen 
Punkte  c  der  kubischen  parabolischen  Hyperbel  den  Kegel 
oi^>  durch  dieselbe  legen,  die  Ebene  [of^]  allemal  eine  Be- 
riihrungsebene  desselben  sein  mufs,  dessen  Berührnngsstrahl 
|o6„|  ist;  die  mit  der  Ebene  [ui^]  parallele  Ebene  ft  oder  ß  wird 
also  von  dem  Kegel  j)'^'  allemal  in  einer  Parabel  geschnitten, 
deren  unendlich-entfernter  Punkt  derselbe  b^  bleibt,  also: 

Sämtliche  Kegel  ü<^',  welche  durch  eine  kubi- 
sche parabolische  Hyperbel  gelegt  werden  können, 
schneiden  die  Schmiegungsebene  ß  (oder  ft)  in  Pa- 
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rabelu,     welehii     denselben     uueiidlicli- entfernten 
Punkt  (bj  haben. 

Ea  bleibt  jetzt  nur  noch  die  Untersuchung  der  allgemeinen 
kubischen  Hyperbel  übrig,  welche  drei  getrennt  liegende  unend- 
liclientf ernte  Punkte  a^  6^  c^  besitzt;  wir  bestimmen  zunächst 
die  Gerade  ffl,  nämlich  die  harmonische  Polare  des  Punktes 
e*  in  Bezug  auf  das  Dreieck  a„  !j^  c„,  wo  c"  den  Durcli- 
sehnittspunkt  der  drei  Sehmiegungsebenen  a  ß  y  der  Punkte 
a^  b„  c^  bezeichnet;  c"  mufs,  wie  wir  wissen,  in  i^  liegen. 
Die  Gei-ade  f/1  ist  die  Äxe  einer  elliptischen  Ebeneninvo- 
lution, deren  reelle  Konstruktion  oben  gegeben  ist  (S.  282} ; 
sie  vertritt  die  beiden  konjugiert-ima^nären  Sehmiegungs- 
ebenen, welche  durch  ff"  gehen;  die  kubische  Hyperbel 
hat  also  keine  zwei  parallelen  Sehmiegungsebenen.  Wenn 
aber  irgend  eine  Schmiegungsebene  |  der  Geraden  gT  in 
einem  Punkte  f""  begegnet  und  die  Ebeneninvolution  </" 
in  einer  elliptischen  Strahleninvolution  achneidet,  so  vertritt 
dieselbe  das  konjugiert-imaginäre  Tangentenpaar,  welches  sich 
aus  x"  all  den  Kegelschnitt  g'^'  legen  läfst.  Hieraus  folgt, 
dafs  der  Kegelschnitt  |'^*  notwendig  eine  Hyperbel  sein  mufs, 
denn  ein  Kegelschnitt,  an  welchen  aus  einem  im  endlich- ent- 
feriiten  Punkte  seiner  Ebene  zwei  konjugiert-imaginäre  Tan- 
genten gehen,  mufs  immer  eine  Hyperbel  sein,  weil  durch  jeden 
unendlich-entfernten  Punkt  in  der  Ebene  einer  Ellipse  oder  Pa- 
rabel ein  reelles  Tangentenpaar  geht.  Wir  schliefsen  hieraus, 
dafs  die  Kegelschnitte  5'^',  welche  in  allen  Sehmiegungsebenen 
einer  kubischen  Hyperbel  enthalten  sind,  notwendig  Hyperbeln 
sein  müssen.  Die  Mittelpunkte  dieser  Hyperbeln  liegen,  wie  wir 
wissen,  auf  einem  Kegelschnitte  fi*^'  in  derjenigen  Ebene  (i 
durch  5*,  welche  in  der  bekannten  elliptischen  Ebeneninvo- 
iution  3*  zu  der  gegebenen  Ebene  e^  konjugiert  ist,  d.  h. 
von  den  beiden  Potenzehenen  dieser  Ebeneninvolution  gleich 
weit  absteht,  indem  alle  parallel  sind  {durch  j/^  gehen).  Da 
unter  den  Hyperbeln  |'^*  niemals  eine  Parabel  vorkommen 
kann,  weil  sonst  von  einem  Punkte  j:  der  ^"  ein  reelles  Tan- 
gentenpaar an  den  Kegelschnitt  |<^'  möglieh  wäre,  so  kann 
auch  kein  Punkt  des  Mittelpunktkegelsclinittes  ft'ä>im  Unend- 
lichen liegen;  dieser  mufs  daher  eine  Ellipse  sein.  Wir  haben 
also  folgendes  Ergebnis: 
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Die  kubische  Hyperbel  liat  keine  zwei  iJaralleleu 
Schmiegungsebenen,  Die  sämtlichen  in  denSchmie- 
gungsebenen  enthaltenen  Kegelschnitte  |*^l  sind 
Hypei'beln;  ibre  Mittelpunkte  liegen  auf  einer 
ebenen  Ellipse.  Die  Ebene  dieser  Ellipse  steht 
gleich  weit  ab  von  den  beiden  Potenzebenen  der- 
jenigoü  Ebeneninvolution,  deren  Axe  ^"  ist,  die- 
jenige Gerade  in  der  unendlich-entfernten  Ebene, 
durch  welche  zwei  honjugiert-imaginäre  Schmie- 
gungsebenen der  kubischen  Hyperbel  gehen,  die 
durch  die  elliptische  Ebenetiinvolution  vertreten 
werden. 

Jede  Ebene  durch  gl  mul's,  wie  wir  wissen  (S.  292),  der 
kubischen  Hyperbel  in  drei  reellen  Punkten  begegnen,  weil 
g'^  die  Durch schnittsiinie  zweier  konjugiert-imaginären  Schmie- 
gungsebenen derselben  ist;  insbesondere  wird  also  auch  die 
Ebene  (i  der  Miüelpimktseilipse  die  kubische  Hyperbel  in 
drei  reellen  Punkten  treffen.  Verbinden  wir  irgend  einen 
Punkt  0  der  kubischen  Hyperbel  mit  sämthchen  Punkten 
derselben  durch  Strahlen,  so  bilden  diese  einen  Kegel  o'^'; 
die  Ebene  durch  i>  und  </"  ,  welche  der  Ranmkurve  auf'ser 
in  0  in  zwei  reellen  Punkten  begegnet,  wird  den  Kegel  ü(^> 
in  einem  reellen  Strahlenpaar  schneiden  müssen,  also  wird 
die  mit  ihr  parallele  Ebene  /i  offenbar  den  Kegel  o<^^  in 
einer  Hyperbel  schneiden,  d,  h. : 

Sämtliche  Kegel  iji^',  welche  durch  eine  kubi- 
sche Hyperbel  gelegt  werden  können,  schneiden 
die  Ebene  [i,  der  Mittelpunktsellipse,  (aI^>,  in  Hy- 
perbeln, welche  durch  drei  reelle  Punkte  gehen. 

§  39.    Durchmesaer  einer  Baumkurve  dritter  Ordnung. 

Wir  haben  oben  (S.  263)  unter  den  Hyperboloiden,  welche 
durch  eine  Raumkurve  3.  0.  gelegt  werden  können,  solche 
hervorgehoben,  die  als  Erzeugnis  zweier  projektivischen 
Ebenenbüschel  auftreten,  deren  Axen  zwei  Tangenten  ta  und 
^6  in  zwei  beliebigen  Punkten  a,  I)  der  Raumkurve  sind,  und 
deren  je  zwei  entsprechende  Ebenen  durch  einen  veränder- 
lichen Punkt  V  der  RaumkuiTe  gehen;  in  zwei  solchen  Ebenen- 
büscheln  entsprechen  insbesondere  den  Ebenen: 
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[t^h]    und    [ko.'] 
die  Sc  hmiegunga  ebenen : 

Tf     iiüd     ifl , 

welche  durch  die  Tangenten  t^  und  („  gehen ;  die  Schnittlinien : 

|l(,,   [*al)]|  =^6 

sind  daher  zwei  Erzeugende  derjenigen  Regelschar  des  Hyper- 
boloids, von  welcher  jeder  Strahl  der  Raumkurve  nur  in  einem 
Punkte  begegnen  kann.  Alle  Er/.eugendeu  der  andern  Regel- 
schar,  welche  der  Raumkurve  in  je  zwei  Punkten  begegnen 
(Sekanten  sind),  müssen  daher  (/„  und  tfi,  treifen  und  zwei 
projektiv! sehe  Punktreihen  auf  ihnen  ausschneiden. 

Wir  wissen  ferner  (8,  235),  wenn  wir  auf  einem  durch 
eine  Eaumkurve  C'  gelegten  Hyperboloid  diejenige  Eegel- 
schar  auffassen,  deren  Erzeugende  der  Eaumkurve  in  je  zwei 
Punkten  begegnen,  und  wir  dieselben  mit  irgend  einer  festen 
Sekante  |ab|  dei  Eaumkurve  verbinden,  dafs  die  dadurch 
erhaltenen  Ebenenpaaie  eine  Involution  bilden.  Diese  Elienen- 
involution  i&fc  in  un&eiem  Falle  eine  hyperbolische,  deren 
Doppelebenen 

[b^„]    und    [atb] 
sind ,    folglich    werden    auf  jeder    Sekante    der    Eaumkurve, 
■welche  {/„   und  gt,    trifit,    die    beiden  Treffpunkte   durch  die 
beiden  Punkte  der  Raumkurve  harmonisch  getrennt. 

Wenn  es  nun  insbesondere  gelingt,  die  Punkte  a  und  b 
auf  der  Eaumkurve  C^l  so  zu  wählen,  dafs  eine  von  den 
beiden  Geraden  ß„  oder  i/i,  ganz  in  die  Unendlichkeit  gelangt, 
dann  mufs  die  andere  die  Eigenschaft  besitzen,  dafs  die 
durch  ihre  Punkte  gehenden  Sekanten  der  Eaumkurve  in 
diesen  Punkten  halbiert  werden;  eine  solche  Gerade  kann  in 
gewissem  Sinne  ein  Durchmesser  der  Raumkurve  ge- 
nannt werden,  weil  ihre  Punkte  die  Mitten  för  die  Sekanten 
sind,  welche  durch  dieselben  gehen;  die  Sekanten  selbst 
bilden  ein  hyperbolisches  Paraboloid  (§  29),  auf  welchem 
die  Eaumkurve  liegt. 

Der  gesuchte  besondere  Fall  bietet  sich  unmittelbar  dar 
bei  der  kubischen  Parabel,  deren  unendlich-entfernter  Punkt 
a„  zur  Schmiegungsebene  die  unendlich-entfernte  Ebene  a^  hat. 
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Nyhuieii  wir  bei  der  kubiaclien  Parabel  fttr  a  den  iineiidlicli- 
entferateu  Puniit  a„,  so  wird  tß  =  a^,  und,  da  ga  ii  ^a  l'^gti 
_so  geht  die  ganze  Gerade  g^  in  die  Unendlichkeit;  für  Ij 
können  wir  einen  beliebigen  im  Endlichen  liegenden  Punkt  der 
kubischenParabel  wählen;  wir  erhalten  dadm^ch  folgenden  Satz : 

Wenn  wir  in  einem  beliebigenPunkte  i  der  ku- 
bischen Parabel  die  Schmiegtingsebene  legen  und 
dieselbe  schneiden  lassen  von  derjenigen  Ebene, 
welche  h  mit  der  Tangente  t^  in  dem  unendlich- 
entfernten Punkte  der  kubischen  Parabel  verbin- 
det, so  ist  die  Durehsehnittslinie  </&  allemal  ein 
Durchmesser  der  kubischen  Parabel,  d.  h.  die  durch 
jeden  Punkt  der  Geraden  g^  gehende  Sekante  der 
kubischen  Parabel  wird  in  diesem  Punkte  halbiert. 

Alle  solche  Sekanten  bilden  eine  Regelschar  eine^  hyper- 
bolischen Paraboloids,  welches  durch  die  Eaumkurve  und  die 
beiden  Tangenten  (^  und  tu  gelegt  werden  kann,  und  be- 
gegnen deijenigen  Geraden  g^,  in  welcher  die  durch  den  Punkt 
a„  der  kubischen  Pai'abel  \md  tu  gelegte  Ebene  die  unendlich- 
entfernte  Ebene  s^  sehneidet.  Verändern  wir  den  Punkt  b 
auf  der  kubischen  Parabel,  so  bleiben  die  Durchmesser,  deren 
jeder  duich  einen  Punkt  der  kubischen  Parabel  geht,  parallel 
der  Stellung  einer  Ebene,  deren  unendlich-ontfenite  Gerade 
die  feste  Tangente  f^  in  dem  unendlich-ejitfernten  Pinikte 
der  kubischen  Parabel  ist. 

Suchen  wir  aber  bei  den  übrigen  Gattungen  der  Raiim- 
kurve  3.  0.  zwei  solche  Punkte  a  und  b  auf,  dafs  von  den 
beiden  Hti'ahlen: 

\^b,  [b^aJI  =  gt 
einer  in  die  Unendlichkeit  geht  und  der  andere  im  Endlichen 
bleibt,  d.  h.  ein  Durchmesser  wird,  so  mufs  notwendig,  wenn 
der  Strahl  g„  in  die  Unendlichkeit  gehen  soll,  der  Punkt  a, 
welcher  auf  ihm  liegt,  auch  ein  unendlich-entfernter  Punkt 
sein  und  der  Raumkurve  angehören.  Nehmen  wir  also  dem- 
nächst die  kubische  parabolische  Hyperbel,  welche  einen 
unendlich-entfernten  Punkt  a„  und  zwei  zusammenfallende 
unendlich-entfernte  Punkte  i^^c«,  hat,  so  können  wir  (S.  311) 
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zwei  Cyliiider  durch  dieselbe  legen;  der  eine,  welcher  a^ 
zum  Mittelpunkt  hat,  ist  ein  parabolischer,  enthält  einen  im 
Endlichen  verlaufenden  CylinderstrahHa ,  die  Tangente  in  a^ 
oder  Asymptote,  und  eine  Berührungaebene  längs  desselben 
ro,  die  im  Endlichen  liegende  Schmiegungsebene  von  n^; 
der  Beröhrongsstrahl  in  der  unendlich-entfernten  Ebene  s^ 
des  parabolischen  Cylinders  ist  die  Gerade  |fi„l3^|-  In  der 
Ebene  e„  geht  durch  h^  eine  Gerade  t^ ,  die  Tangente  des 
Punktes  Ij^,  und  durch  dieselbe  geht  eine  im  Endlichen  ver- 
laufende Ebene  r^,  die  Schmiegungsebene  in  lj„.  Zweitens 
geht  durch  die  kubische  parabolische  Hyperbel  ein  hyper- 
bolischer Cylinder,  welcher  ü^  zum  Mittelpunkt  hat;  die 
beiden  unendlich-entfernten  Cyünderstrahlen  dieses  hyperboli- 
schen Cylinders  sind  f^^  und  jb^ja^l.  Durch  sie  gehen  also 
die  beiden  Asymptotenebenen  des  Cylinders,  von  denen  die 
eine  t^  ist,  weil  sie  Beruhruugsebene  des  Cylinders  längs  des 
CyHnderstrahls  C  ist,  und  die  andere  [£)„(„]  ist,  weil  sie  Be- 
rühnmgsebene  des  Oylindeiis  langa  des  Cylinder strahls  |b^a^| 
ist;  beide  Ebenen  liegen  im  Endlichen  und  schneiden  sich 
in  einer  Geraden,  welche  eine  Hauptaxe  des  hyperbolischen 
Cylinders  ist. 

Nehmen  wir  nun,  zurttckkehrend  zu  der  ursprünglichen 
Frage,  für  einen  der  beiden  gesuchten  Punkte  a  und  6  den 
Punkt  a^,  und  soll  (/a  in  die  Unendlichkeit  gehen,  dann  muis 
die  Ebene  [ci^h']  für  einen  noch  unbekannten  Punkt  h  der 
Raumkurve  mit  der  Ebene  !„  parallel  sein;  beide  sind  aber 
Berührungsebenen  eines  parabolischen  Cylinders  n^',  und  r,,  ist 
eine  im  Endlichen  verlaufende  BerUbrungsebene  desselben; 
folglich  mufs  [a^(b]  die  unendlich-entfernte  Berührun^ebene 
*«  "^^s  parabolischen  Cylinders  sein,  mithin  b  =:  b^.  In 
diesem  Falle  müssen  also  beide  gesuchten  Punkte  die  unend- 
lich-entfernten Punkte  a„  und  fc„  der  kubischen  parabolischen 
Hyperbel  sein,  und  für  gf,  erhalten  wir  eine  endliche  Gerade, 
nämlich  die  Schnittlinie  der  Schmiegungsebene  t^  mit  der- 
jen^en  Ebene,  welche  durch  die  endliche  Asymptote  t^  und 
ti^  gelegt  werden  kann,  d.  h.  nach  dem  Obigen  die  im  End- 
lichen verlaufende  Hauptaxe  des  hyperbolischen  Cylinders, 
welcher  durch  die  kubische  parabolische  Hyperbel  gelegt 
werden  kann. 
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Nehmen  wir  dagegen  zweitens  für  einen  der  beiden  ge- 
suchten Punkte  a  und  6  den  Punkt  6„  =  &  nnd  verlangen, 
dafs  gt,  in  die  Unendlichkeit  gehe,  so  müfate  die  Ebene  [b^taj 
mit  der  Ebene  Tt  parallel  werden,  wo  i^  einen  noch  unbe- 
kannten Punkt  der  Raumkurve  bezeichnet.  Von  diesen  beiden 
Ebenen  ist  aber  die  letztere  eine  Asymptotenebene,  die  erstere 
eine  Berührungsebene  des  hyperboKseheu  Cylinders  i>*^\  und 
keine  ßerilhrungsebene  kann  mit  einer  Asymptoten  ebene 
parallel  laufen,  aul'ser  letztere  seibat;  es  mUfste  daher  a  mit 
ti^  zusammenf allen,  was  zu  einem  illusoriachem  Ergebnis  führt. 

Wir  haben  also  hier  folgendes  Resultat: 

Die  kubische  parabolische  Hyperbel  hat  nur 
einen  reellen  Durchmesser,  d.  h.  eine  solche  Ge- 
rade (gi,),  von  welcher  jeder  Punkt  die  Mitte  der 
Sekante  ist,  die  sich  von  ihm  aus  durch  die  Raum- 
kurve legen  läfst.  Dieser  Durchraeaser  ist  die 
Schnittlinie  der  beiden  Aaymptotene heuen  des- 
jenigen hyperbolischen  Ojlinders,  welcher  allein 
durch  die  parabolische  Hyperbel  sich  legen  läfst. 
Die  sämtlichen  Sekanten  der  Raumkurvc,  welche 
durch  diesen  Durchmesser  halbiert  werden,  laufen 
parallel  der  endlichen  Schmiegungsebene  (Cn)  in 
dem  einfachen  unendlich  -  entfern  ton  Punkte  der 
kubischen  parabolischen  Hyperbel  oder  der 
Schmiegungsebene  durch  die  einzige  Asymptote 
der  Raumkurve. 

Erörtern  wir  jiun  die  vorliegende  Frage  für  den  Fall 
der  kubischen  Ellipse,  auf  welcher  zwei  Punkte  a  und  t  so 
zu  ermitteln  sind,  dals  von  den  beiden  Geraden: 

]'..  [af.]l-i/. 

\'„  LHJ!-ft 
die  eine  ganz  in  die  Unendlichkeit  geht;  sei  dieselbe  <;„,  so 
mufs  a  =  aj„  der  einzige  reelle  ^unendlich  •  entfernte  Punkt 
der  kubischen  Ellipse  sein;  er  ist  der  Mittelpunkt  des  (ein- 
zigen) elliptischen  Cylinders,  welcher  sich  durch  die  kubische 
Ellipse  legen  läfst;  die  Tangente  der  kuhischen  Ellipse  im 
Punkte  a„  ist  ein  Cylinderstrahl  („,  und  die  Berührungsebene 
des  Cylinders  längs  dieses  Strahles  ist  Tg,    dieSchmiegungs- 
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ebene  in  a„.  Da  g^  gana  in  die  Unendlichkeit  gehen  soll, 
so  mufs  die  Ebene  [ii^is]  mit  ^a  parallel  sein;  die  Ebene 
[o^  4]  ist  aber  eine  Berübrungsebene  des  Cylinders ,  weil  sie 
dureb  eine  Tangente  tt  in  einem  noch  unbekannten  Punkte 
t  der  ßaunikurve  geht.  Es  giebt  zu  ta  nur  eine  parallele 
Berührungs ebene  des  (Jylinders;  diese  berührt  längs  des  dia- 
metral zu  (a  liegenden  Cylinderstrahles,  und  dieser  Cylinder- 
atrahl  kann  der  Raumkurve  (aufser  in  a«)  nur  noch  in  einem 
einzigen  Punkte  Ij  begegnen.  Dadurch  ist  der  Punkt  b  ge- 
funden; die  Tangente  ti,  mufs  in  der  zu  la  parallelen  Be- 
rührungsebene des  Cylinders  liegen,  welcher  allein  durch  die 
kubische  Ellipse  gelegt  werden  kann.  Wir  können  aber  den 
Punkt  6  auch  noch  anders  bestimmen. 

Denken  wir  uns  nämlich  in  Ij  die  Schmiegungeebene  rs 
konstruiert,  welcbe  durch  %  geht,  so  schneidet  sie  tu  in  einer 
zu  is  parallelen  Geraden  (b,  also  ^t^l^a^tl-  Die  Schnitt- 
linie zweier  Schmiegungsebenen  einer  Raumkurve  berührt 
immer  die  beiden  Kegelschnitte,  welcbe  in  diesen  Schtnie- 
gungsebenen  enthalten  sind.  Nennen  wir  den  in  der  Ebene 
r&  enthaltenen  Kegelschnitt  /5^^',  so  sind  i^  und  h  zwei  par- 
allele Tangenten  des  Kegelschnitts  /S'^^;  die  eine  tb  berührt 
ihn  in  b,  die  andere  in  demjenigen  Punkte  der  Schnittlinie 
|t„I(,|,  in  welchem  die  Tangente  des  Punktes  a„,  d.  h.  die 
Gerade  (q  ihr  begegnet;  der  Schnittpunkt  [Tita]  =  V  ist  also 
der  Berührungspunkt  mit  t\.  Die  Verbindungslinie  |bt)'|  ist 
ein  Durchmesser  des  Kegelschnitts  /5'3*,  die  Mitte  in  zwischen 
^b'  der  Mittelpunkt  desselben.  Betrachten  wir  ferner  den 
Kegelschnitt  «'*',  welcher  in  der  Seh miegungs ebene  t,,  ent- 
halten ist;  da  derselbe  durch  !x^  gebt,  so  ist  er  eine  Hyperbel 
und  die  Tangente  in  a«,,  d.h.  t^,  eine  Asymptote  derselben; 
andererseits  berührt  die  Hyperbel  «1^'  die  Schnittlinie 
|ir,ir6|^4'  iii  demjenigen  Punkte,  in  welchem  die  Tangente 
h  sie  schneidet;  (^  und  t{,  sind  aber  parallel,  folglieh  Hegt 
der  Berührungspunkt  im  Unendlichen,  also  ist  t'i  die  zweite 
Asymptote  der  Hyperbel  ß'^';  beide  Asymptoten  schneiden 
sich  in  ihrem  MitteJpunkt;  folglich  ist  it'  =  (taßi)\  der  Mittel- 
punkt der  Hyperbel  k<^'.  Wir  haben  also  als  Mittelpunkte 
der  beiden  in  den  Schmiegungsebenen  r^  und  T6  enthaltenen 
Kegelschnitte  die  Punkte   b'  und   m   gefunden.     Nun  wissen 
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wir,  dai's  die  Mittelpunkte  aller  in  den  i 
enthaltenen  Kegelschnitte  auf  einem  bestimmten  Mittelpunkts- 
kegelschnitte ft'^*  liegen;  die  Ebene  jt  dieses  Kegelschnitts 
geht  also  auch  hier  durch  die  Punkte  m  und  b',  enthält  also 
diese  Gerade  ganz,  folglich  auch  den  Punkt  6,  für  welchen 
li'm  =  m&  ist.  Andererseits  wissen  wir,  dafs  die  Ebene  ft, 
welche  bei  der  kubischen  Ellipse  die  Mittelpunkte  aller  in 
den  Schmiegungsebenen  der  Raumkurve  enthaltenen  Kegel- 
schnitte auf  einer  Hyperbel  fi'^'  enthält,  der  Etaumkurve  nur 
in  einem  einzigen  reellen  Punkte  begegnen  kann,  weil  sie  durch 
die  Schnittlinie  ^'J  zweier  reellen  Schmiegungsebenen  der- 
selben geht;  folglich  ist  der  Punkt  1)  der  kubischen  Ellipse 
derjenige,  in  welchem  die  Mittelpunktsebene  [i  ihr  begegnet. 

Die  beiden  gesuchten  Punkte  a„  und  b  sind  demnach 
ermittelt,  und  die  Gerade  gj,,  welche  Durchmesser  der  kubi- 
schen Ellipse  wirdj  ist  die  Schnittlinie  von  re  mit  [hta],  d.  h, 
der  Durchmesser  |ljb'|  des  Kegelschnitts  ß*'^\  Wir  können 
daher  folgendes  Resultat  aussprechen; 

Die  kubische  Ellipse  hat  einen  reellen  Durch- 
messer, welcher  durch  denjenigen  Punkt  i  der- 
selben geht,  in  dem  sie  getroffen  wird  von  der 
Ebene  [i,  die  gleichweit  absteht  von  den  beiden 
parallelen  Schmiegungsebenen  der  kubischen  El- 
lipse. Dieser  Durchmesser  ist  zugleich  der  durch 
h  gehende  Durchmesser  der  ebenen  Ellipse  /J*^, 
welche  in  der  Schmiegungsebene  ß  des  Punktes  6 
enthalten  ist.  (Wir  können  den  gesuchten  Durchmesser  auch 
finden  als  die  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte,  in  weichen 
die  Ebene  /i  der  kubischen  Ellipse  und  ihrer  Asymptote 
tt,  begegnet.)  Alle  Sekanten  der  kubischen  Ellipse, 
welche  diesem  Durchmesser  begegnen,  werden  in 
den  Treffpunkten  halbiert  und  laufen  parallel  der 
Schmieguugsebene  in  dem  einzigen  unendlich-ent- 
fernten Punkte  der  kubischen  Ellipse;  sie  bilden 
eine  Begelschar  eines  durch  die  kubische  Ellipse 
gehenden   hyperbolischen   Paraboloids. 

Bei  der  kubischen  Hyperbel  endlich  wiederholt  sieh  der- 
selbe Vorgang,  welcher  soeben  beschrieben  ist,  dreimal;  die 
kubische  Hyperbel  hat  drei  reelle  unendlich -entfernte  Punkte 
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Ci»&a,Cicj  jeder  derselben  ist  der  Mittelpunltt  eines  hyperbo- 
lischen Cylinders,  welcher  durch  die  kubische  Hyperbel  geht, 
und  auf  jedem  Cyliiicler  liegt  eine  Asymptote  t^  t^  %.  Die 
vorige  Betrachtung  ist  ihrem  Wesen  nach  völlig  unabhängig 
davon,  ob  der  durch  die  Raumkurve  gehende  Cylinder  ein 
elliptischer  oder  hyperbolischer  ist;  ihr  Ergebnis  bleibt  also 
für  die  kubische  Hyperbel  in  gleicher  Weise  bestehen;  nur 
erhalten  wir  hier  in  der  Mittelpunktsebene  jt  drei  Durch- 
schnittspunkte  cij,  \  c«  mit  der  kubischen  Hyperbel ,  und  es  ist 
noch  die  Zusammengehörigkeit  je  eines  dieser  drei  Punkte 
mit  einem  der  drei  unendlich -entfernten  Punkte  (!„&„  c„  oder 
mit  einem  der  drei  hyperbolischen  Cylinder  zu  ermittelö, 
welche  durch  die  kubische  Hyperbel  gehen.  Diese  Zusammen- 
gehörigkeit wird  dadurch  ermittelt,  dals  wir  uns  der  oben 
gefundenen  Eigenschaft  erinnern,  wonach  einer  der  drei  Punkte 
z,  B.  cio  zur  Schmiegungs ebene  a  hat,  und  in  derselben  der 
Kegelschnitt  «1^'  enthalten  ist,  ferner  durch  den  Punkt  o^ 
nur  ein  einziger  bestimmter  Durchmesser  dieses  Kegelschnitts 
«•^'  geht  und  dieser  Durchmesser  der  Asymptote  eines  be- 
stimmten unendlich -entfernten  Punktes  a„  der  kubischen 
Hyperbel  begegnet;  zu  dem  Punkte  a,,  gehört  also  der  be- 
stimmte Punkt  ci^,  zu  6(1  ..  .  bojf  zu  c,,  .  . .  z^,-  Wir  haben 
also   folgendes  Resultat: 

Die  kubische  Hyperbel  hat  drei  reelle  Durch- 
messer, welche  in  derjenigen  Ebene  ft  liegen,  die 
sämtliche  Mittelpunkte  der  in  den  Schmieguugs- 
ebenen  enthaltenen  Kegelschnitte  auf  einer  El- 
lipse liegend  hat.  DioEbene  f*  begegnet  der  kubi- 
schen Hyperbel  in  drei  reollen  Pnnkten  n,,  &„  c^  und 
den  drei  Asymptoten  derselben  in  drei  Punkten 
a,  6)  CjS  die  drei  gesuchten  Durchmesser  sind  die 
Verbindungslinien  |aoa,  I,  Ibot;  |,  |C|,C]|.  Die  Zusammen- 
gehörigkeit der  "Punkte  %  und  ci,,  6,,  und  &,,  Cg  und  c, 
ist  aber  folgende:  der  Punkt  a.„  der  kubischen  Hy- 
perbel hat  eine  bestimmte  Schniiegungaebene  k,,, 
in  der  eine  gewisse  Hyperbel  «'g^*  enthalten  ist,  die 
von  den  Durch  sehn  ittslinien  mit  allen  übrigen 
Schmiegungsebenen  umhüllt  wird.  Diese  ebene 
Hyperbel  af^   hat  einen   bestimmten   Durchmesser, 
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welcher  durch  a^  geht,  und  dieser  ist  die  Gerade 
lOnnil,  welche  der  Asymptote  t,  in  dem  Punkte  a,, 
dem  zweiten  Endpunkte  dieses  Durchmessers  be- 
gegnet. 

Wir  können  die  im  Vorhergehenden  behandelte  Frage 
auch  noch  von  einer  andern  Seite  beleuchten  'und  wollen 
hierbei  nur  an  den  Fall  der  kubischen  Hyperbel  anknüpfen, 
welcher  als  der  allgemeinste  angesehen  werden  kann;  denn 
sobald  von  den  im  allgemeinen  getrennt  liegenden  drei  unend- 
lich-entfernten Punkten  a^ttoC«,  entweder  zwei  zusammenfallen 
oder  konjugiert  -  imaginSr  werden  oder  alle  drei  zusammen- 
fallen ,  geht  aus  der  kubischen  Hyperbel  die  kubische  para- 
bolische Hyperbel  oder  die  kubische  Ellipse  oder  die  kubische 
Parabel  hervor. 

Der  Durchmesser  |  Cio  öi  1  >  dessen  Punkte  die  durch  dieselben 
gehenden  Sekanten  der  Raumkurve  halbieren,  geht  durch  den 
Punkt  Hf,  derselben  und  enthält  weiter  keinen  Punkt  der  Raum- 
kurre.  Durch  diesen  Strahl  Iflofil  ^^^  ^^^  Raumkurve  läl'st 
sich  also  (S.  233)  nur  ein  einziges  Hyperboloid  legen,  und  wir 
erhalten  dasselbe,  indem  wir  um  la^  n,  |  eine  veränderliche  Ebene 
drehen,  welche  allemal  aus  der  Raumkurve  eine  (nicht  durch 
Ofl  gehende)  Sekante  ausschneidet;  diese  sämtlichen  Sekanten 
sind  die  Erzeugenden  einer  Regelschar  jenes  Hyperboloids; 
nun  giebt  es  eine  besondere  Ebene  durch  Icio^ii  ^^^  'm  ^^^ 
Asymptote,  welche  in  a^  die  Raumkurve  berührt;  folglich 
ist  (n  eine  Erzeugende  unsres  Hyperboloids;  ferner  liegt  |Ooai  [ 
in  der  Schmiegungsebene  k^,  im  Punkte  a,,  der  Raumkurve, 
folglich  ist  die  Taugente  tf,  im  Punkte  >Xq  der  Raumkurve 
eine  zweite  Erzeugende  unsres  Hyperboloids.  Wir  können 
nunmehr  dasselbe  Hyperboloid  auch  durch  zwei  Ebenenbüschel 
erzeugen,  welche  ta  und  t^,  zu  Axen  haben  und  nach  den 
Punkten  der  Raumkurve  gehen.  Verbinden  wir  ta  und  („  mit 
dem  Punkte  a„  der  Raumkurve,  so  erhalten  wir  die  Schmie- 
gungsebene ifl  parallel  mit  der  Ebene  [^a^,],  folghch  ist  die 
unendlich-entfernte  Gerade  der  Ebene  tf,  eine  Erzeugende 
unseres  Hyperboloids,  d.  h.  dasselbe  ist  ein  hyperbolisches 
Paraboloid,  wie  wir  schon  oben  eingesehen  haben.  Da  das 
liyperbolische  Paraboloid  die  unendlich  -  entfernte  Ebene  in 
zwei  Erzeugenden  aus  je   einer  Regelschar  schneiden   mufs, 
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von  denen  wir  erst  eine  kennen  durch  a.„,  so  mufa  die  andere 
eine  nicht  durch  a^  gehende  Sekante  der  Eaumkurve  sein, 
d.h.  die  Verbindungslinie  |6a,Ca,|,  denn  es  giebt  weiter  keine 
Sekante  der  Art  in  s^.  Wir  können  also  jetzt  iu  noch  ein- 
facherer Art  das  hyperbolische  Paraboloid  konstruieren,  für 
welches  die  ßegelschar  von  Erzeugenden,  weiche  der  Ranm- 
kurve in  je  zwei  Punkten  begegnet,  ihre  Mittelpunkte  auf 
einer  Geraden  hat: 

Wenn  n„  6»  i'„  die  drei  unendlich  -  entfernten 
Punkte  einer  Raumkurve  3,  0.  sind  und  man  die 
Tangente  in  a„  (Asymptote  („)  zieht,  so  läCst  sich 
durch  ta  und  die  Verbindungslinie  |6bC^|  nur  ein 
hyperbolisches  Paraboloid  legen,  auf  welchem  die 
Raumkurve  verläuft.  Die  Schar  Erzeugender  dieses 
Paraboloid s,  welche  der  Raumkurve  in  je  zwei 
Punkten  begegnet,  hat  die  Mittelpunkte  dieser 
Sekanten  auf  einer  Geraden  (Durchmesser),  welche 
der  andern  Regelschar  des  Paraboloids  angehört 
und  der  Raumkurve  nur  in  einem  Punkte  (a,)) 
begegnet. 

Wir  können  nunmehr  auch  leicht  a  posteriori  zu  den 
oben  gefundenen  Resultaten  zurückgelangen.  Das  durch  die 
beiden  Ebeneubüschel  mit  den  Axen  t^  und  |6„Ca|  erzeugte 
hyperbolische  Paraboloid  hat  als  ein  besonderes  Paar  ent- 
sprechender Ebenen  die  Ebene  [bajC»n^]  =  *»  und  To  ,  also 
ist  die  unendlich -entfernte  Gerade  der  Schmiegungsebeae  t, 
eine  Erzeugende  des  Paraboloids;  wir  nennen  sie  g^.  Wenn 
wir  zu  den  beiden  Punkten  lj„  c«  und  dem  Schnittpunkte 
dieser  Geraden  mit  Tn  den  zugeordneten  vierten  harmonischen 
Punkt  aufsuchen,  so  geht  diirch  denselben  eine  einzige  be- 
stimmte Erzeugende  t/t,  der  andern  Regelschar  des  Parabo- 
loids, weiche  der  Raurakurve  nur  in  einem  einzigen  Punkte 
«D  begegnen  kann.  Ist  hierdurch  der  Punkt  a^  gefunden,  so 
können  wir"  uns  durch  die  Sekante  \o.^a^\  der  Raumkurve 
Ebenenpaare  gelegt  denken,  welche  durch  die  Punktepaare 
gehen,  in  denen  die  eine  Regelschar  des  Paraboloids  die 
Raumkurve  schneidet.  Diese  Ebenenpaare  müssen  eine  Ebenen- 
involution  bilden;  nun  ist  aber  das  Ebenenpaar  durch  b„  und 
Caj  ein  solches  der   Involution    angehöriges    und   die   Ebene 
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durch  #a  ist  eine  Asymptoten  ebene  der  Involution,  folglicli 
die  vierte  harmonische,  d.  h.  die  Ebene  durch  g^  die  andere 
Asymptotenebene;  diese  mufs  also  das  Paraboloid  in  einer 
Tangente  der  Raumkurve  aehueiden,  d.  h.  die  durch  cio 
gehende  Erzeugende  der  ersten  Regelschar  des  Paraboloids 
iat  eine  Tangente  t^  der  Raumkurve.  Hieraus  folgt  un- 
mittelbar, dafs  die  beiden  Geraden  g^  und  g^  alle  Erzeugende 
der  einen  Regelschar  des  Paraboloids  in  Punktepaaren 
treffen,  die  harmonisch  getrennt  werden  durch  die  Punkte- 
paare,  in  denen  diese  Regelschar  der  Raumkurve  begegnet; 
da  aber  g,^  ganz  im  Unendlichen  liegt,  so  enthält  g^,  die 
Mittelpunkte  aller  Sekanten  der  Raumkurve  auf  dem  hyper- 
bolischen Paraboloid. 

Es  ist  ersichtlich,  wie  die  vorige  Betrachtung  sieh  modi- 
fiziert, wenn  die  beiden  Punkte  \)^  und  c«,  zusammenfallen 
für  die  parabolische  Hyperbel  oder  konjugiert- imaginär  wer- 
den für  die  kubische  Ellipse.  Auch  erkennen  wir,  dafs  bei 
der  kubischen  Hyperbel  drei,  bei  der  kubischen  Ellipse  nur 
ein  hyperbolisches  Paraboloid  der  beschriebenen  Art  auftritt. 

In  dem  Bisherigen  ist  ein  h-vperbolisches  Paraboloid 
von  dei  Beschaffenheit  duich  eine  C  gelegt  worden,  dafs 
die  Regelöchar,  welche  dei  Raumkui\e  in  Puoktepaaren  be- 
gegnet, die  Mitten  ihiei  teekanten  auf  einer  Geraden  hat. 
Es  entsteht  abei  die  Frage,  ob  nicht  auch  Hyperboloide 
duich  die  Kaumkuive  gelegt  weiden  konneu,  deren  eine  Regel- 
schai  Sekanten  derselben  Art  auf  C"  ausschneidet;  solche 
lassen  sich  m  der  That  m  sehi  einfacher  Weise  ermitteln. 

Gehen  wir  wieder  von  dem  allgemeinsten  Falle  dreier 
unendlich -entfernter  Punkte  aab^iU  der  Raumkurve  C^^' aus, 
dann  giebt  es  einen  hyperbolischen  Cylinder,  welcher  a„  zum 
Mittelpunkt  und  |ci„&co|,  |iuc«,|  zu  zwei  unendlich -entfernten 
Cyl inderstrahlen  hat  (in  dem  Falle  der  kubischen  Ellipse 
werden  diese  beiden  konjugiert-imaginär  und  der  Cylinder 
ein  elliptischer).  Dieser  Cylinder  a'^'  hat  eine  bestimmte 
Hauptaxe  a,  welche  im  Endliehen  verläuft,  den  Polarstrahl 
der  unendlich  -  entfernten  Ebene  £^,  welche  durch  a„  geht. 
Jede  durch  a  gelegte  Ebene  schneidet  den  Cylinder  in  einem 
Paar  Parallelstrahlen,  welche  von  der  Hauptaxe  a  gleich 
weit  abstehen^,  und  dieses  Paar  Parallel  strahlen  enthält  mithin 
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zwei  Punkte  der  Baumkurve  C*'*,  deren  Verbindungslinie 
durch  a  halbiert  wird ;  drehen  wir  also  um  den  Strahl  a  eine 
Ebene,  so  schneidet  dieselbe  aus  der  ßaumkurve  C-^'  Sekanten 
aus,  deren  Mittelpunkte  sämtlich  auf  a  liegen  müssen.  Wir 
haben  dadurch  eine  Sekantenachar  der  Raumkurve  von  der 
verlangten  Art  gefunden,  i3ie  einen  Durchmesser  besitzt,  und 
erkennen  unmittelbar,  dafs  dieselbe  eine  Begelschar  eines 
Hyperboloids  bildet.  Denn  die  Gerade  a  Ut  eine  solche,  die 
der  Raumkurve  (P*  nur  in  dem  einzigen  Punkte  a:„  begegnet. 
Aus  dem  Früheren  (S.  233)  wissen  wir  aber,  dafs  durch  eine 
solche  Gerade  a  und  die  Raumkurve  nur  ein  einziges  bestimm- 
tes Hyperboloid  gelegt  werden  kann,  dessen  zweimal  schnei- 
dende Regelschar  erhalten  wird,  wenn  wir  um  a  eine  Ebene 
drehen  und  die  Paare  von  Schnittpunkten  dieser  Ebene  mit 
der  CHI  durch  Strahlen  verbinden.  Auf  diesem  Hyperboloid  ist 
a  eine  Erzeugende  der  andern  Regelschar,  welche  nur  in  einem 
Punkte  die  Raumkurve  trifft;  wir  können  leicht  die  zweite 
durch  a»  gehende  Erzeugende  der  ersten  Regelschar  ermitteln. 
Auf  dem  Cylinder  aj|)  giebt  es  nämlich  einen  ausgezeichneten 
Cy  linder  strahl  („,  die  Tangente  der  Raumkurve  am  Punkte  a^. 
Legen  wir  eine  Ebene  durch  a  und  f„,  d.  h.  die  Durchmesser- 
ebene  des  Cyiinders  durch  den  Strahl  („ ,  so  schneidet  sie  den 
Cylinder  in  einem  zu  tg  parallelen  Cy  und  erstrahl,  welcher  den 
Pnnkt  On  der  Raumkurve  enthält;  aus  der  Sekante,  welche  die 
Ebene  [ata]  herausschneidet,  wird  daher  die  Verbindungslinie 
jcion^l,  d.  h.  der  zu  ta  diametral  gegenüberstehende  Cylinder- 
strahl;  wir  haben  also  die  beiden  durch  a^  gehenden  Erzeu- 
genden des  Hyperboloids  gefunden,  und  da  beide  im  Endlichen 
verlaufen  (keiner  von  beiden  ganz  in  die  Unendlichkeit  fällt), 
so  kann  das  Hyperboloid  kein  hyperbolisches  Paraboloid  sein. 
Hiernach  l'äfst  sich  folgendes  Ergebnis  aussprechen: 
Die  (im  Endlichen  verlaufende)  Hauptaxe  a 
eines  durch  eine  Raumkurve  G"^  gelegten  Cylinders 
enthält  die  Mittelpunkte  sämtlicher  Sekanten  der 
Raumkurve,  welche  der  Geraden  ß  begegnen.  Diese 
Sekanten  selbst  bilden  eine  Regelschar  eines  Hy- 
perboloids. Bei  der  kubischen  Ellipse  giebt  es 
nur  eines,  bei  der  kubischen  Hyperbel  drei  solcher 
Hyperboloide. 
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Ob  sich  noch  andere  Hyperboloide"  durch  die  Raumkurve 
et»)  legen  lassen,  welche  die  gleiche  Eigenschaft  besitzen, 
geben  wir  dem  Leser  anheim  zu  untersuchen.  Wir  haben 
im  allgemeinen  sechs  Durchmesser  der  Raumkurve  gefunden, 
die  paarweise  zusammengehören,  nämlich  die  Durchmesser 
durch  Og  und  durch  a„,  ebenso  durch  \  und  t^,  durch  c" 
und  c«.  Zwei  paarweise  zusammengehörige  Durchmesser, 
wie  die  durch  a,,  und  a„  gehenden,  treffen  sich,  wie  wir  ge- 
sehen haben  in  einem  Punkte  m,  dem  Mittelpunkt  desjenigen 
Kegelschnitts,  welcher  in  der  Schmiegungs ebene  Kd  des  Punktes 
flg  enthalten  ist;  will  man  einen  solchen  Punkt  einen  Mittel- 
punkt der  kubischen  Raumkurve  nennen,  weil  sieh  in  ihm 
zwei  Durchmesser  der  Raumkurve  treffen,  so  hat  die  kubische 
Ellipse  nur  einen ,  die  kubische  Hyperbel  drei  reelle  Mittel- 
punkte. 
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Zweiter  Abschnitt. 

Die  projekti vischen  Gebilde  zweiter  Stufe  «nd  ilire 
Erzeugnisse. 


§  40.     Di©  vier  Grundgebilde  zweiter  Stufe  und  die  pro- 
jektivische  Beziehung  derselben:  kollineare  und  reziproke 

Beziehung.*) 
Während  bisher  nur  geometrische  Gebilde  von  einfach- 
unendlicher  Mannigfaltigkeit  in  Betracht  gezogen  worden  sind: 
das  ebene  Strahlen  bö  sc  hei,  die  gerade  Punktreihe,  das  Ebenen- 
bttschel,  und  während  bei  den  beiden  letzten  Gebilden  der 
Punkt  und  die  Ebene  als  veränderliches  Element,  die  Gerade 
als  Träger  aufgefalst  wurde,  wollen  wir  jetzt  zu  den  geo- 
metrischen Gebilden  von  doppelt- unendlicher  Mannigfaltig- 
keit übergehen,  indem  wir  den  Punkt  und  die  Ebene  selbst 
als  Träger  auffassen.  Hieraus  entstehen  vier  Grundgebilde 
zweiter  Stufe: 


*)  Von  den  diesen  Gegenstand  betreffenden  "Werken  sind  u.  a. 
!  horvorzubeboÄ;  F,  Seidowitz;  Darstellung  der  geometri- 
Echen  Verwandtsotaffcen  vermittelst  pi'ojektivischer  Gebilde,  Grunert's 
Archiv  für  Math.  u.  PhjrB,  Bd.  VlI,  S.  113.  Bd.  Vltl,  8.  1  ff.  F.  Seide- 
witz: Conetriiction  und  ClaEsification  der  Flkcheu  zweiten  Grades 
mittelst  projektivisclier  Gebilde,  Gruaerfa  Archiv  f.  Math,  u,  Physik. 
Bd.  IX,  S.  158.  A.  F.  Möbius:  Der  barycentrische  Calcü),  II.  Ab- 
schnitt. (Leipaig  1827.)  L.  J.  Magnus:  Sammlung  Yon  Aufgaben  uad 
Lehrsätzen  aus  der  analytischen  Geometrie  des  Baumes  §  11.  (Berlin 
1833),  sowie  Crelle's  Joura.  f. Math,  Bd. VIII,  S.  51.  6.K.  C.  v.  Staudti 
Geometrie  der  Lage  §  10.  (Nürnberg  1847)  und  Beiträge  zur  Geo- 
metrie der  Lage  (18B6— 1860).  Th,  Reye;  Geometrie  der  Lage  II, 
(Hannover  3,  Aufl.  1880.)  W.  Fiedler:  Die  darstellende  Geometrie  in 
organischer  Verbindung  mit  der  Geometrie  der  Lage.    (Leipzig  1876.) 
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1)  Die  s'äintiiciien  Strahlen  im  Räume,  welche  durch  einen 
festen  Punkt  O  (Mittelpunkt)  gehen,  nennen  wir  ein 
Strahlenbündel  (im  Gegensatz  zu  Strahl enbüschel, 
welches  nur  die  Strahlen  in  einer  Ebene  umfafst,  die 
durch  einen  festen  Punkt  gehen). 

2)  Die  sämtlichen  Ebenen  im  Räume,  welche  durch  einen 
festen  Punkt  O  gehen,  nennen  wir  ein  Ebenenbündel 
(im  Gegensatz  zu  Ebenenbüschel,  welches  nur  die  Ebenen 
durch  eine  feste  Äxe  umfafst). 

3)  Die  sämtlichen  Punkte  in  einer  Ebene  nennen  wir  ein 
Punktfeld  (im  Gegensatz  zu  Punktreihe,  welche  nur 
die  Punkte  in  einer  Geraden  enthält). 

4)  Die  sämtlichen  Strahlen  (geraden  Linien)  in  einer  Ebene 
nennen  wir  ein  Strahlenfeld  (im  Gegensatz  zu  Strahlen- 
büsehel,  welches  nur  die  Strahlen  einer  Ebene  enthält, 
die  durch  einen  festen  Punkt  gehen). 

Es  ist  ersichtlich,  dafs  die  beiden  letzten  Gebilde  dual 
gegenüberstellen  den  beiden  ersten  Gebilden.  Der,  Punkt  O 
ist  gleichzeitig  der  Mittelpunkt  eines  Strahlenbündels  und 
eines  Ebeuenbündels,  die  Ebene  gleichzeitig  der  Träger  eines 
Punktfeldes  und  eines  Strahlen feld es.  Ferner  können  die 
beiden  letzten  Gebilde  mit  den  beiden  ersteren  in  perspekti- 
vische Lage  gebracht  werden  und  umgeltehi-t;  wenn  man 
einen  beliebigen  Punkt  O  im  Räume  mit  sämtlichen  Punkten 
eines  Punktfeldes  durch  Strahlen  verbindet,  so  erhält  man 
ein  Strahlenbündel,  und  wenn  man  O  mit  sämtlichen  Strahlen 
eines  ebenen  Strahlenfeldes  durch  Ebenen  verbindet,  so  er- 
hält man  ein  Ebenenbändel;  und  wenn  man  Strahle nhündel 
oder  Ebenenbiindel  durch  eine  beliebige  Transversalebene 
schneidet,  so  erhält  man  ein  ebenes  Puuktfeld  oder  Strahlen- 
feld; die  beiden  letzten  Gebilde  sind  also  von  gleicher  Mächtig- 
keit, wie  die  beiden  ersten  Gebilde;  alle  vier  siud  aber  von 
doppelt-unendlicher  Mannigfaltigkeit,  die  wir  in 
folgender  Weise  übersehen  können: 

Um  die  Totalität  der  Strahlen  eines  Strahlenbüudels  zu 
erhalten,  denken  wir  uns  durch  den  Mittelpunkt  O  eine 
Ebene  gelegt  und  ziehen  in  derselben  sämtHche  Strahlen 
durch  O;  diese  bilden  ein  einfaches  ebenes  Strahlenbüschel; 
verändern  wir  nun  die  vorige  Ebene  selbst,   indem  wir  sie 
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um  irgend  einen  durcJi  O  gezogenen  festen  Strahl  a  in  ihr 
drehen,  also  ein  Ebenenbüschel  besehreiben  lassen,  so  er- 
halten wir  in  jeder  Ebene  dieses  Büschels  ein  einfaches 
Strahlenbüschel,  und  die  Gesamtheit  aller  dieser  Strahlen- 
büschel bildet  das  Strahlenbüudel,  Jeder  Strahl  des  Strahlen- 
bündels tritt  dabei  nur  einmal  auf;  er  liegt  in  einer  einzigen 
bestimmten  Ebene  mit  a,  und  nimmt  in  dem  Strahle nbUschel 
dieser  Ebene  eure  einzige  bestimmte  Stelle  ein.  In  jedem 
der  drei  übrigen  Gebilde  lälst  sieh  die  doppelte  Mannigfaltig- 
keit der  Elemente  in  analoger  Weise  übersehen. 

Wir  können  die  Gesamtheit  der  Strahlen  eines  Strahlen- 
bündeis  auch  in  folgender  Weise  auffassen: 

Denken  wir  nns  durch  den  Mittelpunkt  des  Bündels  uwei 
feste  Strahlen  «  und  h  gezogen,  so  wird  jeder  veränderliche 
Strahl  X  des  Bündels  mit  a  und  h  in  je  einer  Ebene  Hegen, 
und  wir  erhalten  durch  Veränderung  von  x  zwei  Ebenen- 
büschcl  a\x\  und  ^\7J\,  die  übrigens  in  gar  keiner  Abhängig- 
keit von  einander  stehen.  Jede  Ebene  des  einen  Ebenen- 
büschels schneidet  jede  Ebene  des  andern  Ebeneubüschels  in 
einem  bestimmten  Strahl  x  des  Strahlen  band  eis;  diese  Schnitt- 
linie wird  nur  dann  unbestimmt,  wenn  die  beiden  sich  schnei- 
denden Ebenen  in  die  Ebene  [a6]  hineinfallen.  Es  treten 
also  zu  allen  übrigen  Schnittsti'ahlen  irgend  zweier  Ebenen 
der  beiden  Ebenenbüschel  noch  die  Sti'ahlen  des  ebenen 
Strahlenbüschels  hinzu,  von  welchem  a  und  h  zwei  Elemente 
sind,  damit  die  Gesamtheit  aller  Strahlen  des  Bündels  er- 
halten werde.  Die  analoge  Auffassung  der  Elemente  in  den 
drei  übrigen  Gebilden  zweiter  Stufe  braucht  nicht  besonders 
hervorgehoben  zu  werden.*) 

*)  In  ähnliolier  Weise  erkennen  wir,  dafs  die  gesamten  Piuikte 
des  EaumeB  ein  Gebilde  dritter  Stufe,  d.  h.  von  dieifach-unend- 
licher  Mannigfaltigkeit  bilden,  indem  jeder  Punkt  1:  des  Raumes  als 
der  Schnittpunkt  dreier  Bbonec  aufgefafst  werden  kann,  die  drei  be- 
stimmten Ebenenbüsclieln  mit  den  Axen  n,  6,  c  angehören;  da  jedes  der- 
selben von  einfsuilier  Mannigfaltigkeit  ist,  so  gehören  die  Punkte  des 
Raumes  einem  Gebilde  von  dreifach -unendlicher  Mannigfaltigkeit  an. 
In  gleicher  Weise  sehen  wir,  dafs  auch  die  gesamten  Ebenen  im  Baume 
ein  Gebilde  dritter  Stufe,  d.h.  von  dreifach-unendlicher  Mannigfaltig- 
keit bilden,  indem  jede  Ebene  durch  drei  Punkte  bestimmt  wird,  die 
wir  beliebig  aus  drei  geraden  Punktveihen  der  Träger  «,  6,  c  w&hlen 
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Diese  Auffassung  ermöglicht  es,  die  Elemente  zweier 
verschiedenen  Gebilde  zweiter  Stufe  in  eine  gegenseitige  Ab- 
hängigkeit von  einander  zu  versetzen,  so  dafs  nicht  nur 
jedem  Elemente  des  einen  Gebildes  ein  einziges  und  bestimm- 
tes Element  des  andern  Gebildes  entspricht  und  umgekehrt, 
sondern  auch,  wenn  z.  B.  die  gegebenen  beiden  Gebilde  Pnnkt- 
felder  und  die  entsprechenden  Elemente  Punkte  sind,  solchen 
Punkten  des  einen  Punktfeldes,  die  auf  einer  Geraden  liegen, 
Punkte  des  andern  Punktfeldes  entsprechen,  die  ebenfalls  auf 
einer  Geraden  liegen.  Halten  wir  diesen  eben  angenommenen 
Fall  fest,  so  läfst  sich  die  Beziehung  folgendermafsen  her- 
stellen: Zwei  Ebenen  e  und  £,  seien  die  Träger  zweier  Punkt- 
felder, In  der  Ebene  s  seien  zwei  feste  Punkte  SS  und  iö' 
die  Mittelpunkte  zweier  ebenen  Strahlenbuschel ,  dann  liefert 
ein  beliebiger  veränderlicher  Punkt  j;  der  Ebene  a  die  Strah- 
len ii8j:]  =  3:  und  |B'j:|^a''.  In  gleicher  Weise  seien  in 
der  Ebene  Ej  zwei  feste  Punkte  SB,  und  ®5  die  Mittelpunkte 
zweier  ebenen  Strahlenbüschel,  dann  liefert  ein  beliebiger  ver- 
änderlicher Punkt  tj  der  Ebene  i,  die  Strahlen  i^iJiil  =  Xj 
und  l^ipi  I  =^  a^i.  Wir  können  nun  die  Punkte  j:  und  ji  in 
Abhängigkeit  von  einander  setzen  dadurch,  dafs  wir  einmal  die 
von  den  Strahlen  x  und  «,  (in  den  verschiedenen  Ebenen  b 
und  £,)  beschriebenen  ebenen  Strahlenbüschel  in  projekti- 
vische  Beziehung  setzen  und  zweitens  gleichzeitig  die  von 
den  Strahlen  x  und  x'i  beschriebenen  ebenen  Strahlenbüschel 
projektivisch  machen;  dann  wird  ein  beliebiger  Punkt  j:  der 
Ebene  s  zwei  Strahlen  x  und  x'  bestimmen,  denen  die  Strah- 
len x,  und  x'i  durch  jene  doppelte  projektivische  Beziehung 
entsprechen     und    der   Schnittpunkt    (a:,  a^i)  =  Ji    wird    der 

können.  Dagegen  konstituieren  die  sämtlichen  Geraden  im  Räume 
ein  Gebilde  vierter  Stufe,  denn  eine  beliebige  Gerade  im  Räume 
kann  aufgefafst  werden  als  die  Schnittlinie  zweier  Ebenen  oder  mufe 
mit  irgend  zwei  festgehaltenen  Punkten  O  und  Oi  in  je  einer  Ebene 
liegen.  Die  beiden  Ebenen,  welche  sich  in  der  Geraden  schneiden, 
bestimmen  also  awei  Ebenenbündel  O  und  Oi,  die  in  weiter  keiner 
Abhängigkeit  von  einander  aiehen,  aber  beide  von  doppelt-unendlicher 
Mannigfaltigkeit  sind.  Die  gesamten  Geraden  im  Räume,  deren  jede 
in  dieser  Weise  nur  einmal  erhalten  wird,  bilden  also  wegen  der  vier- 
fachen Willkürlichkeit  eine  Mannigfaltigkeit  von  vierfacher  Unendlieh- 
keit  oder  ein  Gebilde  vierter  Stufe. 
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dem  willkürlich  gewählten  Punkte  y:  der  Ebene  e  entsprechende 
Punkt  der  Ebene  B^  sein.  In  gleicher  Weise  kann  umgekehrt 
der  einem  Punkte  y^  entsprechende  Punkt  j:  gefunden  werden. 
Sollen  nun  aber  allen  Punkten  r,  die  auf  einer  (-ieraden  l 
liegen,  Punkte  y,  entsprechen,  die  auch  auf  einer  Geraden, 
Ij,  liegen,  so  müssen  für  zwei  perspektivisch -liegende  Strah- 
lenbüschei  J8  und  !ß'  die  mit  ihnen  projektivischen  Strah- 
lenbüschel Sj  und  Bi  auch  perspektivische  Lage  haben; 
dies  ist  der  Pali,  sobald  der  Verbindimgsstrahl  ii8®'|  für 
beiderlei  projektivische  Beziehung  den  Verbindungsstrahl 
1*8, ^i|  zu  seinem  entsprechenden  Strahle  hat,  d.  h,  sobald 
in  dem  Strahleabüschel  S  dem  Strahle  |iBiö'|  der  Strahl 
]2iiSi|  im  Starahlenbüsche!  SBj,  und  gleichzeitig  im  Strahlen- 
büschel 5ß'  dem  Strahle  j«'iö|  der  Strahl  |ißi«il  ita  St^^^h- 
lenbüschel  äJi'  entspricht.  Ist  dies  der  Fall,  so  wird  jeder 
Geraden  l  in  der  Ebene  £  eine  bestimmte  Gerade  l^  in  der 
Ebene  ij  entsprechen,  und  die  vorige  Beziehung,  welche  uur 
die  Punkte  x  und  %■,  der  beiden  Punktfelder  in  gegenseitige 
Abhängigkeit  von  einander  versetzte,  erweitert  sich  gleich- 
zeitig zu  einer  Abhängigkeit  der  Strahlenfelder,  deren  Träger 
E  und  £j  sind.  Hierdurch  hört  auch  die  einzige  Unbestimmt- 
heit auf,  weiche  die  vorige  Konstruktion  übrig  hefs,  näm- 
lich hinsichtlich  solcher  Punkte  ■):,  die  auf  der  Verbindungs- 
linie |3}^'[  hegen;  ihnen  müssen  jetzt  Punkte  j:,  entsprechen, 
welche  auf  der  Verbindungslinie  |  SBi  39i  j  liegen,  und  die  beiden 
projektivischen  Punktreiheu  auf  den  beiden  entsprechenden 
Strahlen  |33S'|  und  |i8i®i|  sind  vollständig  bestimmt;  denn 
da  jetzt  den  Punkten  ;:  einer  Geraden  l  in  der  Ebene  e  die 
Punkte  Ji  einer  Geraden  üj  in  der  Ebene  £,  entsprechen,  so 
mufs  einem  Punkte  x,  der  gleichzeitig  in  zwei  Geraden  l 
und  r  der  Ebene  i  liegt,  derjenige  Punkt  )."i  entsprechen, 
welcher  gleichzeitig  in  den  entsprechenden  Geraden  {,  und 
U  liegt,  d.  h.  der  Schnittpunkt  (lil'i).  Nehmen  wir  daher 
irgend  einen  Punkt  i  der  Verbindungslinie  I S  S'  |  und  ziehen 
durch  ihn  eine  beliebige  andere  Gerade  l,  so  trifft  die  ent- 
sprechende Gerade  i,  die  Verbindungslinie  l^iSSij  in  dem 
gesuchten  entsprechenden  Punkte  ).'i;  insbesondere  entsprechen 
sich  auch  die  Punkte  *ö  und  ig, ,  ebenso  wie  die  Punkte  39' 
und  ®i. 
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Hierdurch  sind  die  beiden  Ebenen  £  und  t,,  sowohl  als 
Träger  von  Pnnktfelderii,  wie  aneb  als  Träger  von  Strahlen- 
feldern  aufgefal'st,  in  eine  gegenseitig  eindeutige  Abhängig- 
keit gebracht,  welche  die  Ausdehnung  der  projekti vischen 
Beziehung  auf  Gebilde  zweiter  Stufe  ist  und  kollineare 
Beziehung  genannt  wird. 

Bei  der  kollinearen  Beziehung  zweier  Ebenen 
£  und  £|  entspricht  jedem  Punkte  j;  der  Ebene  s  ein 
einziger  bestimmter  Punkt  Xi  der  andern  Ebene  B, 
und  umgekehrt;  jedem  Strahle  x  der  Ebene  e  ein 
einziger  bestimmter  Strahl  x^  der  andern  Ebene  fj 
und  umgekehrt;  einer  geraden  Punktreihe  in  der 
E'bene  £  eine  mit  derselben  projektivische  gerade 
Punkireihe  in  der  Ebene  £,  und  umgekehrt;  einem 
ebenen  8t rahlenbflschel  in  der  Ebene  s  ein  mit  dem- 
selben projektivisches  ebenes  Strahlenbüschel  in 
der  Ebene  s^  und  umgekehrt;  den  Punkten  und  Tangenten 
eines  Kegelschnitts  in  der  Ebene  e  also  wieder  die  Punkte 
und  Tangenten   eines  Kegelschnitts  in   der  Ebene  f,  u.  s.  f. 

Die  zur  obigen  Konstruktion  der  kollinearen  Beziehung 
verwendeten  Punkte  ^B'ß'  und  ißiSi,  sowie  ihre  Verbindungs- 
strahlen nehmen  keine  ausnahmsweise  Stellung  unter  den 
Paaren  entsprechender  Elemente  beider  (Jebilde  in  Anspruch, 
sondern  ordnen  sich  allen  übrigen  Eiementenpaaren  gleich- 
berechtigt ein,  so  dafs  die  kollineare  Beziehung  zweier 
Ebenen  s  und  e,  vollständig  bestimmt  wird 

1)  durch  vier  willkttrüch  zu  wählende  Paare  ent- 
sprechender Punkte: 

a     b      e.    b 


von  denen  keine  drei  in  einer  Geraden  liegen. 
Zur  Konstruktion  eines  beliebigen  Paares  entsprechender 
Punkte  j;  p,  setze  man  in  projektivische  Beziehung  die  beiden 
Strahlenbüschel : 

a|l>cb).i  A  1,  j&ic,b,);|j 
!  beiden  Strahlenbüschel: 
Biacbrl  A&i|a,c,b,):,i, 
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wodurch,  sobald  j  gegeben  ist,  y,  vollständig  und  eindeutig 
bestimmt  wird.  Die  beiden  projeiiti  vi  sehen  Punktreihen  auf 
|ab(  und  |a]b,  i  werden  bestimmt  durch  die  drei  Paare  ent- 
sprechender Punkte: 

a  und  a,,    h  und  b,,  (mb|,  jcb|)  und  {|aib,|,  ic,bij); 
2)  durch    ein    Paar    entsprechender    Punkte    und 
drei   Paare   entsprechender  Strahlen,   die   sich 
nicht  in  einem  Punkte  schneiden: 


welche    ersetzt   werden   können    durch   die    vier    Paare    ent- 
sprechender Punkte: 

a      ibc)       (bd)       icä) 

c,     (i.,Ci)     (&,rf,)     (c,rfO. 
wodurch  dieser  Fall  auf  den  vorigen  zurückgeführt  ist; 
3)  durch  vier  Paare  entsprechender  Strahlen: 


von  denen  keine  drei  sich  in  demselben  Punkte 
schneiden. 

Zur  Konstruktion  eines  beliebigen  Paares  entsprechender 
Strahlen  x.k,  setze  man  in  projektivische  Beziehung  die 
beiden  Punktreihen: 

a(hcdx)  7\  a,  {ö,c,  d,  a:,) 
b{acdx]  A  b\  («jCji^ia;,), 
wodurch,  sobald  x  gegeben  ist,  x^  vollsiändig  und  eindeutig 
bestimmt  wird.     Die  beiden  projekti vischen  StrahlenbÜBchel, 
deren   Mittelpunkte   (ah)   und  {a^h\)   sind,   werden  bestimmt 
durch  die  drei  Paare  entsprechender  Strahlen: 

a  und  «j,       &  und  h^       \{0'b),  (cd)\  und  '(«,6,),  (c,(^,)[. 

Wir  können  aber  auch  die  kollineare  Beziehung  der  beiden 
Ebenen  dadurch  herstellen,  dafs  wir  von  den  je  sechs  Durch- 
schnittspunkten,  welche  die  Ecken  der  vollständigen  Vier- 
seite sind; 
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(ah)       (ac)       (ad)       {bc)       (bd)       (cd) 

solche  vier  Paare  als  entsprechende  Punkte  wählen,  von  denen 

keine  drei  in  einer  Geraden  liegen,  was  bekanntlich  auf  drei 

verschiedene  Arten  geschehen  kann; 

4)  durch    drei  Paare    entspreehentler  Pnnkte  und 

ein  Paar  entsprechender  Strahlen: 

a      b      c       d 

welche    ersetzt   werden   können    durch   die    vier   Paare    ent- 
sprechender Strahlen: 

k&l       |ac|       ,6c|       d 

!n.6,|     |a,c,|    Ifc^cJ    d„ 
wodurch  dieser  Fall  auf  den  vorigen  zurückgeführt  ist. 

können   zur   Bestimmung   der  kollinearen  Be- 


ziehung  zweier  Ebenen  nicht   willkürlich   gewählt   werden 
zwei    Paare    entsprechender    Punkte    nnd    zwei    Paare    ent- 
sprechender Strahlen;  denn  sollen  sich  entsprechen: 
a      h      c      d 
tti      &!      Ci      dj , 
ao   müssen   auf  den   Verbindungslinien   \aii\   und   loib, ]   vier 
Paare  entsprechender  Punkte  zweier  projektiviechen  geraden 
Punktreihen  liegen,  nämlich: 

a      6     (lab,»!)        (\oi\,  d) 
0,    »,    (:«,6,,  t,|)    (|a,6,|,  d,), 

i  hervorgeht,  dal's  jene  Elemente  nicht  alle  willkürlich 
werden  dürfen;  liegen  sie  dagegen  so,  dafs  diese 
Bedingung  der  Projektivität  erfüllt  wird,  dann  ist  die  kolli- 
neare Beziehung  nicht  ausreichend  bestimmt,  indem  zwar 
mehr  als  vier  Paai-e  entsprechender  Punkte  bekannt  sind, 
aber  nicht  solche,  von  denen  keine  drei  Punkte  in  je  einer 
Geraden  liegen,  vielmehr  kennt  man  nur  die  beiden  Geradon 
|ab|  und  |a,bi|  mit  den  ganzen  auf  ihnen  liegenden  projek- 
tivischen  Punktreihen  und  das  einzelne  Paar  entsprechender 
Punkte  [cd)  und  (Ci<?i). 
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Zu  der  kollinearen  Beziehung  der  beiden  ebenen  Felder 
£  und  £,,  bei  welcher  gleichartige  Elemente  einander  ent- 
sprechen, nämiicli  die  Punkte  des  einen  Feldes  den  Punkten 
des  andern  und  gleichzeitig  den  Strahlen  des  einen  Feldes 
die  Strahlen  des  andern  und  umgekehrt,  tritt  noch  eine  zweite 
Beziehung  zweier  ebenen  Felder  s  und  e,  zu  einander,  bei 
welcher  ungleichartige  Elemente  einander  entsprechen, 
nämlich  den  Punkten  des  einen  Feldes  die  Strahlen  des 
andern  und  gleichzeitig  den  Strahlen  des  ersten  die  Punkte 
des  zweiten  und  umgekehrt.  Diese  Art  des  Entsprechens 
heifst  reziproke  Beziehung  und  kann  iu  ganz  analoger 
Weise,  wie  die  kollineare  Beziehung  konstruiert  werden: 

Zwei  Ebenen  *  und  f,  sind  die  Träger  sowohl  von 
Punktr,  wie  auch  von  Strahlenfeldern.  In  der  Ebene  e  seien 
zwei  feste  Funkte  ffi  und  Sß'  die  Mittelpunkte  zweier  ebenen 
Strahlenbüschel  und  j:  ein  beliebiger  veränderlicher  Punkt 
der  Ebene  e,  welcher  die  Strahlen  \^x\  =  x  und  |33'pj  =  af 
liefert.  In  der  Ebene  c,  seien  dagegen  zwei  feste  Gerade 
6,  und  61  die  Tr^er  zweier  geraden  Punktveihen  und  a;, 
ein  beliebiger  veränderlicher  Strahl,  welcher  den  festen 
Strahlen  })^  und  &J  in  den  Punkten  (h^x^  und  (b[xi)  be- 
gegnet. Wir  können  nun  den  Punkt  ;c  der  Ebene  £  und 
den  Strahl  x^  der  Ebene "  ä,  in  Abhängigkeit  von  einander 
setzen  dadurch,  dafs  wir  einerseits  das  von  dem  Strahle  |Sj:| 
beschriebene  Strahlenbüschel  mit  der  vom  Punkte  Qi^T,^  be- 
schriebenen Punktreihe  und  andererseits  das  von  dem  Strahle 
|Sß'y|  beschriebene  Strahlenbüschel  mit  der  vom  Punkte  (&Ja^i) 
beschriebenen  Punktreihe  in  projektivische  Beziehung  setzen; 
dann  wird  ein  beliebiger  Punkt  j:  der  Ebene  s  zwei  Strahlen 
|33>:[  und  |S'j:|  bestimmen,  denen  durch  jene  doppelte  pro- 
jektivische Beziehung  zwei  Punkte  auf  den  Trägei-n  t,  resp, 
b'i  entsprechen,  deren  Verbindungslinie  der  bestimmte  Strahl 
x^  ist,  welcher  in  der  Ebene  s^  dem  willkürlichfe.in  der  Ebene  s 
gewählten  Punkte  f  entspricht.  In  gleicher  Weise  kann  um- 
gekehrt der  einem  Strahle  a;,  in  der  Ebene  f,  entsprechende 
Punkt  j:  in  der  Ebene  s  gefunden  werden.  Sollen  nun  aber 
allen  Punkten  j,  die  auf  einer  Geraden  y  liegen,  Strahlen  x^ 
entsprechen,  welche  durch  einen  Punkt  \)^  laufen,  so  müssen 
für  je  zwei    perspektivisch  liegende  Strahlenbüschel.  SS   «nd 
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33'  <lie  mit  ilinea  projekti vischen  Punktreihen  b,  und  &i 
auch  perspektivische  Lage  haben;  dies  wird  der  Fall  sein, 
sobald  der  Verbindungsatrahl  |SS33'|  für  beiderlei  projektivi- 
sehe  Beziehung  den  Schnittpunkt  (biii)  zu  seinem  entspre- 
chenden Punkte  hat.  Setzen  wir  dies  fest,  dann  entsprechen 
nicht  nur  den  Punkten  j,-  der  Ebene  e  die  Strahlen  a;,  der 
Ebene  f,,  sondern  auch  den  Strahlen  y  der  Ebene  s  die 
Punkte  l)i  der  Ebene  i,  und  umgekehrt.  Zugleich  wird  hier- 
durch die  einzige  Unbestimmtheit  gehoben,  welche  die  all- 
gemeine Konstruktion  Übrig  läfst,  nämlich  hinsichtlich  solcher 
Punkte  f,  die  auf  der  Verbindungslinie  i35S'|  liegen;  ihnen 
müssen  jetzt  Strahlen  Xy  entsprechen,  welche  durch  den 
Schnittpunkt  {b,h'i)  gehen,  und  die  projektivische  Beziehung 
der  Punktreihe  auf  |*BS'|  mit  dem  Strahle u bös chel  um  (6i6i) 
ist  vollständig  bestimmt;  denn  da  jetzt  den  Punkten  j:  einer 
Geraden  y  in  der  Ebene  £  die  Strahlen  Xj  durch  einen 
Punkt  l),  in  der  Ebene  £,  entsprechen,  so  mufs  einem  solchen 
Punkte  j:,  welcher  gleichzeitig  in  zwei  Geraden  y  und  y 
liegt,  derjenige  Strahl  ic,  entsprechen,  welcher  gleichzeitig 
durch  die  entsprechenden  Punkte  Ij^  und  1)1  geht,  d.  h.  der 
Verbindungsstrahl  |l}il)i|.  Nehmen  wir  daher  irgend  einen 
Punkt  ):  der  Verbindungslinie  )SS'|  und  ziehen  durch  ihn 
eine  beliebige  andere  Gerade  y,  so  liefert  der  entsprechende 
Punkt  i)i  mit  dem  Schnittpunkte  (bi  b'i)  verbunden  den  ge- 
suchten entsprechenden  Strahl  x^;  insbesondere  entspricht 
auch  dem  Punkte  3)  der  Ebene  e  der  Strahl  i,  der  Ebene  £, 
und  dem  Punkte  W  der  Ebene  s  der  Strahl  b[  der  Ebene  e,. 
Hierdurch  werden  die  beiden  Ebenen  e  und  £,,  sowohl  als 
Träger  von  Punktfeldern,  wie  auch  als  Träger  von  Strahlen- 
feldern aufgefafst,  in  eine  gegenseitig  eindeutige  Abhängigkeit 
gebracht,  bei  welcher  verschiedenartige  Elemente  einander 
entsprechen,  nämlich: 

Bei  der  reziproken  Beziehung  zweier  Ebenen 
f  und  £,  entspricht  jedem  Punkte  j:  der  Ebene  s 
ein  einziger  bestimmter  Strahl  x,  der  Ebene 
t^  und  umgekehrt;  jedem  Strahle  x  der  Ebene  s 
ein  einziger  bestimmter  Punkt  >:i  der  Ebene  f,  und 
umgekehrt;  wenn  der  Punkt  j  in  dem  Strahle 
y  liegt,  so  geht  auch  der  Strahl  a^j  durch  den  Punkt 
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l), ;  einer  geraden  Punktreihe  in  der  Ebene  e  ent- 
spricht ein  mit  derselben  projektivisches  Strahlen- 
büscbel  in  der  Ebene  i^  und  umgekehrt;  einem 
ebenen  Strahlenbüscbel  in  der  Ebene  e  entspricht 
eine  mit  demselben  projektivische  gerade  Punkt- 
reihe in  der  Ebene  b^  und  umgekehrt;  den  Punkten 
und  Tangenten  eines  Kegelschnitts  in  der  Ebene  b  entsprechen 
die  Tangenten  und  Punkte  eines  Kegelschnitts  in  der  Ebene 
f|  u.  s.  f. 

Die  zur  obigen  Konstruktion  der  reziproken  Beziehung 
verwendeten  Punkte  ®®'  und  Strahlen  hihi,  sowie  die  Ver- 
bindungslinie jener  und  der  Schnittpunkt  dieser  nehmen  keine 
Sonderstellung  ein  unter  den  Paaren  entsprechender  Elemente 
beider  Gebilde,  sondern  ordnen  sich  allen  Übrigen  Elementen- 
paaren  gleichberechtigt  ein,  so  dafs  die  reciproke  Be- 
ziehung zweier  Ebenen  b  uud  £,  auf  folgende  vier 
Arten  bestimmt  werden  kann: 

1)  durch  vier  willkürlich  in  der  Ebene  e  zu  wäh- 
lende Punkte,  von  denen  keine  drei  in  einer 
Geraden  liegen,  und  vier  als  entsprechend  will- 
kürlich zu  wählende  Strahlen  in  der  Ebene  £,, 
von  denen  keine  drei  durch  denselben  Punkt 
laufen: 

«beb 

«,     Äj    Cj    di\ 
zur  Konstruktion  eines  beliebigen  Paares  entsprechender  Ele- 
mente V  X,  setze  man  in  projektiv ische  Beziehung: 

6|ncbj:|  A  h  (a,c,d,«,). 
wodurch,  sobald  y  gegeben  ist,  x^  vollständig  und  eindeutig 
bestimmt  wird;  die  ProjektivitSt  der  Punktreihe  auf  |ai)|  mit 
dem  Strahlenbüscbel  um  (a,h,)  wird  bestimmt  durch -^lie  drei 
Paare  entsprechender  Elemente: 

a  und  ö,,     i  und  ö,,     (|a6|,  |cb|)  und  (a,h^),  (ci^,); 

2)  dui-cb  vier  willkürlich  in  der  Ebene  b  zu  wäh- 
lende StrahleUj  von  denen  keine  drei  durch  den- 
selben Punkt  laufen  und  vier  als  entsprechend 
willkürlich  zu  wählende  Punkte  in  derEbene  e,, 
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von   denen   keine  drei   in   einer  Geraden   liegen; 

a      i      c      ä 

a,     \     c,     &i. 
Die  Fälle  1)  und  2)  sind,  wie  wir  sehen,   durchaus  überein- 
stimmend,  wodurch   ein  charakteristischer    Unterschied  zwi- 
schen reziproker  und  kollinearer  Beziehung  hervortritt. 

In  beiden  Fällen  künnen  wir  auch  die  Seiten  des  Vierecks 
in  der  einen  Ebene  den  Ecken  des  Vierseits  in  der  andern 
Ebene  entsprechen  lassen,  wenn  wir  nur  solche  vier  Paare 
auswählen,  welche  von  einander  unabhängig  sind;  drei 
Punkte,  die  in  gerader  Linie  liegen,  sind  aber  ebenso  wenig 
von  einander  unabhängig,  wie  drei  Strahlen,  welche  durch 
einen  Funkt  gehen  (s.  o.).  Die  übrigen  beiden  Bestimniungs- 
arten  können  wir  kürzer  ausdrücken  durch  die  blofse  Zu- 
sammenstellung der  Buchstaben: 
3)  !x      h      c      a 

«,     t,     c,     b,; 
4}  ffl     6      c     b 

a,     fe,     c,     d|, 
welche  beiden  Fälle  ebenfalls  übereinstimmend  sind. 

Dagegen  ist  ebensowenig  wie  bei  der  kol linearen  Be- 
ziehung die  reziproke  Beziehung  festzusetzen  durch  die  will- 
kürliche Annahme  der  Elementenpaare: 

a      l      c      d 

«,     i-i     c,     b,, 
weil  im  allgemeinen  die  Bedingung  der  Projektivität  der  vier 
Elementenpaare : 

a     6     {|«H,  ,!,        (|at|,  d) 
a,    S,     |(«,6,),  c,|     |(«,4,),  b, 
nicht  erfüllt  ist. 

"Bei  der  Beziehung  der  Gebilde  zweiter  Stufe 
rücksichtlich  ihrer  entsprechenden  Elemente  spal- 
tet sich  also  die  allgemeine  Projektivität  wegen 
der  in  doppelter  Weise  auftretenden  Elemente  in 
zwei  verschiedene  Arten,  welche  wir  alskolüueare 
und    reziproke    Beziehung    unterschieden     haben, 
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deren  Natur  aber  im  wesentlichen  dieselbe  ist. 
Ebenso  wie  bei  zwei  ebenen  Trägern  8  und  e,  haben  wir 
auch  bei  zwei  Bündeln  D  und  Oj  eine  kolliaeare  und  rezi- 
proke Beziehung  zu  untei^cheiden ;  bei  jener  entsprechen  sich 
allemal  gleichartige,  bei  dieser  ungleichartige  Elemente,  d,  h. 

idie  Strahlen   des  Bündels  D  den  Strahlen 
des  Bündels  O, 
und  gleichzeitig 
die  Ebenen   des   Bündels  O    den   Ebenen 
des  Bündels  D, 
idie   Strahlen   des   Bündels  O   den  Ebenen 
des  Bündels  O, 
und  gleichzeitig 
die  Ebenen   des   Bündels  O   den  Strahlen 
des  Bündels  Dj . 
Die  Konstruktion  entsprechender  Elemente  dieser  in  der 
einen  oder  andern   Weise    auf   einander    bezogenen  Gebilde 
ist   hier  ao   vollständig   analog  der   oben  ausgeführten  Kon- 
struktion, dafs  sie  derselben   ohne   alle   Schwierigkeit  nach- 
gebildet werden  kann,   und  eine  Wiederholung  daher  über- 
flüssig   ist;    wir    werden    ohne    weiteres  diese   Konstruktion 
überall  anwenden,  wo  wir  ihrer  bedürfen,  indem  wir  auf  den 
einen  oben  durchgeführten  Fall  verweisen.     In  ganz  analoger 
Weise    können    wii    auch   ungleichartige   txebilde    selbst    zu 
einander  in  piojektivisihe  Beziehung  setzen  und  zwar  sowohl 
rücksichtlieh  des  einen,  als  auch  de«  andern  Systems   der  in 
ihnen  enthaltenen  Elemente,  namlich 

f  die  Punkte  dei  Ebene  e  zu  den  Stiahlen  des  Bündels  Dj 
(und  die  Strahlen  dei  Ebene  e  zu  den  Ebenen  des  Bündels  O,, 
r  die  Punkte  dei  Ebene  b  zu  den  Ebenen  des  Bündels  Sj, 
[und  die  Strahlen  dei  Ebene  e  zu  den  Stiahleji  des  Bündels  O,, 
ebenso  wie  wir  vorhin  in  projektivische  Beziehung  gesetzt 
haben : 

I  die  Punkte  der  Ebene  £  zu  den  Punkten  der  Ebene  s, 
t  und  die  Strahlen  der  Ebene  £  zu  den  Strahlen  der  Ebene  £,, 
I  die  Punkte  der  Ebene  f  zu  den  Strahlen  der  Ebene  £j 
\und  die  Strahlen  der  Ebene  E  zu  den  Punkten  der  Ebene  *,, 
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j  dieStralileudesBiludelsO  zu  denStrahiendesBündelsD, 
t  und  die  Ebenen  des  Bündels O  zu  denEbenen  des  Bündels  O,, 
J  die  Stralilen  des  Bündels  O  zu  den  Ebenen  des  Bündels  O, 
jund  die  Ebenen  des  BündelsD  zu  deüStrahlendesBündelaD, ; 
bei  allen  secbs  Beziehungen  ist  die  Konstruktion  entspre- 
chender Elemente  im  wesentlichen  dieselbe  oben  angegebene, 
nur  die  Bezeichnung  jedesmal  eine  andere. 

Aus  diesen  Konstruktionen  geht  der  allgemeine  Satz 
hervor : 

Wenn  man  eine  Reihe  von  (iebilden  zweiter 
Stufe  hat,  von  denen  das  erste  mit  dem  zweiten, 
das  zweite  mit  dem  dritten  u.  s.  f.,  das  vorletzte  mit 
dem  letzten  in  projektiviseher  Beziehung  steht 
(d,  h.  in  koliinearer  oder  reziproker  Beziehung  je 
nach  der  Gleichartigkeit  oder  Ungleichartigkeit 
ihrer  Elemente),  so  steht  auch  das  letzte  mit  dem 
ersten  in  projektiviseher  Beziehung,  also  z,  B. : 

Wenn  zwei  Gebilde  zu  einem  dritten  in  rezi- 
proker Beziehung  stehen,  so  stehen  sie  zu  ein- 
ander in  kollinearer  Beziehung. 

§  41.    Die  perspektivisoiiQ  Lage  als  Ursprung  der 
Projekt ivliotien  Beziehung. 

Wenn  wir  eine  beliebige  Ebene  £  und  einen  autserhalb 
derselben  befindlichen  Punkt  O,  nehmen  uüd  jeden  Punkt  j: 
der  Ebene  e  mit  Di  durch  einen  Strahl  ic,  verbinden,  so 
setzen  wir  dadurch  die  Punkte  der  Ebene  £  zu  den  Strahlen 
des  Bündels  O,  in  eine  solche  Abhängigkeit,  wie  sie  im 
vorigen  Paragraphen  betrachtet  wurde;  aber  die  beiden  Ge- 
bilde, Punktfeld  und  Strahlenbündel,  befinden  sich  in  einer 
besonderen  Lage,  welche  perspektivisch  genannt  wird. 
In  der  That,  es  entspricht  nicht  nur  jedem  Punkte  j;  ein 
einziger  bestimmter  Strahl  x,  und  umgekehrt,  sondern  auch 
allen  Punkten  i",  die  auf  einer  Geraden  y  liegen,  entsprechen 
Strahlen  x, ,  welche  in  einer  Ebene  i;  =  [SD,  ?/]  liegen  und  die 
Punktreihe,  welche  j:  beschreibt,  ist  mit  dem  von  a^j  beschrie- 
benen ebenen  Strahlenbiischel  projektivisch,  weil  beide  Ge- 
bilde perspektivisch  liegen.   Oder,  wenn  wir  irgend  vier  Punkte 
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a  6  c  b  der  Ebene  e ,  von  denen  keine  drei  in  einer  Geraden 
liegen,  mit  O,  durch  die  Strahlen  a,  6,  c,  J,  verbinden,  so 
dafs  die  ganze  Beziehung  durch  die  vier  Paare  entsprechender 
Elemente : 


bestimmt  wird,  dann  zeigt  sich,  dais  auch  jeder  beliebige 
Punkt  ):  der  Ebene  t  in  dem  ihm  entsprechenden  Strahl  x, 
des  Biindeis  O,  liegen  mufs;  denn  wegen  der  doppelton  Pro- 
jekt! vität  : 

6|acbj:|  A  ''i  la,c,ä,x,'] 

mufs  die  Ebene  [«,3;,]  durch  den  Strahl  |ixv|  i^nd  die  Ebene 
[bi^i]  durch  den  Strahl  ,fij:\,  also  der  Strahl  x,  durch  den 
Punkt  p  gehen.     Dies  giebt  folgenden  Satz: 

Wenn  bei  zwei  kollinearen  Gebilden,  einem 
Punktfelde  und  einem  Strahleubiindel,  vier  Punkte 
des  Punktfeldes,  von  denen  keine  drei  in  einer 
Geraden  liegen,  auf  den  entsprechenden  Strahlen 
des  Strahlenbündels  liegen,  so  gehen  sämtliche 
Strahlen  des  letzteren  durch  die  ihnen  entspre- 
chenden Punkte  des  Punktfeldes,  d.  h,  es  findet 
perspektivische  Lage  statt. 

Die  perspektivische  Lage  beider  Gebilde  liifst  ebenfalls 
erkennen,  dafs  gleichzeitig  den  Strahlen  in  der  Ebene  £  die 
Ebenen  des  Bündels  O]  entsprechen  und  umgekehrt.  Ob  aber 
zwei  allgemein  in  dieser  Beziehung  gegebene  Gebilde  sich 
immer  in  eine  solche  perspektivische  Lage  bringen  lassen, 
ist  eine  Frage,  die  wir  später  beantworten  werden.    (§  42.) 

Wenn  wir  zweitens  zwei  beiiebige  Ebenen  6  und  £, 
dadurch  in  Beziehung  zu  einander  setzen,  dafa  wir  von  einem 
beliebig  im  ßaume  gewählten  Punkt  O  Strahlen  x  ziehen, 
wovon  jeder  den  Ebenen  e  und  e,  in  zwei  entsprechenden 
Punkten  y  und  jij  begegnet,  dann  stehen  die  beiden  Punkt- 
felder s  und  f|  rücksichtlich  der  entsprechenden  Punkte  j: 
und  Pi  in  einer  solchen  Abhängigkeit  von  einander,  wie  wir 
sie  im  vorigen  Paragraphen  als  „kollineare  Beziehung"  be- 
trachtet haben:  aber  die  beiden  Punktfekler  befinden  sich  in 
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einer  besontleren  Lage,  welche  perspektivisch  genannt  wird. 
In  der  That,  es  entspricht  nicht  nnr  jedem  Punkt  j:  ein  ein- 
ziger bestimmter  Punkt  Vu  sondern  auch  allen  Punkten  j;, 
die  auf  einer  Geraden  y  liegen,  entsprechen  Punkte  j:, ,  die 
auf  der  entsprechenden  Geraden  y,  liegen,  weil  die  Ebene 
[Dj/]  den  Träger  e,  in  der  Geraden  y,  schneidet,  und  die 
von  j:  und  j:,  beschriebenen  Panbtreihen  sind  projektivisch, 
weil  sie  perspektivisch  liegen.  Oder,  wenn  wir  vier  beliebige 
Punkte  a  (t  c  b  der  Ebene  £ ,  von  denen  keine  drei  in  einer 
Geraden  liegen,  mit  D  durch  Strahlen  verbinden,  welche  der 
Ebene  a,  in  den  Punkten  a,  \  c,  bi  begegnen,  so  dafs  die 
ganze  Beziehung  durch  die  vier  Paare  entsprechender  Elemente 


bestimmt  wird,  dann  zeigt  sich,  dals  auch  die  Verbindungs- 
atrahlen  aller  übrigen  Paare  entsprechender  Punkte  j  X\  durch 
denselben  Punkt  £>   (Perspektivitatscentrum)   laufen   müssen. 
Denn  wegen  der  Projektivität: 

müssen  diese  beiden  ebenen  Strahl enbüschel  in  demselben 
Ebeuenbüschel  liegen,  dessen  Ase  |S)n|  ist,  und  dessen  Ebenen 
nach  deii  Punkten  t  c  b  r  hingehen,  also  mufs  der  Strahl 
jl-j;,  mit  dem  Strahle  jatt]  |  (•=  |Da|  =  |C  tti !)  in  derselben 
Ebene  liegen  und,  wegen  der  Projekfcivilät : 

&;ai;bj;  A  ^i  | Oi q b, Pi I 
mufs  auch  der  Strahl  l^j:,!  mit  dem  |66||  in  derselben  Ebene 
Hegen;  da  aber  |aai|  und  jBfcjl  in  einer  Ebene  liegen,  so 
müssen  sich  alle  drei  Ebenen  in  demselben  Punkte  O  schnei- 
den, also  mufs  der  Strahl  ;yj:,|  durch  den  Punkt  O  gehen. 
Ob  aber  zwei  allgemein  in  kollinearer  Beziehung  gegebene 
Ebenen  s  und  e^  sich  immer  in  eine  solche  perspektivische 
Lage  bringen  lassen,  ist  eine  B^age,  die  wir  später  beant- 
worten werden. 

Wenn  man  drittens  die  Punkte  %  eines  Punktfeldes  e 
mit  irgend  zwei  aufserhalb  der  Ebene  e  liegenden  Punkten 
O  und  0|  durch  Strahlenpaare  oder  die  Strahlen  x  des 
Strahlenfeldes  e  mit  O  und  Oi  durch  Ebenenpaare  verbindet, 
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SO  erhält  man  zwei  kollineare  Bündel  O  und  O,  in  solcher 
Abhängigkeit  von  einander,  wie  sie  im  vorigen  Paragraphen 
betrachtet  wncile,  aber  in  einer  besonderen  Lage,  welche 
perspektivisch  genannt  wird;  der  dem  vorigen  durchaus 
analoge  Nachweis  hierfür  daif  wobl  übergangen  werden;  ob 
sich  zwei  allgemein  gegebene  kollineare  Bündel  immer  in  eine 
solche  perspektivische  Lage  bringen  lassen,  ist  ebenfalls  eine 
Frage,  die  wir  später  beantworten  werden. 

Während  in  diesen  drei  Fällen  die  kollineare  Beziehung 
zweier  Gebilde  zweiter  Stufe  aus  der  perspektivischen  .Lage 
hervorgeht,  können  wir  auch  zu  der  reziproken  Beziehung 
gelangen  aus  einem  mit  der  perspektivischen  Lage  sehr  nabo 
zusammenhängenden  Lagenverhältnis,  wenn  wir  ups  als 
Hilfsmittel  eines  uns  bekannten  Gebildes ,  des  orthogonalen 
Polarbündels,  (S.  45)  bedienen. 

Legt  man  durch  einen  Punkt  O  die  Strahlen  x  eine« 
Strahlenbündels  und  zu'jedem  Strahle  x  die  Normalebene  %, 
so  bilden  die  Ebenen  %  ein  Ebenenbündel,  und  beide  zu- 
sammen bilden  das  orthogonale  Polarbündel.  Zu  jedem  Strahle 
X  gehört  eine  und  nur  eine  Normalebene  |  und  zu  jeder 
Ebene  |  ein  und  nur  ein  Normalstrahl  x.  Die  Bündel,  welche 
X  und  %  beschreiben,  stehen  selbst  in  einer  reziproken  Be- 
ziehung besonders  einfacher  Art,  indem  allen  Strahlen  x  in 
einer  Ebene  Normalebenen  %  entsprechen,  'welche  durch  einen 
Strahl  gehen,  den  Normalstrahl  jener  Ebene,  und  dieselben 
Winkel  mit  einander  bilden,  wie  jene. 

Wir  wollen  das  Ebenenbündel  |  das  komplemen- 
täre Bündel  ,des  Strahlenbündels  x  und  umgekehrt  das 
Strahlenbündel  x  das  komplementäre  des  Ebenenbündels  % 
im  orthogonalen  Polarbündel  nennen. 

Wenn  wir  nun  eine  beliebige  Ebene  £  und  einen  auiser- 
halb  derselben  liegenden  Punkt  O)  nehmen  und  jeden  Punkt 
i:  der  Ebene  e  mit  O^  durch  einen  Strahl  x-y  verbinden, 
dessen  Normalebene  g,  durch  D,  gelegt  wird,  dann  setzen 
wir  die  Punkte  p  der  Ebene  e  zu  den  Ebenen  g[  des  Bün- 
dels Dl  in  eine  solche  Abhängigkeit,  wie  sie  im  vorigen 
Paragraphen  betrachtet  wurde ;  aber  die  beiden  Gebilde, 
Punktfeld  und  Ebenenbündel ,  behnden  sich  in  einer  beson- 
deren Lage,   welche  der  perspektivischen  Lage   in  \ 
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Sinne  verwandt  ist.  In  der  That,  es  entspricht  nicht  nur 
jederei  Punkte  j:  der  Ebene  e  eine  bestimmte  Ebene  |,  des 
Bündels  O, ,  sondern  auch  allen  Punkten  j,  die  auf  einer 
Geraden  y  liegen,  entsprechen  Ebenen  1,,  die  durch  einen 
bestimmten  Strahl  y^,  den  Normalstrahl  der  Ebene  [Oi^], 
gehen,  und  die  Pnnktreihe,  welche  i"  beschreibt,  ist  mit  dem 
von  ^1  beschriebenen  Ebenenbüschel  projektivisch ,  weil  dieses 
projektivjscb  (gleich)  ist  mit  dem  von  ]0|)t|  beschriebenen 
StrahlenbüBchel ,  welches  mit  der  Punktreibe  j:  perspekti- 
visch liegt. 

Es  läfst  sich  auch  hier  ebenso  leicht  wie  vorhin  nach- 
weisen, dafs  wenn  wir  gemäfs  der  letzten  Konstruktion  vier 
uiiy,bhängige  PaEiie  entsprechender  Elemente: 

a     b     c     b 

"i  1^1  J'i  ^1 
7.ur  Bestimmung  der  projektivischen  Beziehung  wählen,  alle 
übrigen  Paare  entsprechender  Elemente  derselben  Konstruktion 
genügen.  Denn  sind  a  b  e  b  vier  Punkte  der  Ebene  a,  von 
denen  keine  drei  in  gerader  Linie  liegen,  und  werden  die- 
selben mit  O]  durch  die  vier  Strahlen  a,  ö,  c,  d,  vei'bunden, 
so  ist  schon  oben  nachgewiesen,  dal's  ein  beliebiger  Punkt  j: 
auf  dem  entsprechenden  Strahle  x^  liegen  mufs;  sind  nun 
ßi  /5|  7,  d,  die  vier  Normalebenen  der  vier  Strahlen  «|6|C,  d, 
jni  Punkte  C,,  so  wird  wegen  der  doppelten  Projektivität: 

n  Ib  c  b  li  A  «1  \},  Ci  d,  x,]  A  «i  i^,  y,  *,  i,\ 
bjacbyl  A6,  [«,  c,  .?,a;,]  A^i  l^in^iiil 
die  Ebene  la,Xf]  auf  dem  Strahle  |ß|||  |  und  die  Ebene  [S,a:,] 
auf    dem  Strahle    |/3, lii    normal    stehen,    folglich    auch   der 
Strahl  X,  auf  der  Ebene  |, ;  folglich  genügen  auch  %  und  1, 
der  anfänglichen  Konstruktion  entsprechender  Elemente, 

In  ganz  analoger  Weise  tonnen  ferner  die  Punkte  f 
einer  Ebene  e  au  den  Strahlen  x,  einer  andern  Ebene  in  Be- 
ziehung gesetzt  werden,  indem  man  zuerst  die  Ebenen  s  und 
E[  in  perspektivische  Beziehung  setzt  durch  ein  Strahlen- 
bündel O,,  von  dem  jeder  Strahl  x  den  Trägern  s  und  £,  in 
zwei  entsprechenden  Punkten  begegnet,  und  sodann  zu  diesem 
Strahlenbündel  O,  das  komplementäre  Ebeuenbündel  nimmt, 
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von  dem  jede  Ebene  den  Träger  e^  in  dem  gesuchten  Strahle 
a:,  sehneidet,  welcher  jetzt  dem  Punkte  x  der  Ebene  f  ent- 
spricht; dabei  entsprechen  gleichseitig  den  Stvithlen  x  der 
Ebene  e  die  Punkte  ):^  der  Ebene  £j,  und  wir  haben  die- 
jenige Beziehung,  welche  oben  die  reziproke  genannt  wurde, 
bei  einer  besonders  einfachen  Lage  der  Gebilde. 

Endiith  können  wir  in  gleicher  "Weise  die  Strahlen  a; 
eines  Bündels  O  zu  den  Ebenen  g,  eines  zweiten  Bündels  O, 
dadurch  in  Beziehung  setzen,  dafs  wir  von  dem  Ebenen- 
bündel ||  das  koroplenaentäre  Strahlenbündel  a:,  auffassen 
und  von  der  perspektivischen  Lage  der  beiden  Strahlen bündel 
0\x\  und  0,|a;,|  ausgehen. 

■Es  ist  ersichtlich,  dafs  die  in  den  drei  letzten  Fällen 
angenommene  besondere  Lage  zweier  reziproken  Gebilde, 
wenn  dieselben  allgemein  gegeben  sind,  immer  erreicht  werden 
kann,  sobald  es  gelingt,  die  in  den  drei  er.sten  Fällen  be- 
trachtete perspektivische  Lage  herzustellen  für  zwei  allgemein 
gegebene  kollineare  Gebilde.  Um  auf  diese  Frage  einaogehen, 
wollen  wir  zunächst  für  den  Fall  zweier  kollinearen  Ebenen 
£  und  s,  einige  au  sge  zeich  Bete  Elemente  derselben  ermitteln, 
indem  wir  von  der  perspektivischen  Lage  ausgehen,  um  diese 
Elemente  dann  bei  zwei  kollinearen  Gebilden,  die  allgemein 
gegeben  sind,  wiederzufinden. 

Es  seien  e  und  6,  die  Träger  zweier  ebenen  Punktfelder 
und  O  ein  beliebiger  Punkt  im  Raurae  aufserhalb  beider 
Ebenen ;  die  Strahlen  x  des  Strahlenbündels  O  mögen  s  und  s, 
in  entsprechenden  Punkten  treffen,  dann  schneiden  die  Ebenen 
I  des  Ebenenbündels  D  die  Träger  b  uud  e,  in  entsprechenden 
Sti^ahlen.  Durch  O  lafst  sich  eine  Paraüelebene  zu  e^  legen, 
welche  dieEbene  e  in  der  Geraden  r  schneidet,  und  eine  Parallel- 
ebene zu  £,  welche  die  Ebene  £j  in  der  Geraden  ^,  schneidet; 
die  beiden  Geraden  r  und  ^|  heifsen  die  Durchschnitts- 
linien der  Parallelebenen;  sie  entsprechen  den  unend- 
hch  -  entfernten  Geraden  g"  und  r^   der  Träger  s  und  e^. 

Suchen  wir  nun  einen  solchen  Strahl  durch  das  Pro- 
jektionscentrum  O  zu  ziehen,  welcher  gleich  geneigt  ist  gegen 
die  beiden  Ebenen  s  und  e,;  dies  wird  leicht  dadurch  erreicht, 
dafs  wir  die  durch  die  beiden  Ebenen  e  und  e^  gebildeten 
Winkel  und  Nebenwinkel  halbieren  durch  zwei  (zu  einander 
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rechtwinklige)  Ebenen  und  aus  dem  Punkte  O  auf  jede  dieser 
Ebenen  ein  Perpendikel  fallen;  möge  das  eine  Perpendikel 
in  p  und  Oj,  das  andere  in  o'  und  i>i  den  Ebenen  s  und  k, 
begegnen,  dann  ist  klar,  dafs  sowohl  der  Strahl  |üei|,  als  auch 
der  Strahl  |  d'diJ  der  Forderung  genügt,  zu  den  beiden  Ebenen 
s  und  f,  gleich  geneigt  za  sein.  Bezeichnen  wir  den  Schnitt- 
strahl  der  gegebenen  Ebenen  e  und  f,  in  doppeltem  Sinne 
durch  s  und  Sj ,  weil  in  ihm  zwei  verschiedene  Strahlen  ko- 
inzitäieren,  dann  schneiden  sieh  auch  die  beiden  Halbierungs- 
ebenen der  Neigungswinkel  zwischen  ££[  in  dem  Strahle 
s(sj)  und  da  !oO||  die  Normale  auf  der  einen  Halbierungsebene, 
o' ]>;  die  Normale  auf  der  andern  Halbierungsebene  ist,  ooi  c'o'i 
aber  aelbst  in  einer  Ebene  liegen,  weil  (|DLhL  ['>''^i|)  ^  C  ist  so 
mul's  diese  Ebene  der  beiden  Strahlen  |ooi'  und  |ü'i)ij  Nor- 
maiebene  des  Öchnittstrahls  s(s^)  sein.  Es  giebt  nur  eine 
solche  Ebene  durch  C,  welche  zu  s(s,)  normal  ist;  denken 
wir  ans  diese  a)s  die  Ebene  des  Papiers  (Fig.  13),  so  stellen 


in  der  vorstehenden  Figur  e'und  e,  die  Durch schnittslinien 
mit  den  ßbenen  s  und  e,  dar,  welche  auf  der  Ebene  des 
Papiers  rechtwinklig  stehen;  der  Strahl  s(Si)  steht  in  dem 
Durch  Schnittspunkt  §  (ä,)  der  Geraden  e  e,  normal  auf  der 
Ebene  des  Papiers;  die  durch  O  parallel  zu  e  und  e, 
gezogenen  Strahlen  treffen  in  den  Punkten  r  und  q,  und  die 
iß  diesen  Punkten  auf  der  Ebene  des  Papiers  errichteten 
Normalen  sind  die  Strahlen  r  und  q^.    Die  Halbierungslinien 
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der  Winkel  zwischen  den  Strahlen  lOrt  und  |Dqj|  treffen 
in  den  Punkten  oo,  und  o'üi,  von  denen  ereichtlieh  ist,  dafs 
ci'  =  ro'  und  0|qi=q|Ci,  d.  h.  x  und  q,  die  Mitten  der 
Strecken  an'  und  0,1)1  sind. 

Die  Paare  entsprechender  Punkte  cci^  und  o'oi  sind 
nun  von  besonderer  Art  in  den  beiden  kollinearen  Ebenen; 
denn  da  luOil  gleich  geneigt  ist  zu  beiden  Ebenen  f  und  £,, 
so  wird  ein  Ebenenbüsehel,  dessen  Axe  [i-^Oil  ist,  gleiche 
Strahlenbüschel  aus  den  Ebenen  b  und  e,  ausschneiden.  Es 
sind  also  o  und  Di,  ebenso  0'  und  ol  die  Mittelpunkte  je 
zweier  gleichen  entsprechenden  Strahlenbüschel 
in  den  beiden  koUinearen  Ebeoen,  und  es  ist  ersichtlich,  dafs 
diese  die  einzigen  solcher  Art  sind,  also  nur  zwei  Paare 
von  gleichen  entsprechenden  Strahlenhilscheln  vor- 
kommen ;  die  Verbindungslinie  1 0  o'  |  steht  rechtwinklig  auf  r, 
ebenso  wie  die  Verbindungslinie  |  üi  Di  |  rechtwinklig  auf  q^  ist. 

Ferner  ist  aus  der  perspektivischen  Lage  ersichtlich,  dai's 
die  koinzidier enden  Strahlen  s  und  s,  Träger  zweier  gleichen 
entsprechenden  Punktreihen  in  den  beiden  kollinearen  Feldern 
sind  und  aufser  diesem  giebt  es  noch  ein  zweites  Paar  gleicher 
entsprechender  Punktreihen  s'  und  s'i,  die  auf  folgende  Weise 
ermittelt  werden: 

Der  unendlich  -  entfernte  Punkt  der  Schnittlinie  s(Sj), 
welcher  gleichzeitig  der  unendlich-entfernte  Punkt  von  r  und 
von  g,  ist,  enthält  zwei  entsprechende  Punkte  ^3"  =  ^7  J  *^'^ 
unendlich  -  entfernten  Punkte  von  r  und  3,  sind 
also  zwei  entsprechende  Punkte.  Ziehen  wir  den  Pro- 
jekfionsstrahl  [Ol^*]  =  jD^Ji  j,  so  wird  jede  durch  ihn  gelegte 
Ebene  die  beiden  Träger  e  und  «,  in  zwei  entsprechenden  Strah- 
len schneiden,  welche  beziehungsweise  parallel  zu  r  und  q^ 
sind  und  die  Träger  zweier  entsprechenden  ähnlichen  Punkt- 
reihen sein  müssen,  weil  ihre  unendlich- entfernten  Punkte 
^3"  und  ^"  entsprechende  sind.  Die  Träger  entsprechender 
ähnlicher  Punktreihen  laufen  also  parallel  den  Strahlen  r  und 
3j,  und  unter  diesen  kommt  insbesondere  aufser  dem  Paare 
gleicher  entsprechender  Punktreihen  auf  s  und  s,  noch  ein 
zweites  Paar  gleicher  entsprechender  Punktreihen  vor.  Wir 
brauchen  nur  in  der  Ebene  des  Papiers  durch  O  denjenigen 
besonderen  Strahl  zu  ziehen,  für  welchen  O  in  der  Mitte  liegt 
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zwischen  den  beiden  Schnittpunkten  §'  und  §1  mit  e  und  e, ; 
dann  werden  die  beiden  in  §'  und  §i  auf  der  Ebene  des 
Papiers  erricliteten  Senkrechten  s'  und  sl  dieses  zweite  Paar 
entsprechender  gleicher  Punktreihen  sein,  und  es  ist  aus 
der  Figur  ersichtlich,  dafe  s  und  s'  parallel  zu  r  sind  und 
gleich  weit  von  r  abstehen,  ebenso  wie  s,  und  si  parallel  zu 
3,  sind  und  gleich  weit  von  g',  abstehen.  Es  giebt  also  zwei 
Paare  von  gleichen  entsprechenden  Punktreiheu 
in  den  beiden  kollinearen  Ebenen,  und  die  Figur  zeigt  un- 
mittelbar, dafs  der  Abstand  der  beiden  parallelen  Geraden  s 
und  s'  von  einander  gleich  ist  dem  Abstand  der  beiden  be- 
sonderen Punkte  Ol  und  i)i  von  einander,  während  der  Ab- 
stand der  beiden  parallelen  Geraden  Si  und  al  von  einander 
gleich  ist  dem  Abstand  der  beiden  besonderen  Punkte  o  und 
o'  von  einander,  indem  einerseits  s  und  s',  o  und  o'  syui- 
metriseh  zu  r,  andererseits  Di  dI  s'iSi  symmetrisch  zu  g,  liegen 
und  die  Verbindungslinie  |oo'|  die  Strahlen  s  und  s  recht- 
wineklig  durchschneidet,  ebensowie  |OiOi|  die  Strahlen  s,  und 
s'i  rechtwinklig  dursch neidet. 

Wenn  man  einen  beliebigen  Projektionsstrahl  durch  O 
zieht,  welcher  in  r  und  Ji  den  Ebenen  e  und  £,  begegnet, 
und  man  läfst  aus  j  und  y^  die  Perpendikel  auf  die  Ebene 
des  Papiers  herab,  so  sind  die  Pufspunkte  derselben  bez. 
ebensoweit  von  den  Punkten  r  und  ci,  entfernt,  wie  die  Punkte 
j  und  X\  hez.  von  den  Strahlen  r  und  q^;  die  Fufspunkte  in 
e  und  e,  mögen  ^  und  l),  heifsen,  dann  ist: 

--^-  =  ■  ^^  oder  r^  .  q,  ^|  =  rO  .  q;  O  =  konst. 
d.  h.   das  Rechteck  aus  den  Abständen  zweier  ent- 
sprechenden   Punkte    ppi     der    beiden    kollinearen 
Ebenen   von   den  Durchschnittslinien  der  Parallel- 
ebenen {)■  und  gi)  ist  von  unverandeter  Gröfse. 

Nennen  wir  dies  konstante  Rechteck  die  Potenz  der 
kollinearen  Beziehung,  so  ergeben  sich  als  besoiidere  Ele- 
menteupaare  noch  zwei  Strahlenpaare  g  und  ff,,  h  und  /(„ 
welche  die  Eigenschaft  besitzen,  daCs  ff  und  h,  die  parallel 
zu  r  sind,  ebenso  weit  von  r  abstehen,  wie  g,  und  h^,  die 
parallel  zu  q^  laufen,  von  g,  abstehen,  für  welche  also  das 
konstante  Rechteck  in  ein  Quadrat  übergeht.    Diese  Strahlen- 
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paare  sollen  PoteRzstrablen  heirsen  und  lassen  sich  in 
elementarer  Weise  mittels  des  Kreises  konstruieren.  Die 
Potenz  strahlen  gii  und  g^hy  treiFen  offenbar  das  besondere 
Htrahlenpaar  e  und  e^  in  denjenigen  Punkten  fltjSi^i  welche 
die  Potenzpunkte  sind  für  die  beiden  projektivisehen  Punkt- 
reihen,  deren  Trägsr  e  und  e^  sind;  auch  sind  für  diese  beiden 
Punktreihen  r  und  q,  die  DurchschnJttspnnkte  der  Parallel- 
strahlen oder  die  den  unendlich- entfernten  entsprechenden 
Punkte. 

Wenn  wir  die  kollineare  Beziehung  der  beiden  Ebenen 
E  und  f , ,  welche  durch  die  pei^pektivische  Lage  hervor- 
gerufen wurde,  und  von  der  wir  im  Vorigen  die  wesentlichsten 
ausgezeichneten  Elemente  kennen  gelernt  haben ,  festhalten, 
aber  den  einen  oder  den  andern  Träger  der  beiden  Gebilde 
um  die  gemeinschaftliche  festWeibende  Schnittlinie  s(s,),  be- 
liebig drehen,  so  wird  dadurch  die  perspektivische  Lage  nicht 
aufgehoben,  d.  h.  es  werden  immer  noch  sämthohe  Yer- 
bindungsstrahlon  entsprechender  Punkte  yf^  durch  einen  und 
denselben  Punkt  SD  laufen;  aber  dieser  Punkt  O  verändert 
sich  und  zwar  ist  es  leicht  zu  erkennen,  wenn  wir  z.  B.  £, 
festhalten  und  s  um  die  Schnittlinie  s{s^)  drehen,  dafs  der  Ort 
von  O  ein  Kreis  ist,  welcher  um  den  Punkt  q,  als  Mittelpunkt 
beschrieben  wird  in  einer  Ebene,  die  normal  steht  auf  der 
Ebene  i^ ;  ähnlich  ist  es,  wenn  wir  e  festhalten  und  B^  drehen. 
Es  geht  hieraus  hervor,  dals  die  perspektivische  Lage 
unabhängig  ist  von  derNeigung  der  beidenEbeuen 
£  und  £,  zu  einander,  vielmehr  als  notwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  erfordert,  dafs  in  der  Schnittlinie  beider 
Träger  zwei  gleiche  entsprechende  Punktreihen  identisch  ver- 
einigt liegen. 


§  42     Besondere  Elemente  zweier  koUinearen  Ebenen 
Zmuekfuhiung  auf  die  perspektivische  Lage 

Die  im  voiigen  Paiigrapl  en  vermitteM  lei  persj  k 
tivischen  Lage  gefundenen  ausgezeichneten  Elemente  7weiei 
kolhnearen  Ebenen  hndeu  sich  nun  auch  wiedei,  wenn  wir 
uns  die  Gebilde  allgemein  etwi  durch  vier  behebige  von 
einander  unahhmgige  El  erneuten  paare  gegeben  denken 
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a,  6,    c,   b, 

vier  Paare  entsprechender  Punkte  der  beiden  koUitiearen 
Ebenen  £  und  e, ,  von  denen  keine  drei  in  gerader  Linie 
liegen.  Wir  haben  oben  die  allgemeine  Konstruktion  an- 
gegeben, um  zu  jedem  Punkte  j;  der  Ebene  s  den  ent- 
sprechenden Punkt  y,  der  Ebene  t,  zu  ermitteln.  Demnach 
können  wir  auch  zu  den  sämtlichen  unendlich  entfernten 
Punkten  der  Ebene  £,  die  entsprechenden  Punkte  der  Ebene  s 
konstruieren,  und  da  jene  auf  einer  Geraden  r"  liegen,  ao 
müssen  diese  auf  der  entsprechenden  Geraden  *"  liegen.  Ebenso 
konstruieren  wir  zu  der  unendlich- entfernten  Geraden  q"  der 
Ebene  s  die  entsprechende  Gerade  q^  der  Ebene  Cj  und  haben 
dadurch  die  Durchschnittsünien  der  Parallelebenen 

r  und  2j 
gefunden;  diese  werden  im  allgemeinen  bestimmte  im  End- 
lichen liegende  Strahlen  der  Ebenen  b  und  s,  sein.  Die 
besondere  Annahme,  dafs  sie  selbst  in  die  Unendlichkeit 
fallen  (Affinität),  wollen  wir  später  betrachten.  Der  un- 
endlich -  entfernte  Punkt  der  Geraden  r  mufs  seinen  ent- 
sprechenden Punkt  auf  der  Geraden  r^  haben,  und  da  er 
zugleich  auf  q'°  liegt,  so  mufs  der  entsprechende  Punkt  gleich- 
zeitig auf  g,  liegen;  also  die  unendlich-entfernten 
Punkte  der  Geraden  r  und  q,  sind  entsprechende 
Punkte  der  beiden  kollinearen  Ebenen;  wir  wollen 
sie  bezeichnen  mit 

r  =  (»■»  iT)  "id  P"  =  (''T>  2i); 
sie  sind  die  einzigen  beiden  unendlich- entfernten  Punkte  der 
koüinearen  Ebenen,  welche  einander  entsprechen;  jeder  Ge- 
raden, welche  zu  r  parallel  ist,  mufs  daher  eine  Gerade  ent- 
sprechen, welche  zu  g,  parallel  läuft,  und  solche  zwei  ent- 
sprechende Strahlen  müssen  die  Träger  zweier  p  r  oj  e  k  ti  vis  c  h  - 
ähnliehenPunktreihen  sein,  weil  ihre  unendlich-entfernten 
Punkte  einander  entsprechen;  andere  entsprechende  Strahlen, 
die  Träger  ähnlicher  Punktreihen  wären,  können  nicht  vor- 
kommen, weil  es  nur  jenes  einzige  Paar  entsprechender 
unendlich-entfernter   Punkte   d)"!)")   giebt.     Unter  den  ahn- 
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iichen  Puiiktreihen  können  aber  auch  gleiche  vorkommen, 
die  wir  aufsuchen  wollen. 

Denken  wir  uns  zunächst  in  der  Ebene  £  alle  Strahlen, 
die  rechtwinklig  au  r  gerichtet  sind,  also  ein  Parallelstrahlen- 
hüsehel,  dessen  unendlich- entfernter  Punkt  q"  in  einer  zu 
der  Richtung  von  IJ*"  rechtwinkligen  Richtung  Hegt;  dann 
entsprechen  diesen  parallelen  Strahlen  in  der  Ebene  t^  seiche, 
die  alle  durch  einen  bestimmten  Punkt  q,  der  Geraden  5, 
laufen,  der  nämhch  dem  Punkte  q"  entspricht;  q^  wird  im  all- 
gemeinen ein  im  Endlichen  auf  der  Geraden  g,  liegender  Punkt 
sein.  Durch  q,  geht  eine  einzige  bestimmte  Gerade  e, ,  welche 
auf  q^  normal  steht,  und  dieser  entspricht  in  der  Ebene  £ 
eine  bestimmte  Gerade  e,  die  unter  dem  vorigen  Parallel- 
strahlen büschel  eine  besondere  Stelle  einnimmt;  die  Gerade  e 
treffe  r  in  dem  Punkte  t;  dann  entspricht  dem  Punkte  r  =^ 
(er)  der  Punkt  r^  =  {^1*''^)^  ^-  ^-  ^^^  unendlich -entfernte 
Punkt  der  Geraden  e,.  Wenn  wir  also  andererseits  in  der 
Ebene  f,  ein  Büschel  von  parallelen  Strahlen,  die  auf  g, 
rechtwinklig  stehen,  gezogen  hätten,  so  würde  demselben  in 
der  Ebene  e  ein  Strahlenbüschel  entsprochen  haben,  dessen 
Mittelpunkt  r  ist. 

Die  ausgezeichneten  Strahlen  e  und  e, ,  welche  einander  ent- 
sprechen und  aufserdem  normal  stehen  bez.  auf  r  und  5,  in 
den  Punkten  r  und  q,,  sind  die  einzigen  ihrer  Art,  wie  hieraus 
erhellt;  die  Punkte  x  und  q,  sind  die  den  unendlich- entfernten 
von  ee,  entsprechenden  Punkte.  Denken  wir  uns  nun 
(Fig.  14)  in  einem  beliebigen  Abstände  a  zwei  Parallele  zu 
e  gezogen,  die  Strahlen  x  und  x',  so  entsprechen  ihnen  in  der 
Ebene  s,  zwei  Strahlen  Xi  und  xl,  die  durch  q,  gehen  und 
gleich  geneigt  sind  zu  e,;  denn  da  die  vier  Strahlen  xx'eq"" 
harmonisch  liegen,  so  müssen  auch  die  vier  Strahlen  Xi  Xi  ei  gi 
harmonisch  liegen ,  und  da  e,  zu  q,  rechtwinklig  ist,  so  müssen 
Si  und  q,  die  Winkel  zwischen  Xi  und  x'i  halbieren.  Denken 
wir  uns  ferner  in  dem  gleichen  Abstände  k  zwei  Parallele  ^j 
und  j/l  zu  ßi  gezogen,  so  entsprechen  denselben  in  der  Ebene  t 
zwei  Strahlen  y  und  y'  durch  r,  die  gleich  geneigt  sind  zu 
e  und  r.  Wir  erhalten  dadurch  in  jeder  der  beiden  Ebenen 
E  und  Sj  ein  Parallelogramm,  und  die  Ecken  dieser  beiden 
Parallelogramme  sind  einander  ontsprechende  Punkte : 
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r  kol linearer  Ebenen, 


{xy)      {xy)      {x-y)     {xf  y) 
{xiyi)    (xit/[)    (^j/i)    {xiy'i) 
zwar,  dafs  in  dem  Parallelogramm  der  Ebene   £  x  und  x' 
ü  Paar  paralleler  Seiten,  y  und  y   die  Diagonalen,  dagegen 
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in  dem  Parallelogramm  der  Ebene  £i  j/i  und  ^i  ein  Paar 
paralleler  Seiten  und  X\  s'\  die  Diagonalen  sind.  Jedes  dieser 
Parallelogramme  hat  noch  ein  zwüites  Paar  paralleler  Seiten, 
die  einander  entsprechen: 

s     und     5' 

Si  und  s'i , 
die  erateren  laufen  parallel  zu  r,  die  letzteren  parallel  zu  2j; 
es  sind  daher  sowohl  s  und  s,,  als  auch  s'  und  s'i  Träger 
entsprechender  ähnlicher  Punktreihen;  da  aber  die  beiden 
Parallelogramme  eine  Seite  gleich  haben  [=  a) ,  30  besitzt 
jedes  der  beiden  Paare  entsprechender  ähnlicher  Punktreihen 
ein  Paar  entsprechender  gleicher  Strecken,  folglich  sind  die 
Punktreihen  projektivisch-gleich.  Wir  haben  also  zwei  Paare 
entsprechender  gleicher  Punktreihen: 

s  und  Si ,    s   und  sl 
in  den  beiden  koliinearen  Feldern  s  und  e,  gefunden,  wobei 
im   allgemeinen   der  Abstand  der  Strahlen  s  und  s'  von  ein- 
ander ein  anderer  sein  wird,  als  der  Abstand   der  Strahlen 
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Si  und  s'i  von  einandei  hs  ist  auch  UDmittelbai  ersichtlich, 
daaa  diese  beideji  Strahle up aai e  die  einzigen  Trager  ent 
Bprechendei  ^leiehei  Punktreihen  'sind  und  keine  andern  weiter 
vorkommen  denn  auf  iigeud  einer  andern  £U  q^  paiallel  ge 
zogenen  Geraden  wud  durch  die  Stiahlen  ^i  ^i  eine  Strecke 
abgeschnitten,  welche  ver&eliieden  ist  von  der  Strecke,  die 
auf  der  entsprechenden  Geiaden  duich  die  piiallelen  Stiahlen 
X  x'  abgeschnitten  w  ird. 

Begegnen  die  Strahlen  s  s  dem  Strahle  e  in  den  Punkten 
§  §'  und  die  Strahlen  s^  sl  dem  Strahle  e,  in  den  Punkten  S,^  §5, 
so  sind  auf  den  Trägern  e  und  e,  die  Puukte  r  und  iij  die 
den  unendlich- entfernten  entsprechenden  Punkte  und  aufser- 
dem  §  §1 ,  §'  §i  zwei  Paare  entsprechender  Punkte,  also  die 
konstante  Potenz  der  projektivischen  Beziehung: 
t§  .  qi§i ., 

Wenn  wir  nun  auf  der  Geraden  e  die  Funkte  o  und  o' 
so  bestimmen,  dafs  sie  nach  beiden  Seiten  von  t  gleich  weit 
um  eine  Strecke  '=  qj^i  abstehen,  so  werden  die  entsprechen- 
den Punkte  Ol  und  oi  von  ci,  nach  entgegengesetzten  Seiten 
hin  gleich  weit  um  eine  Strecke  ^  xä  abstehen.  Diese  beiden 
besonderen  Punktepaare: 

D  und  0] ,  0  und  o'i 
besitzen  die  Eigenschaft,  dafs  sie  die  Mittelpunkte  entsprechen- 
der gleicher  Strahlenbüschel  in  den  beiden  kollinearen  Ebenen 
sind,  denn  nehmen  wir  auf  s  und  S[  irgend  zwei  entsprechende 
Punkte  i;  Xu  so  ist  §j  =  ^iXii  ferner  ist  nach  der  Kon- 
struktion der  Punkte  o  und  o, : 


und  die  beiden  bei  g  und  §,  rechtwinkligen  Dreiecke  ü§i"  und 
0,^1  y^  sind  kongruent,  folglich  der  Winkel,  welchen  die 
Strahlen  oä  und  O)."  bilden,  gleich  dem  Winkel,  welchen 
die  entsprechenden  Strahlen  d,§,  und  CiJ^i  mit  einander 
einschliefsen ,  und  da  dies  für  alle  Punktepaare  yj^i  der 
Strahlen  s  s,  gilt,  so  sind  die  entsprechenden  Strahlenbüschel, 
deren  Mittelpunkte  o  i),  sind,  einander  gleich;  dasselbe  gilt 
für  die  Strahlen büschel  mit  den  Mittelpunkten  o'  und  oi. 
Wir  haben  also  zwei  Paare  entsprechender  gleicher 
ötrahlenbüschel: 


y  Google 


368        §  *2.    Besondere  Elemente  zweier  kollinearen  Ebenen. 

0  und  Ci ,     o'  und  ol 

in  den  beiden  koUinearen  Feldern  e  und  f,  gefunden;  die 
Verbindungslinien  |üd'|  und  |ij]i)l]  sind  die  vorhin  gefundeneu 
besonderen  Strahlen  e  und  e, ,  welche  bez.  auf  r  und  q^  recht- 
winklig stehen.  Es  geht  aus  der  Konstruktion  hervor,  dafs 
dies  die  einzigen  beideu  Punktepaare  sind,  welche  entsprechende 
gleiche  StrahlenbÜschel  der  beiden  kollinearea  Felder  liefern. 
Verwandeln  wir  endlich  das  konstante  Rechteck: 

T§  .  qi§,  =rD  .  C|,Oj 

in  ein  Quadrat  und  ziehen  in  einem  Abstände  gleich  der  Seite 
dieses  Quadrats  zwei  Parallele  g  und  h  zu  dem  Strahle  r,  so 
werden  die  entsprechenden  Strahlen  g^  und  Ä,  der  Ebene  fj 
parallel  zu  5,  laufen  in  demselben  Abstände  von  q^,  wie  g 
und  h  von  r,  und  wir  haben  die  Potenzstrahlen: 

g  und  g^ ,     k  und  /*, 

der  beiden  kollineai'eu  Ebenen.  Dadurch  sind  sämtliche 
ausgezeichneten  Elemente  der  kollinearen  Ebenen  i  und  £j 
wiedergefunden,  welche  wir  früher  aus  der  perspektivischen 
Lage  heraus  ermittelt  haben. 

Umgekehrt  lassen  sich  nun  die  allgemein  gegebenen  beiden 
kollinearen  Ebenen  leicht  in  perspektivische  Lage  bringen. 
Wir  brauchen  sie  nämlich  nur  im  Räume  so  zu  stellen,  dafs 
ein  Paar  entspreeheuder  gleicher  Punktreihen,  also  entweder 
diejenigen,  deren  Träger  s  und  s,,  oder  diejenigen,  deren 
Träger  s'  und  s\  sind,  in  der  Schnittlinie  der  Ebenen  e  e, 
identisch  vereinigt  liegen,  dann  werden  die  kollinearen  Ebenen 
immer  in  perspektivischer  Lage  sich  befindei;i,  welches  auch 
ihre  Neigung  zu  einander  sei.  Denn  bringen  wir  die  gleichen 
projekti vischen  Punktreihen  auf  s  und  s,  in  der  Schnittlinie 
|££,|  zur  Koinzidenz,  so  fallen  die  Punkte  §>  und  g,  zusammen, 
folglich  sehneiden  sich  in  diesem  Punkte  die  Strahlen  e  und  ej, 
also  liegen  die  vier  Punkte  0  0'  Di  Oi  in  einer  Ebene,  und  es 
treffen  sich  die  Strahlen  |os|  und  |o'0j.|  in  einem  Punkte  £); 
nehmen  wir  noch  auf  s(S|)  ii^end  zwei  koinzidierende  Punkte 
aCa,)  und  b(6i),  so  haben  wir  einerseits  vier  von  einander 
unabhängige  Paare  entsprechender  Punkte: 
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welche  die  koüineare  Beziehung  voüstäadig  bestimmen,  und 
andererseits  icoinzidieren,  die  beiden  Strahlen  quadrupel,  welche 
von  O  aus  nach  dem  ersten  Punktquadrupel  und  nach  dem 
zweiten  Puuktquadriipel  hingehen ;  folglich  müssen  auch  die 
ganzen  Strahle n bündel ,  welche  von  O  aus  nach  den  beiden 
Strahl enf eidern  hingehen,  identisch  zusammenfallen,  d.  h.  die 
kollinearen  Felder  liegen  perspektivisch  (S.  356).  Wir  haben 
also  folgendes  Resultat: 

Es  lassen  sich  zwei  allgemein  gegebene  kol- 
lineare Ebenen  allemal  auf  zwei  wesentlich  ver- 
schiedene Arten  in  perspektivische  Lage  bringen, 
indem  entweder  das  eine  Paar  s  s,  oder  das  andere 
Paar  s'  si  entsprechender  gleicher  Punktreihen  in 
der  Schnittlinie  beider  Ebenen  zur  Deckung  ge- 
bracht ^^i'"'^;  dann  können  die  Ebenen  selbst  noch 
um  die  festgehaltene  Schnittlinie  beliebig  gedreht 
werden,  ohne  dal's  die  perspektivische  Lage  aufhört. 
Hält  man  eine  der  beiden  Ebenen  fest  und  dreht  die  andere, 
so  beschreibt  das  Perspektivitätszeutrum  einen  Ifreis,  dessen 
Ebene  normal  steht  auf  der  festgehaltenen  Ebene,  in  welcher 
auch  der  Mittelpunkt  des  Kreises  liegt;  bei  dieser  Drehung 
können  die  Ebenen  zweimal  zur  Deckung  kommen;  in  dem 
einen  Falle  gelangen  die  ausgezeichneten  Punkte  o  und  Oj, 
in  dem  andern  die  Punkte  o'  und  o'i  zur  Deckung,  so  dafs 
also  die  beiden  koinzidierenden  Ebenen  in  jedem  der  beiden 
Fälle,  weiche  auch  als  perspektivische  Lage  aufzufassen  sind, 
je  einen  einzelnen  Doppelpunkt  und  eine  Doppelgerade  mit 
zwei  identischen   entsprechenden  Punktreihen  gemein  haben. 

Die  vorige  Untersuchung  läfst  sich  auch  als  besondere 
Aufgabe  so  aussprechen: 

Es  sind  zwei  beliebige  ebene  Vierecke  afccb  und 
Biiidb,  entsprechend  gegeben;  die  Ebenen  dersel- 
ben sollen  im  Räume  so  gestellt  werden,  daTs  die 
vier  Verbindungsstrahlen  |aa,,  ]6b||,  |cc, |,  |tibi|  durch 
einen  und  denselben  Punkt  laufen. 

Die  Lösung  derselben  ist  im  Obigen  enthalten. 
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§43.  Zusammenfallendä  kolliuäare  Ebsnen.  Doppelelemeute. 

Es  ist  eine  fundamentale  Frage,  deren  Beantwortung  für 
die  folgenden  Betraclituagen  unerläfslicli  ist: 

Wenn  zwei  kollineare  Ebenen  mit  ihren  Trä- 
gern beliebig  auf  einander  gelegt  werden,  giebt  es 
Punkte  und  Strahlen,  die  mit  ihren  entsprechenden 
zusammenfallen,  und  wie  findet  man  solche  Dop- 
pelelemente? 

Sei  die  kollineare  Beziehung  der  beiden  Ebenen  (  und 
£i  durch  irgend  vier  von  einander  unabhängige  Paare  ent- 
sprechender Punkte: 

a     t     C    b 

«1  hl  Ci  bj 

gegeben  und  die  Konstruktion  eines  beliebigen  Paares  ent- 
sprechender Punkte  yj:,  durch  die  beiden  Paare  projektivischer 
Strahl  enbüschel : 

a|6  cb):|    A    «i  A  t,  bi  ^i ! 

&  lactoyl  A  i^,  |a,  qb,  r,i 
hergestellt,  so  würden,  wenn  wir  die  Träger  der  beiden 
Ebenen  e  und  e,  auf  einander  legen,  alle  vier  Strahlenbüschel 
in  derselben  Ebene  enthalten  sein;  sobald  es  nun  vorkommt, 
dafs  der  Schnittpunkt  zweier  Strahlen  |aj;|nnd  \i):\  mit  dem 
Schnittpunkt  der  Strahlen  |a,:Cil  und  Itiiil  zusammenfällt, 
d.  h.  alle  vier  Strahlen  in  demselben  Punkte  sich  schneiden, 
so  oft  werden  zwei  entsprechende  Punkte  der  beiden  kolli- 
nearen Felder  koinzidieren  und  umgekehrt. 

Drehen  wir  um  a  einen  veränderliehen  Strahl  |av|, 
■welcher  ein  Strahlenbüschel  («)  beschreibt,  so  wird  der  ent- 
sprechende Strahl  |a|>',  I  wegen  der  ersten  Projektivität  ein 
mit  dem  Strahl  enbü  seh  ei  (a)  projektiv  isch  es  Strahl  enbüschel  (a,) 
beschreiben  und  der  Ort  des  Schnittpunktes  (|aj:|j  lajFil)  ist 
das  Erzeugnis  zweier  projekti  vis  eben  Strahlenbüschel,  d.  h.  ein 
Kegelschnitt  ^^^' .  Drehen  wir  um  6  einen  veränderlichen 
Strahl  |6  j:|,  so  beschreibt  1 6i  Ji  j  in  gleicher  Weise  ein  Strahlen- 
büsche!, welches  mit  dem  von  jitj:|  beschriebenen  projektiviseh 
ist;    der  Ort  des  Schnittpunktes  {\b%\,  |&i  ^i  |)  ist  daher   ein 
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zweiter  Kegeiacliuitt  ^'^\  und  die  beiden  Kegelschnitte  haben 
offenbar  einen  Punkt  gemeinschaftlich,  nämlich  den  Schnitt- 
punkt: 

(laSI,  |a,6,[)-(|6a|,  |6,a,|), 

welcher  ersichtUch  kein  Doppelpunkt  ist.  Aufser  diesem 
Punkte  haben  die  beiden  Kegelschnitte  ff™  und  ^f*  im  all- 
gemeinen noch  drei  Punkte  gemeinschaftlich,  die  entweder 
alle  drei  reell  sind,  oder  von  denen  einer  reell  ist  und  die 
beiden  anderen  konjugiert-imaginär  auf  einer  reellen  Geraden 
liegen.  Jeder  dieser  drei  Punkte  besitzt  die  verlangte  Eigen- 
schaft, dafs  sich  in  ihm  vier  Strahlen  \at:\,  |b):|,  laij:,  |,  |bi  Vil 
schneiden,  ist  also  ein  Doppelpunkt. 

Die  Konstruktion  der  drei  Doppelpunkte  ergiebt 
sich,  sobald  die  beiden  kollinearen  Ebenen  durch  vier  Punkte- 
paare ; 

a    6     c     b 

Ol   b,    c,    t>, 

auf  einander  bezogen  werden,  folgendermafsen : 
Man  lege  durch  die  fünf  Punkte: 
«    0,    (l<>6i,l«,6,l)    Cl<>c(,'a,c,|)    (|ab|,|a,b,|) 
einen  Kegelschnitt  ÄJ^^'  und  durch  die  fünf  Punkte: 

i    6,    (|lja|,(6,a,i)    (|6c|,H),c,l)    (|n|,i6,b,|) 
einen  zweiten  Kegelschnitt  Ä®;  diese  beidenKegel- 
schnitte  haben  aufser  dem  Punkte  {|aß|,  |Oib||)  noch 
drei  andere  gemeinschaftliche  Punkte,,  welche   die 
gesuchten  Doppelpunkte  sind. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dafa  auch  der  durch  die  fßnf 
Punkt«: 

t     c,     (|ca|,ic,a,|)     (|cb|,|c,6,|)     (|cb| .  Ic,  b,|) 
gelegte  Kegelschnitt  Bf    und  der  durch  die  füuf  Punkte: 

b    b,    (|bai,Ib,a,i)    (|bbj,|bifej)     (|bc|,|b,c,|) 
gelegte  Kegelschnitt  Ä^'  durch   dieselben  drei  Doppelpunkte 
gehen  mufs,  woraus  ein  geometrischer  Satz  folgt. 

Ferner  ist  ersichtlich ,  wenn  wir  die  drei  Doppelpunkte 
der  zusammenfallenden  koJUnearen  Ebenen  durch 
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1  =  ):,     l)  =  l)i     i  =  i,  bezeichnen, 

dafs  die  Verbindungslinie  i  p  ti  |  zu  ihrem  entsprechenden 
Strahl  |j:|t)i!  hat,  d.  h.  mit  demselben  zusammenfällt;  die 
Seiten  des  Dreiecks,  welches  von  den  drei  Doppel- 
punkten gebildet  wird,  sind  also  drei  Doppel- 
strahien  der  beiden  kolliiiearen  Ebenen,  und  «war 
sind  dies  im  allgemeinen  die  einzigen,  welche  vorkommen 
können;  denn  führen  wir  die  dual -gegenüberstehen  de  Be- 
trachtung aus,  indem  wir  die  kollineare  Beziehung  durch  vier 
Paare  entsprechender  Strahlen  fixieren,  so  zeigt  sich,  dafs  nur 
drei  solche  Doppelstrahlen'  im  allgemeinen  vorhanden  sind, 
die  daher  mit  den  vorigen  Dreieckaseiten  identisch  sein 
müssen.  Da  notwendig  eine  und  der  Schnittpunkt  der 
beiden  andern  reell  ist,  so  stimmt  dies  Resultat  mit-  dem 
vorigen  öberein  und  wir  können  sagen: 

Werden  zwei  kollineare  Ebenen  e  und  s,  mit 
ihren  Trägern  beliebig  auf  einander  gelegt,  so 
fällt  immer  ein  reelles  Paar  entsprechender  Punkte 
und  ein  reelles  Paar  entsprechender  Strahlen  auf 
einander;  ist  ersteres  vVi  undletzteres  xx^,  so  sind 
j:  j:,  die  Mittelpunkte  zweier  entsprechenden  kon- 
zentrischen Strahlenbüsehel,  und  xx^  die  Träger 
zweier  entsprechenden  zusammenfallenden  Punkt- 
reihen; jene  haben  ein  reelles  oder  konjugiert- 
imagiuäres  Paar  Doppelstrahlen,  diese  ein  reelles 
oder  konjugiert-imaginäres  Paar  Doppelpunkte, 
die  auf  den  vorigen  Doppelstrahlen  liegen;  be- 
zeichnen wir  die  Doppelstrahlen  durch  y  ^  y^ 
und  3  =  2,,  welche  bez.  in  den  Doppelpunkten 
j  ^  ji  und  1)  ^  l),  dem  Doppelstrahl  a:  =  ä,  be- 
gegnen, so  sind  die  Ecken  des  dadurch  erhalte- 
nen Dreiecks  die  drei  Doppelpunkte,  die  Seiten 
desselben  die  drei  Doppelstrahlen  der  beiden 
kollinearen  Ebenen.  Die  beiden  kollinearen  zu- 
sammenfallenden Ebenen  haben  also  im  allgemei- 
nen drei  Doppelpunkte  und  drei  Doppelstrahlenj 
die  Ecken  und  Seiten  desselben  Dreiecks  sind; 
dieses     ist    entweder    ganz     reell,     oder     hat     nur 
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eine  Ecke  und  die  gegenüberliegende  Seite  reeil, 
während  die  übrigen  Ecken  und  Seiten  konjugiert- 
imaginär  sind. 

Wir  bemerken  nocb,  dafs,  sobald  einer  der  drei  Doppel- 
punkte gefunden  ist,  die  Gerade,  auf  welcher  die  beiden 
übrigen  liegen,  linear  zu  konstruieren  sein  wird,  iiKiem  man 
für  zwei  gegebene  Kegelschnitte,  Yon  denen  zwei  geraein- 
sehaftiiche  Punkte  bekannt  sind,  die  andere  gemeinschaftliche 
Sekante  zu  suchen  hat  (Th.  d.  K.    S.  238). 

Eine  Ausnahme  hiervon  macht  der  besondere  Fall, 
welcher  eintritt,  wenn  die  beiden  projektivi sehen  Puuktreihen, 
welche  auf  dem  einen  immer  reellen  Doppelstrahl  a;  =  a:, 
liegen,  identisch  zusammenfallen,  also  auch  die  beiden  pro- 
jektivischen  Strahlenbüschel,  die  ihren  Mittelpunkt  in  dem 
reellen  Doppelpunkt  y  =  p,  haben,  identisch  auf  einander 
liegen.  Dann  haben  die  beiden  zusammenliegenden  kolli- 
nearen Ebenen  s  und  £,  unendlich  viele  Doppelpunkte 
und  unendlich  viele  Doppelstrahlen;  die  ersteren  liegen 
sämtlich  auf  dem  Doppelstrahle  x=  a:,,  die  letzteren  gehen 
sämtlich  durch  den  Doppelpunkt  y  =  j:,;  diese  selbst  bilden 
noch  je  ein  isoliert  liegendes  Paar  Doppelpunkte  und  Doppel- 
strahlen. Dieser  Pail  kann  nur  eintreten ,  wenn  x  x,  eines 
der  beiden  besonderen  Paare  entsprechender  gleicher  Punkt- 
reihen s  Si ,  also  j:  y,  eines  der  beiden  besonderen  Paare 
von  Mittelpunkten  entsprechender  gleicher  Strahlenfaüschel  n  o., 
ist,  welche  wir  oben  {S.  366  u,  367)  ermittelt  haben;  dies  ist  ein 
besonderer  Fall  von  perspektivischer  Lage,  denn  wir  erkennen 
leicht,  wenn  wir  irgend  einen  Punkt  ^  der  Ebene  s  mit  dem 
Doppelpunkte  j:  =  j:,  verbinden,  dafs  der  entsprechende  Punkt 
^,,  weil  jpFJ  ein  Doppelstrahl  ist,  auch  auf  demselben  liegen 
mufs;  also:  die  Verbindungslinien  aller  Paare  ent- 
sprechender Punkte  laufen  durch  einenf est en Punkt 
);=ij:j,  und  ebenso  liegen  die  Schnittpunkte  aller 
Paare  entsprechender  Strahlen  auf  einer  festen 
Geraden  x  ^  x,.    In  diesem  Falle  müssen  auch  die  beiden 

Vierecke   j      ,       ,    !   eine  solche  besondere  Lage  haben,  dafs 

nicht  blofs  die  Verbindungslinien  ihrer  entsprechenden  Ecken 
durch  einen  und  denselben  Punkt  laufen,   sondern  auch   die 
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Schnittpunke  ihrer  entsprechenden  Seiten  auf  einer  und  der- 
selben Geraden  iiegen. 

In  diesem  Falle  müssen  also  die  vorhin  ermittelten 
Kegelschnitte  ^'^^  und  ^^^'  in  Linienpaare  zerfallen,  die  eine 
Gerade  gemeinschaftlich  haben.  Endlich  ist  noch  der  ganz 
specielie  Fall  denkbar,  dal's  die  beiden  oben  ermittelten 
Kegelschnitte  S[,^'  und  M:^^\  ohne  zu  zerfallen,  identisch  auf 
einander  liegen.  Da  alsdann  vier  Punkte,  von  denen  keine 
drei  in  gerader  Linie  liegen,  mit  ihren  entsprechenden  koin- 
zidieren,  so  müssen  die  beiden  kollinearen  Felder  ganz  koin- 
zidieren,  d.  h.  identisch  auf  einander  liegen,  so  dals  jeder 
Punkt  als  Doppelpunkt  und  jeder  Strahl  als  Doppelstrahl  an- 
zusehen ist. 

Wir  können  zu  dem  obigen  allgemeinen  Resultat  auch 
durch  folgende  andere  Betrachtung  gelangen : 

Seien  s  und  e,  zwei  kollineare  Felder,  deren  Ebenen 
beliebig  auf  einander  gelegt  werden,  dann  wird  jede  Gerade 
in  doppeltem  Sinne  aufzufassen  sein,  nämlich  einmal  als  der 
Ebene  t  angehorig,  =^  l,  und  zweitens  als  der  Ebene  £,  an- 
gehörig, =  ^1,  mithin 

^  =  Ä'i- 
Der  Geraden  l  entspricht  nun  in  der  Ebene  j,  eine  ein- 
zige bestimmte  Gerade  üj  und  der  Geraden  g,  entspricht  ver- 
möge der  kollinearen  Beziehung  in  der  Ebene  s  eine  einzige 
bestimmte  Gerade  ^;  dem  Schnittpunkte 

t!  -  ilS) 
entspricht  der  Schnittpunkt 

h  =  C^iffi) 
und  dies  ist  das  einzige  Paar  entsprechender  Punkte  auf  dem 
willkürlich  gewählten  Träger  ^  =  ^i ;  denn  wäre  noch  ein 
zweites  Paar  entsprechender  Punkte  auf  ihm  vorhanden,  so 
mül'ste  er  ein  sich  selbst  entsprechender  Strahl  (Doppelstrahl) 
sein,  was  offenbar  nicht  der  Fall  ist ,  da  er  ganz  beliebig  ge- 
wählt war.     Wir  können  also  sagen : 

Jede  beliebige  Gerade  in  der  Ebene  zweier  zu- 
sammenliegenden kollinearen  Felder  enthält  ein 
einziges,  immer  reelles  Paar  entsprechender  Punkte. 
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Wenn  wir  jetzt  die  willkürlieh  angenommene  Gerade 
l  ^  g^  um  einen  beliebig  in  ihr  festgehaltenen  Punkt  drehen, 
der  in  beiderlei  Sinn  aufgefafst  durch  a  ^  6,  bezeichnet 
werde,  so  ist  leicht  au  erkennen,  wie  das  Puuktepaar  (pl),) 
sich  bei  dieser  Drehung  verändert.  Es  wird  offenbar  wegen 
der  kollinearen  Beziehung  Ij  sich  um  einen  festen  Punkt  a, 
drehen  und  ein  mit  dem  Ton  l  beschriebenen  projektivisches 
Strahlenbüschel  beschreiben ;  ebenso  wird  ^sich  um  einen  festen 
Punkt  b  drehen  und  ein  zweites  projektivisches  Strahlenbiischel 
besehreiben;  der  Punkt  p=  [lg]  durchläuft  also  einen  Kegel- 
schnitt und  der  Punkt  ^3j  =  (liff^)  einen  zweiten  Kegelschnitt; 
beide  haben  den  Punkt  a  =  b,  gemeinschaftlich,  und  jeder  durch 
(i(ßj)  gezogene  Strahl  schneidet  die  beiden  Kegelschnitte  in  dem 
Paar  entsprechender  Punkte  ^  ^|.  Da  die  beiden  Kegel- 
schnitte sich  aufser  in  dem  angenommenen  Punkte  n  (h^)  im 
allgemeinen  noch  in  drei  andern  Punkten  schneiden,  so 
kommt  es  dreimal  vor,  dafs  zwei  entsprechende  Punkte  ^j^j, 
zusammenfallen;  dies  sind  die  drei  gesuchten  Doppelpunkte 
der  beiden  zusammenliegenden  kollinearen  Ebenen,  ihre  Ver- 
bindungslinien die  drei  Doppelstrahlen.  Wenn  insbesondere 
der  Punkt  a  (ti)  mit  den  beiden  Punkten  a,  und  6  in  einer 
öeraden  üegt,  so  ist  dies  eine  Doppelgerade;  die  beiden 
Kegelschnitte  zerfallen  in  Linienpaare,  deren  einer  Teil 
diese  Doppelgerade  und  die  beiden  andern  Teile  die  beiden 
andern  Doppel  strahlen  sind.  Fallen  ganz  insbesondere  diese 
beiden  zusammen,  so  haben  wir  den  obigen  perspektivischen 
Fall,  und  sind  die  beiden  Kegelschnitte,  ohne  zu  zerfallen, 
identisch,  so  liegen  die  beiden  kolünearen  Ebenen  identisch 
auf  einander.  Wir  haben  also  die  obigen  Resultate  voll- 
ständig wiedergefunden.*) 

*)  Wir  gelangen  hierbei  zugleich  ku  einer  gewissen  Verwandt- 
Bchaft  zwisühen  den  Punkten  der  Ebene  und  den  Strahlen  derselben, 
wenn  wir  der  willkürlich  gewählten  Geraden  l  =  g,  den  einzigen  be- 
stimmten Schnittpunkt  der  entsprechenden  Geraden  ^  =  (!,  g)  zuordnen. 
Dann  entspricht  jedem  Strahl  in  der  Ebene  ein  einziger  bestjinmter 
Punkt  derselben;  dreht  aich  der  Strahl  um  einen  festen  Punkt,  so  be- 
Bchreibt  der  entsprechende  Punkt  einen  Kegelaehnitt,  der  durch  drei 
feste  Punkte  der  Ebene  geht.  Jedem  Punkts  der  Eüene  entapricht 
also  ein  Ifegelschnitt;  bewegt  sich  der  Punkt  auf  einer  geraden  Linie, 
so   durchläuft    der  entsprechende  Kegelschnitt   ein   Büaohel   mit   vier 
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Mit  der  von  uns  gelösten  Aufgabe  sind  zugleich  einige 
andere  gelost,  deren  Ergebnisse  wir  im  Folgenden  brauchen; 
zuüäebst  die  dual-gegenüberstehende : 

Bei  zwei  kollineareu  Bündeln,  die  denselben 
Mittelpunkt  O  =  O,  haben,  kommt  es  im  all- 
gemeinen dreimal  vor,  dafs  zwei  entsprechende 
Strahlen  zusammenfallen,  und  dreimal,  dafs  zwei 
entsprechende  Ebenen  zusammenfallen;  das.  Drei- 
kant der  drei  Doppelst rahlen  und  das  Dreiflach  der 
drei  Doppelebenen  fallen  zusammen.  Von  diesem 
Dreikant  und  Dreiflach  sind  entweder  sämtliche 
Kanten  und  Flächen  reell  oder  nur  eine  Kante  und 
die  gegenüberliegende  Flache,  die  beiden  andern 
Paare  aber  konjugiert-imaginär.  Es  kann  aber  auch 
vorkommen,  dafs  die  beiden  konzentrischen  kollinearen  Bündel 
unendlich  viele  Doppel  strahlen  und  unendlich  viele,  Doppel- 
ebenen haben  (perspektivische  Lage);  von  jenen  liegt  alsdann 
einer  isohert  und  durch  ihn  gehen  nur  Doppelebenen;  alle 
übrigen  sind  dagegen  in  einer  Ebene  enthaiten,  welche  seibat 
eine  isolierte  Doppelebene  ist.  Sind  endlich  die  beiden  kon- 
zentrischen Bündel  identisch,  so  ist  jeder  Strahl  in  ihnen 
Doppelstrahl  und  jede  Ebene  Doppelebene. 

Wenn  wir  andererseits  ein  ebenes  Punktfeld  s  und  ein 
mit  demselben  kollineares  Strahlenbünde!  d  nehmen,  so  wird 
die  Frage,  ob  gewisse  Punkte  j:  in  den  ihnen  entsprechenden 
Strahlen  a;,  liegen,  auf  die  oben  gelöste  Trage  zurückführen. 
Denn  denken  wir  uns  den  Träger  des  Punktfelöes  e  doppelt, 
d.  h.  gleichzeitig  als  Träger  e,  eines  zweiten  Punktfeldes  y,, 
welches  die  Strahlen  x,  des  Strahlenbündeis  £),  auf  ihm  be- 
stimmen, so  ist  die  vorgelegte  Frage  mit  der  früheren  iden- 
tisch, ob  die  zusammenfallenden  kollinearen  Ebenen  s  und  £, 


festen  Gruadp unkten ,  nämlich  den  vorigen  drei  festen  Punkten  (den 
einzige»  in  der  Ebene,  für  welche  eine  Gerade  durch  den  ihr  ent- 
sprechenden Punkt  geht)  und  aufBcrdem  demjenigen  als  vierten  Punkt, 
welcher  der  Geraden  entspricht,  auf  der  der  ursprüngliche  Punkt  sich 
hewegt.  Diese  Verwandtschaft  hängt  nahe  zusammen  mit  der  bekann- 
ten SteinerBchen  Verwandtschaft  {Ib.  d  K.  S.  302),  auf  welche  die 
Betrachtung  eines  Kegelschuitthilschels  führt. 
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Doppeleleraente  haben.     Wir  können  also  folgendes  Resnltat 
aussprechen : 

Wenn  ein  ebenes  Punjitfeld  e  und  ein  mit  dem- 
selben kollineares  Strahlenböndel  D,  beliebig  im 
Eaume  liegen,  so  kommt  es  im  allgemeinen  drei- 
mal vor,  dafs  ein  Punkt  x  des  Puuktfeldes  in  dem 
ihm  entsprechenden  Strahle  a;,  des  Strahlenbündels 
liegt,  und  dreimal,  dafs  eine  Gerade  der  Ebene  ein 
der  ihr  entsprechenden  Ebene  des  Bändels  Oi  liegt. 
Diese  drei  Strahlen  sind  die  Seiten  des  von  jenen 
drei  Punkten  gebildeten  Dreiecks.  Ecken  und  Sei- 
ten dieses  Dreiecks  sind  entwed-er  sämtlich  reell, 
oder  nur  eine  Ecke  und  die  gegenüberliegende 
Seite  sind  reell,  die  beiden  anderen  Paare  aber 
konjugiert-imaginär.  Es  kann  aber  auch  vorkommen,  dafs 
unendlich  viele  Punkte  der  Ebene  e  in  den  ihnen  entsprechen- 
den Strahlen  des  Bündels  O,  und  unendlich  viele  Gerade  der 
Ebene  e  in  den  ihnen  entsprechenden  Ebenen  des  Bündels 
D[  liegen  (ohne  dafs  sämthche  Strahlen  durch  die  ihnen 
entsprechenden  Punkte  gehen);  in  diesem  besonderen  Falle 
liegt  ein  Punkt  der  Ebene  *,  durch  welchen  sein  entsprechen- 
der Strahl  geht,  isoliert  und  alle  übrigen  auf  einer  Geraden ; 
durch  ersteren  gehen  alle  Strahlen ,  deren  entsprechende 
Ebenen  durch  sie  selbst  gehen,  in  letzterer  liegen  alle  Punkte, 
deren  entsprechende  Strahlen  durch  sie  selbst  gehen;  sie  ist 
daher  selbst  ein  isolierter  Strahl  der  Ebene  e,  dessen  ent- 
sprechende Ebene  im  Bündel  Oj  durch  ihn  geht. 

§  44.     Zwei   kollineare    Bündel   in   perspektivischer  Lage; 
die  ausgezeichneten  Elemente  derselben. 

Nehmen  wir  eine  beliebige  Ebene  b  und  zwei  aufserhalb 
derselben  liegende  Punkte  O  und  D,  im  Räume,  so  liefert 
jeder  Punkt  y:  der  Ebene  mit  O  und  O,  verbunden  zwei  ent- 
spreoliende  Strahlen  |0  y|  =  a:,  |0i  f|  =  «1,  und  jede  Gerade  g 
der  Ebene  e  mit  O  und  O,  durch  Ebenen  verbunden  zwei 
entsprechende  Ebenen  |  und  |,  der  beiden  Bündel  O  und  O], 
welche  in  perspektivischer  Li^e  sich  befinden  und  dadurch 
in  kollineare  Beziehung  gesetzt  werden  (S.  356).    Denn  nehmen 
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wir  irgend  vier  Punkte  a  b  c  b  der  Ebene  e,  von  denen  keine 
drei  iu  einer  Geraden-  liegen,  und  bestimmen  durch  die  vier 
Paare   entsprecliender  Strahlen : 

a    i     c    ä 
«j    hl   c,    d, 
die  ganze  kollineare  Beziehung    so  ist  unmittelbar  einnusehen, 
dals    alle    übrigen   Paare   entsprechender  Stiahlen    x  x^    sich 
in    Punkten    j:    der  Ebene    f    treten  müssen     Aus   der  Pro- 
jekt! vifcät  : 

a  [bcdx]     7\     «i  [6,  c,  d^  x^] 

folgtnänilich,  weil  die  drei  Ebeuenpaaie  \ah],  [a^b,];  [ac],  [«iC]]; 
[ad],  [«ji^il  sich  in  dendiei  Strahlen  |a&|,  |ai|,  |ab!  einer  Ebene 
schneiden,  dafs  auch  das  Ebenenpaar  [ax],  [ß,  a:,]  sich  in 
einer  Geraden  der  Ebene  i  schneiden  mufs  (S.  8)  und  aus 
der  Projektivität  der  Ebenenbösehel : 

h[acäx]  A  ^i  [.<^i  Cj  dj  x^] 
folgt,  dals  das  Ebenenpaar  [6a;],  [h^x^]  sich  in  einer  Geraden 
der  Ebene  b  schneiden  mufs;  diese  beiden  Geraden  in  der 
Ebene  £  schneiden  sich  aber  in  einem  Punkte  r  derselben, 
durch  welchen  sowohl  der  Strahl  x,  als  auch  der  Strahl  x^ 
gehen  mul's,  weil  alle  vier  Ebenen  sieh  in  dem  Punkte  j: 
schneiden;  folglich  liegt  der  Schnittpunkt  jeder  zwei  ent- 
sprechender Strahlen  x  X,  der  beiden  Bündel  in  der  Ebene  s 
(dem  perspektivischen  Durchschnitt);  also  stehen  auch  um- 
gekehrt die  beiden  perspektivischen  Bündel  in  kollinearer  Be- 
ziehung.   Wir  können  demgemäfs  folgenden  Satz  aussprechen : 

Wenn  zwei  kollineare  Bündel  so  im  Räume 
liegen,  dafs  vier  Paare  entsprechender  Strahlen 
(von  denen  keine  drei  eines  Bündels  in  einer  Ebene 
liegen)  sich  in  vier  Punkten  treffen,  welche  in  einer 
Ebene  enthalten  sind,  dann  müssen  allq  Paare  ent- 
sprechender Strahlen  eich  in  Punkten  treffen,  die 
in  derselben  Ebene  liegen;  die  beiden  Bündel  be- 
finden sich  dann  in  perspektivischer  Lage. 

Ist  die  kollineare  Beziehung  der  Bündel  O  und  D,  ein- 
mal hergestellt  durch  die  perspektivische  Lage,  und  wird  sie 
festgehalten,  so  können  die  Gebilde  noch  in  gewisser  Weise 
ihre  Lage   verändern,   ohne   dafs  sie  aufhören  perspektivisch 
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ZU  liegen.  Wenn  nämlich  Jie  Verbindungslinie  der  Mittel- 
punkte 0  D,  fest  bleibt  und  die  Mittelpunkte  O  O,  auf  dieser 
festen  Verbind un^linie  mit  den  Bändeln  sich  so  verschieben, 
dafs  die  Strahlen  und  Ebenen  in  der  neuen  und  alten  Lage 
einander  parallel  bleiben  (was  man  also  eine  parallele  Ver- 
schiebung ohne  Drehung  nennen  kann),  dann  bleibt  die 
unendlich  -  entfernte  Gerade  der  Ebene  s  unverändert;  es 
bleiben  also  irgend  zwei  parallele  entsprechende  Strahlen  auch 
nach  der  Verschiebung  parallel;  eine  beliebige  durch  lODJ 
gelegte  Ebene  bleibt  nach  der  Verschiebung  ungeäudert,  also 
irgend  ein  Paar  entsprechender  Strahlen  in  dieser  Ebene  mufs 
sieb  auch  nach  der  Verschiebung  treffen;  endlich  bleiben  die 
in  der  Verbindungslinie  |0  0||  vereinigten  entsprechenden 
Strahlen  auch  nach  der  Verschiebung  dieselben ;  wir  erkennen 
also  die  Bedingung  der  perspektivischen  Lage  dadurch  als  er- 
füllt, dafs  vier  Paare  entsprechender  Strahlen  sich  in  Punkten 
treffen,  die  in  einer  Ebene  liegen.  Der  jedesmalige  perspekti- 
vische Durchschnitt  der  beiden  kollinearen  Bündel  ändert 
sich,  aber  bleibt  sich  beständig  parallel.  Wenn  daher  zwei 
koliineare  Bündel  einmal  in  perspektivische  Lage,  gebracht 
werden  können,  so  ist  dies  noch  auf  unzählig  viele  andere 
Arten  möglich,  die  in  einander  durch  parallele  Verschiebung 
übergehen;  insbesondere  können  auch  O  und  O,  zur  Deckung 
gelangen. 

Gehen  wir  wiederum  von  der  anfänglichen  perspektivi- 
schen Lage  der  Bündel  O  und  O,  aus,  so  ei^eben  sich  aus 
derselben  einige  besondere  Elementen  paare,  die  sich  bei  zwei 
allgemein  gegebenen  kollinearen  Bündeln  wiederfinden  lassen. 
Es  ist  nämlich  klar,  dass  die  beiden  entsprechenden  Strahlen 
d  und  d, ,  welche  in  der  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte 
O  D,  der  beiden  Bündel  vereinigt  sind,  die  Äsen  ent- 
sprechender gleicher  Ebenenbüschel  in  den  beiden 
kollinearen  Bündeln  sein  müssen,  und  es  ist  ferner  ersichtlich, 
dafs  die  beiden  Ebenen,  welche  durch  O  und  0^  parallel  zu  s, 
d.  h.  durch  die  unendlich -entfernte  Gerade  der  Ebene  e  ge- 
legt werden,  zwei  entsprechende  Ebenen  sein  werden,  welche 
dieTräger  entsprechender  gleich  er  Strahlenbüschel 
sind,  weil  entsprechende  Strahlen  derselben  parallel  laufen. 
Es  ist  sodann  leicht  zu  sehen,  dafs  es  noch  ein  zweites  Paar 
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entsprechender  gleicher  Stralilenbiischel  und  noch  ein  zweites 
Paar  entsprechender  gleicher  Kbenenbüschel  in  den  beiden 
Bündeln  geben  mufs.  Wenn  wir  nämlich  in  der  Mitte  zwi- 
schen D  und  0|  eine  Normalebene  auf  dem  Strahle  lOO,] 
errichten,  so  schneidet  diese  die  Ebene  e  in  einer  Geraden, 
deren  Punkte  mit  O  und  Dj  verbunden  zwei  gleiche  pro- 
jektiv is  che  Strahlen  büsehel  liefern  müssen,  die  sich  entsprechen, 
und  wenn  wir  andererseits  das  Spiegelbild  des  Pnnktes  D  in 
Bezug  auf  die  Ebene  s  mit  dem  Punkte  0|  verbinden,  so 
schneidet  diese  Verbindungslinie  die  Ebene  £  in  einem  Punkte, 
der  mit  O  und  d  verbunden  zwei  Strahlen  d'  und  d'i  liefert, 
welche  die  Axen  eines  zweiten  Paares  entsprechender  gleicher 
Ebenenbüschel  sein  müssen ,  weil  sie  gegen  den  perspektivi- 
schen Durchseh  nitt  gleich  geneigt  sind.  Es  ist  auch  ersicht- 
lich, dafs  diese  beiden  Paare  gleicher  entsprechender  Strahlen- 
büsehel  und  die  beiden  Paare  gleicher  entsprechender  Ebenen- 
büschel die  einzigen  ihrer  Art  sind. 

Wenn  wir  durch  die  Uerade  |OOi|  eine  Ebene  legen 
normal  zum  perspektivischen  Durchschnitt  auf  b,  es  sei  dies 
die  Ebene  des  Papiers  (Fig.  15),  so  sind  die  beiden  Normalen 


in  O  and  O,  auf  der  Ebene  des  Papiers  solche  entsprechende 
Strahlen  r  und  r, ,  dal's  gleichzeitig  ihre  Normalebenen  ent- 
sprechende Ebenen  sind,  die  mit  der  Ebene  des  Papiers  zu- 
sammenfallen; wir  haben  daher  in  der  Ebene  des  Papiers 
zwei  projektivische  Strahlenbüechel  £)  und  O,  in  perspektivi- 
scher Lage;  der  perspektivische  Durchschnitt  ist  die  Schnitt- 
linie der  Ebene  e  mit  der  Ebene  des  Papiers,  und  bei  diesen 
beiden  projektivischeu  Strahl enbü sehein  giebt  es  bekannthch 
ein  einziges  immer  reelles  rechtwinkliges  Strahienpaar  s  i, 
dessen  entsprechende  Strahlen  s^  t^  auch  rechtwinklig  zu  ein- 
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ander  sind  (Th.  d.  K.  S.  32.),  die  Schenkel  der  entsprechen- 
den rechten  Winkel,  welche  gefunden  werden,  indem  wir 
durch  O  und  £>i  den  einzigen  Kreia  legen,  welcher  seinen 
Mittelpunkt  in  der  Durehachnittslinie  der  Ebene  s  mit  der 
Ebene  des  Papiers  hat.  Wir  haben  dadurch  zwei  ent- 
sprechende rechtwinklige  Dreikante  rsi  und  r,  s,  t^ 
gefunden,  die  wiederum  einzig  in  den  beiden  Bündeln  sind. 
Gleichzeitig  sind  die  drei  Ebenenpaare: 

p  =  [sq       G  =  [ir]       t  =  [rs] 

entsprechende  rechtwinklige  Dreiflache  in  beiden 
kollinearen  Ebenenbündeln  D  und  O].  Aus  bekannten  elemen- 
taren Eigenschaften  der  Figur  (Fig.  15)  folgt,  dafs  die  Strahlen 
s  und  t  Winkel  und  Nebenwinkel  zwischen  den  Strahlen  d 
und  d'  halbieren,  und  ebenso  die  Strahlen  .Sj  und  t^  Winkel 
und  Nebenwinkel  zwischen  den  Strahlen  (?,  und  t^i'  halbieren. 
Wenn  wir  die  oben  ermittelten  Paare  von  Ebenen  mit  den 
entsprechenden  gleichen  Strahlbüschein  in  den  beiden  kol- 
Hnearen  Bändeln  durch 

S  und  Ä,  ,  d'  und  6[ 
bezeichnen,  so  zeigt  die  Figur,  dai's  die  Ebenen  ö  uud  r 
Winkel  und  Nebenwinkel  zwischen  den  Ebenen  d  und  S',  und 
gleichfalls  die  Ebenen  e,  und  t,  Winke!  und  Nebenwinkel 
zwischen  den  Ebenen  d^  und  ä'i  halbieren.  Umgekehrt  liegen  die 
Axen  der  entsprechenden  gleichen  Ebenenbüachel  in  den  Ebenen 
Q  und  p,  und  sind  gleich  geneigt  gegen  die  Normal  strahlen  st 
und  s,  tf  in  diesen  Ebenen;  ferner  gehen  die  Ebenen  der  ent- 
sprechenden gleichen  Strahl  enbiischel  durch  die  Normal  strahlen 
r  und  r,  und  sind  gleich  geneigt  gegen  die  Normalebenen 
6  T  und  ö,  Tj . 

Aus  den  entsprechenden  rechtwinkligen  Dreikanten  und 
Dreiflaeheu  fliefsen  noch  metrische  Relationen,  weiche  die 
koilineare  Beziehung  in  gleicher  Weise  beherrschen,  wie  die 
konstante  Potenz  die  projektivische  Beziehung  einstufiger  Ge- 
bilde. Seien  x  uud  x,  ein  beliebiges  Paar  entsprechender  Strah- 
len der  beiden  kollinearen  Bündel;  dann  wird  die  Ebene  [rx] 
zur  entsprechenden  Ebene  [r|X,]  haben;  es  sind  aber  r  und  r[ 
die  Äsen  zweier  Ebenenbfischel ,  für  welche  die  Ebenenpaare 
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fl  T  und  ö,  t|  die  en Isprechenden  rechtwinkligen  Ebenenpaare 
(S.  10)  sind,  folglich  gilt  die  Relation: 

tg  {[rx],  [TS])  .  tg  i[r,x,],ir,t,-])  =  konst. 

oder,  wenn  wir  statt  eines  Winkels  das  Komplement  desselben 
setzen,  können  wir  anstatt  des  konstanten  Produkts  auch  den 
konstanten  Quotienten  setzen;  ähnliche  Relationen  gelten  auch 
für  die  beiden  übrigen  Asenpaare  ss^,  tt^;  wir  erhalten 
also  drei  Konstanten: 

|tg  (["],["])■  t«  ([•■i^i],  [>■.',])- ii 

I.  lg  ([sx},  [st]) .  tg ([«,!,],  r»,r,])  - *, 

ltg([te],[(r]).tg([(,»,J,[(,s,])-i,, 

die  aber,  wie  wir  leicht  erkennen,  nicht  von  einander  un- 
abhängig sind,  Sündern  von  denen  eine  durch  die  beiden 
andern  ausgedrückt  werden  kann. 

In  der  That,  wenn  wir  ein  Dreikant  auffassen,  gebildet 
von  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Strahlen,  z.  B,  r  und  s 
und  dem  Strahle  x,  so  gilt  bekanntlich  c 


*)  Denn  denken  wir  uns  ein  rechtwinkliges  Parallelepipedon,  des- 
1  drei  in  einer  Ecke  O  ziisammenstorscnde  Kanten  rst  seien  und 
igen  Eaumdiagonale  O^  der  Strahl  x  sei,  so  folgt  unmittelbar,  wenn 


DSM,  SRO,  Q!ß   die  LSngen   der   drei   Kanten   dea  Parallelepipeds   sind, 
aus  der  Figur  (Fig.  le) 
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COS  (r,  X)  =  siu  (s,  x)  coa  {[sx],  [sr]) , 
und  solche  Beziehungen  können  wir  durch  Vertanschung  der 
Strahlen  rst  mit  einander  sechs  herstellen,  die  also  lauten: 

Icos  {r,  x)  =  sin  (s,  x) .  cos  {[sx],  [sr])  =  sin  {t,  x) .  cos  {[tx],  [tr]} 
cos(s,  ai)  =  8in(;,ir).cos([(a:],  [(s])  =  sin(r,3;).cos([ric],[»-s]) 
cos  {t,  x)='Sm{r,x).cos(\rx],  [ri])  =  sin  {s,x). cos  {[8^],[s*])j 
aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  eine  grorse  Anzahl  an- 
derer, Yon  denen  wir  nur  einige  hervorheben  wollen.  Es 
folgt  aus: 


sin(r,  X)  =  ^ 

cos  {tx) 
•m{[r-x],irt\) 

C03  ((,  a;)         c 

o^lrxUrt]) 

cos  (S,  X)           c 

o^{[TxUri\) 

und 

weiter: 

cos  (»■,  X) 
cos  (i,  X) 
cos  (S,  X) 

tg((s4[s(]) 

folglich : 

3.       tg  ([ri],  [«])  .  lg  ([si],  [sf])  .  lg  ([te],  [fr])  =  1 , 

und  da  in  gleicher  Weise: 

tg  d'-t",'},  [>■,',])  ■  tg  ([",»:,],  [S,',])  .  4g  <|(,^,],  RS,])  -  1 
ist,  so  folgt  die  Bedingung: 
(II)  7ci  .  ^2  ■  ^3  =  1 1 

wonach  eine  der  drei  Konstanten  der  kollinearen  Beziehung 
von  den  beiden  andern  abhängt. 

Wir  bemerken  noch  folgende  Relationen: 


¥SR.c 

:0.([Mj,  [«.■]) -SliQ 

SftCl 

-DSp. 

(!0.(M!) 

iet 

rin  (.«))  .  c 

«.([.«l[irt)-oo,(,' 

,  a;) 

aucli 

0¥.. 

in(.,i)            -ipSl 

$Sft.s 

»([«],  [«r])_!JD 

SID 

=  o$. 

00.  (1,  X) 

sin  (s,  a;)  .  sin  {[sx},  [«»■])  =  oos  (i,  a^), 
ö  durch  Quadrierung  beider  Gleichungen  hervorgeht: 

00,'(.',S)  +  COS'(.,I)  +  00.'(1,»)_1. 
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Aus  sia  (r,  x)  =  - 


und 
folgt: 


tg  (S,  X)  = 


I  tg  (.*,  a;)  -  ^^^  (^(^]^  [(,], , 


woraus  u.  a.  folgt: 

5.  tg  [r,  x)  .  ig  {s,  x)  .  tg  (i,  x) 


cosi.Lr«],  [rsj)  .  oos([s3.],  [^<]) .  C0B([f^],  [fr]) 

Ähnliche  Relationen  lassen  sich  ableiten,  wenn  wir  die 
beiden  entsprechenden  Dreiflache  p  6  t  und  Q^  0^  r,  nehmen, 
und  irgend  zwei  entsprechende  Ebenen  %  und  |,  der  beiden 
kollinearen  Bündel  auffassen;  da  wir  indessen  von  diesen 
Relationen  im  Folgenden  keinen  weiteren  Gebrauch  machen 
wollen,  so  übergehen  wir  sie  hier.  Ebenso  wollen  wir  auch 
auf  die  Potenzebenen  und  Potenzstrahlen   hier   nicht  weiter 


§  45.  Ermittelung  der  ausgezeiehneten  Elemente  zweier 
koUinearen  Bündel  bei  beliebiger  Lage  derselben. 
Die  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen  ausgezeichneten 
Elemente  zweier  kollinearen  Bündel :  die  entsprechenden  recht- 
winkligen Dreikante  und  DreiÜache,  die  beiden  Paare  ent- 
sprechender gleicher  Strahlböschel  und  die  beiden  Paare 
entsprechender  gleicher  Ebenenbüschel  lassen  sich  auch 
unabhängig  von  der  perspektivischen  Lage  bei  zwei  allgemein 
gegebenen  kollinearen  Bündeln  ermitteln,  und  dadurch  gelingt 
es,  zwei  allgemein  gegebene  kollineare  Bündel  in 
perspektivische  Lage  zu  bringen. 

Wenn  zwei  kollineare  Bündel  O  und  O,,  etwa  durch  vier 
Paare  von  einander  unabhängiger  entsprechender  Elemente 
[u  h  c  d  \ 
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ob  es  in  dem  Bändel  KD  einen  aolchen  Strahl  x  und  die  Normal- 
ebene  I  desselben  giebt,  dafs  die  entsprechenden  Elemente 
x^  \ind  g^  im  Bündel  O,  auch  zu  einander  normal  sind? 

Nehmen  wir  zwei  beliebige  entsprechende  Strahlen  x 
und  iCj  der  beiden  kollinearen  Bündel  O  und  Oi ,  so  wird 
der  zum  Strahle  x  normal  gelegten  Ebene  ^  dea  Bündela  O 
im  allgemeinen  eine  Ebene  |j  entaprechen,  weiche  nicht  auf 
dem  Strahle  x^  normal  steht.  Verändern  wir  aber  den  Strahl 
X,  so  verändert  sich  mit  ihm  auch  |  und  beschreibt  das 
komplementäre  Bündel  D  [5]  zu  dem  Strahlenbändel  £i\x\ 
(S.  357),  weiches  zu  ihm  in  reziproker  Beziehung  steht; 
der  Ebene  i  entspricht  nun  vermöge  der  gegebenen  kollinearen 
Beziehung  die  Ebene  1,  des 'Bündels  O,;  folglich  atehen  die 
Bändel  O  ||]  und  Oj  i^,]  in  kollinearer  Beziehung;  wenn  wir 
nun  auf  dem  Strahle  «,  eine  Ebene  |i  im  Bündel  O,  normal 
stellen,  so  beachreiben  bei  der  Bewegung  die  Ebenen  |,  und 
£,1  konzentrische  kollineare  Bündel,  denn  es  ist 
Bündel  O,  [1,]  kollinear  mit  O  fl] 
,j  Ö  [S]  reziprok  mit  O  |^| 
„  0\x\  kollinear  mit  0,  |«il 
i>  C)i|ä;||  reziprok  mit  Oi  [li] , 
folglieh  ist  auch  das  Bitndel  Oj  [Si]  mit  dem  Bündel  Oi  [^i] 
kollinear  und  konzentrisch  und  sobald  ea  sieh  ereignet,  dafs 
zwei  entsprechende  Ebenen  |j  und  §',  zusammenfallen,  iat 
offenbar  die  geforderte  Bedingung  erfüllt.  Dies  tritt  aber, 
wie  wir  wissen  (S.  376),  im  allgemeinen  dreimal  ein,  und 
eine  dieser  drei  Lösungen  der  Aufgabe  ist  immer  reell;  in 
unserem  Falle  zeigt  sich  aber,  dafs  die  beiden  andern  Lösungen 
auch  reell  sein  müaaen;  denn  sei  daa  eine  immer  reelle  Paar 
entsprechender  Strahlen  r  und  *■,  gefunden,  deren  Normal- 
ebenen p  und  ßi  ebenfalls  entsprechende  Ebenen  sind,  ao  werden 
letztere  die  Träger  zweier  projektivischen  Strahlenbüsche] 
der  beiden  kollinearen  Bündel  sein,  welche  bekanntlich  immer 
zwei  reelle  Paare  entsprechender  rechtwinkliger  Strahlen 
sSj  und  ttf  haben  (die  Sehenkel  der  entsprechenden  rechten 
Winkel  s^  uud  S|(|);  da  diese  reell  sind,  so  wird  auch 
das  Paar  ss,  die  oben  verlangte  Eigenschaft  besitzen,  dafs 
die  Normalebene  [rf]  =  ff  des  Strahles  s  zur  entsprechenden 

acHKi/i'EK.  Tlieor.  d,  Obcrfl,  2.  Ordii.  26 
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Ebene  hat  die  Normalebene  [r,i,]  =  ff,  des  Strahles  s,,  und 
dasselbe  gilt  von  dem  Strahlenpaar  ((,;  sobald  also  eine 
Lösung  der  Aufgabe  reell  ist,  müssen  auch  die  beiden  übrigen 
reell  sein.  Diese  drei  Strahlenpaare  rr,,  ss^  und  ttj  seihst  zu 
finden  ist  natürlich  ein  Problem  dritten  Grades  und  von  uns 
zurückgeführt  auf  das  Fundamentalproblem  des  §  43.  Be- 
merkenswert ist  für  unsere  vorliegende  Krage  der  Umstand, 
dafs  die  beiden  entsprechenden  rechtwinkligen 
Dreikante 

rst    und    r,  s,  ^| 

der  kollinearen  Bündel  O  und  O,  immer  reell  vor- 
handen sind. 

(Den  besonderen  Fall,  dafs  die  in  den  Ebenen  ß  und  g, 
enthaltenen  Strahlenbüschel  einander  gleich  sind,  dafe  es  also 
unendlich  viele  Tripel  entsprechender  rechtwinkliger  Drei- 
kante giebt,  lassen  wir  hier  bei  Seite,  um  die  allgemeine 
Untersuchung  nicht  zu  unterbrechen.) 

Mit  diesen  entsprechenden  rechtwinkligen  Dreikanten 
sind  zugleich  die  entsprechenden  rechtwinkligen  Droiflache 
gefunden : 

(>  =  [sq         «-[fr]         z-[rs] 
(,,_[»,(,]     »,-[(,.•,]     ., -[r,s,]. 

Um  nun  zu  ermitteln,  ob  es  entsprechende  gleiche 
Strahlenbüachel  in  den  beiden  kol linearen  Bündeln 

0  und  O]  giebt,  bemerken  wir  im  voraus,  dafs  die  Träger 
derselben  notwendig  Ebenen  sein  müssen,  welche  durch  ein 
Paar  der  entsprechenden  Normalstrahlen  r  r,  oder  s  s,  oder  i  t^ 
hindurchgehen;  denn  wäre  dies  nicht  der  Fall  und  ||,  ein 
Ebenenpaar  der  gesuchten  Art,  so  w'äreu  die  Schnittlinien  |  S  p  | 
und  |i,  Pil  entsprechende  Strahlen  und  wegen  der  Gleichheit 
der  Strahlenbüschel  auch  die  auf  diesen  Schnittlinien  recht- 
winkligen Strahlen   y  und  y^   enteprechend   in  den  Ebenen 

1  Ijj  dann  müfsten  sieh  also  auch  die  Ebenen  [ry']  und 
[r,  y^]  entsprechen  und  von  diesen  Ebenen  sind  die  Normal- 
strahlen  1 1  p  |  und  j  1,  p,  | ,  welche  sich  auch  entsprechen ; 
folglich  hätten  wir  eiri  viertes  solches  Paar,  wie  es  zu  Anfang 
der  Untersuchung  ermittelt  wurde;   es   giebt  aber  im  allge- 

r  drei  solcher  Paare,  folglieh  können  die  Strahlen 
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I^pI  uoä  ,'SiPil  "lur  entweder  mit  s  und  5,,  oder  mit  (  und 
uus  i|  koinzidieren ,  oder  die  Ebeuen  ^1,  miiasen  durch  r 
und  j'i  gehen,  in  welchem  Falle  die  Strahlen  yy^  mit  rr, 
koinzidieren.  In  jedem  FaU  müssen  also  die  Ebenen  mit  ent- 
sprechenden gleichen  Strahlenbüseheln  durch  eines  der  drei 
Paare  entsprechender  Normalatrahlen  gehen. 

Legeu  wir  demnach  durch  die  Strahlen  r  und  r,  zwei 
entsprechende  Ebeuen  |  und  1,,  so  sind  in  den  projektirischen 
Strahlenbüacheln ,  welche  diese  enthalten ,  nicht  nur  r  r^ 
sondern  auch  die  Schnittlinien  |r§|  und  l»*!?,!  entsprechende 
Strahlen,  und  diese  Strahlenpaare  schliefen  rechte,  also  gleiche 
Winkel  ein;  gähe  es  nun  irgend  ein  drittes  Strahlenpaar 
xXf  in  diesen  projekti  vi  sehen  Strahlenbüscheln  von  der  Be- 
schaffenheit, dafs  der  Winkel 

(r,x)  =  {r,,x,) 
wäre,  so  müfsten  die  Strahl enbüs che  1  projektiviseh-gieich  sein; 
wir  haben  also  die  Ebenen  |  und  S,  so  zu  wählen,  dals  dieser 
Fall  eintritt. 

Wenn  wir  uns  der  aus  der  Eigenschaft  der  konstanten 
Potenz  entspringenden  metrischen  Beziehungen  erinnern 
(S.  384),  wonach 

so  liefert  die  Bedingung  (rx)  =  {r^  x,)  folgende: 
co9([ra^J,[rsJ)         coM[n*il.  Lnsd] 


coai[r3t],  [rs]) 


d.  h,  ^3 

und  aufserdöni  haben  wir 

'  tgC[r,a;J,  [r,s,]i    ' 

Wenn  wir  daher  die  beiden  Winkel: 

drx],  [rs])  =  (p    ([r,  a;,],  [r,  s,])  =  f^ 
bezeichnen,   so   würden  dieselben  durch  die  Bedingungen  s 
bestimmen  sein: 


^  =  k, 


oder,  da  die  oben  (S.  383)  gefundene  Bedingung  zwischen  den 
drei  Konstanten  ^i^ij^a  stattfindet: 
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=  1 


(        COS   g;  ==  ftg  COS  95, 
\k^  sin  <jp  =  sin  gs. 

Aus  diesen   beiden  Gleichungen    lassen    sich    die  Werte 
von  <p  und  9),  ermitteln,  nämlich: 


1—klkl 


klhl-l 


sin  Vi  =  -' — ^i-%-  = 


cos'g5[ ' 


l—kHl 


-klkl 


klkl—i 


klkl-i 

Damit  hieraus  reelle  Werte  für  <p  und  qo,  sich  ergeben, 
ist  einmal  nötig,  dais  die  Werte  für  sin^^i  eos^  q;  sin^  9, 
coaVi  positiv,  und  zweitens,  dafs  sie  kleiner  als  1  seien. 
Dies  wird  nur  der  Fall  sein,  -wenn 

entweder  /Cj  >  1  A^  >  1 
oder  ^2  <  1  A3  <  1 ; 
ob  nun  eine  dieser  Bedingungen  erfüllt  wird,  d.  h.  ob  durch 
r  und  rj  zwei  entsprechende  Ebenen  gehen,  welche  gleiche 
entsprechende  Strahlenbüschel  enthalten,  lärst  sich  a  priori 
nicht  entscheiden,  sobald  wir  die  Werte  der  Konstanten  h^ 
und  &3  nicht  kennen.  Aber  wir  wissen,  dafs  zwischen  den 
drei  Konstanten  h^^k^  die  Bedingung  besteht: 

ans  welcher  folgt,  dafs  weder  alle  drei  gröfser,  noch  alle  drei 
kleiner  als  1  sein  können;  es  sind  daher  nur  folgende  sechs 
Fälle  möglich: 


;t,  <  1!*,  <  1 

*,  <i 

t,  >  1  *i  >  1 

*,  >  1 

*,  >  i;i,  <i 

*i  >  1 

\>  \'\  <  i 

'(,  >  1 

*.  >  i:*,>  1 

*,  <  1 

!.,<lk,>  1 

*j<  1 

und  diese  sechs  Fälle  entsprechen  gerade  den  sechs  Bedingungen, 
welche  erfüllt  werden  müssen,  wenn  es  durch  eines  der  drei 
Strahlenpaare  rr^,  sSj,  tt^  Ebenen  mit  entsprechenden 
gleichen  Strahlenböscheln  geben  soll,  nämlich: 


ftj  >  1  [  /;;  <  1 


3>  Ij 


i  <  1 


\  >TjT,  <  1 

^2  >   1  i  Äj  <   ]  . 
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Da  nur  einer  der  obigen  sechs  Fälle  eintreten  kann,  und 
durch  das  Eintreten  eines  derselben  die  übrigen  fünf  aus- 
geschlossen sind,  so  giebt  es  auch  nur  durch  ein  Paar  Normal- 
Strahlen  Ebenen  von  der  verlangten  Beschaffenheit,  Wir 
nennen  dieses  besondere  Paar  rr, ,  nehmen  also  den  Fall  an : 

ßi  <  1 

i  ^2  >  1   und  haben  dann  die  reellen  Winkel  (p  und  qj,  aus 

ih  >  1 

den  obigen  Gieichnngen   zu  bestimmen  oder  einfacher  durch 
folgende  elementare  Konstruktion  zu  ermitteln: 

Denken  wir  uns  (Fig,  17)  die  beiden  gegebenen  Bündel 
O  und  O,  so  im  Räume  gestellt,  dafs  die  besonderen  Strahlen 


r  und  Ti  parallel  laufen,  und  die  besonderen  Strahlen  s  und 
s,  auf  einander  fallen,  also  auch  t  und  fj  parallel  laufen,  und 
sei  die  Ebene  des  Papiers  diejenige,  in  welcher  die  Strahlen- 
paare sSj,  ti,  liegen,  während  rfi  normal  auf  der  Ebene  des 
Papiers  stehen,  dann  sind  die  Winkel: 


(["1,  ["]) 

durch  die  beiden 


und     ([r,a;,],  [»-,3,])  =  tp^ 
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zu  ermitteln  oder  was  dasselbe  ist,  es  sind  in  der  Ebene  [s(] 
oder  [Sj  i|j  zwei  Strahlen  x  und  a;,  durch  O  und  O-y  so  zu 
ziehen,  dafs  i  (xs)  =  (p  und  /.  {x,Sy)  =  q^,  wird.  Schneiden 
sich  zwei  solche  Strahlen  im  Punkte  j:,  und  ist  1)  der  Fufspunkt 
des  aus  j:  auf  IOOi|  herabgelassenen  Perpendikels,  so  ist 
Ol)  .  tg  qs  =  0|i) .  ig  9),  und  O).'  .  sin  95  =  OiJ  .  sin  q^, ,  also  : 

durch  die  erste  Bedingung  sind  zwei  Punkte  i)  und  i)'  auf 
der  Verbindungslinie  |OD||  bestimmt,  die  durch  O  und  SD, 
harmonisch  getrennt  werden,  von  denen  also  der  eine  1)  zwi- 
schen, der  andere  X)  aufserhalb  der  Strecke  O0|  liegt,  und 
da  7C|  <  1  ist,  so  liegt  X)  näher  an  Oi  als  an  O,  Denken 
wir  uns  in  t)  und  1/  Perpendikel  auf  |00||  errichtet,  so 
mufs  auf  diesen  der  gesuchte  Punkt  f  liegen;  aus  der  zweiten 
Bedingung  folgt,  dafs  der  Punkt  j:  auf  einem  bestimmten 
Kreise  liegt,  welcher  seinen  Mittelpunkt  in  der  Geraden  jDD,  | 
hat,  und  für  welchen  die  Endpunkte  dieses  Durchmessers 
durch  O  und  O,  harmonisch  getrennt  werden.  Nennen  wir  j 
und  j'  die  Endpunkte  dieses  Durchmessers ,  so  teileu  die  Punkte 
j  und  j'  die  Strecke  OO,  in  dem  gegebenen  Verhältnis  ^,,| 
da  aber  -—  =  -7—  ^=  &, ^  und  k.,  >  1  ist,  so  schliefst  das 
Punktepaar  äj'  das  vorhin  gefundene  Punktepaar  i)i)'  ganz 
ein;  wenn  wir  also  über  jj'  als  Durchmesser  einen  Kreis 
beschreiben  und  in  i)  und  i)'  Normalen  auf  dem  Durchmesser 
jj'  errichten,  so  müssen  diese  Geraden  den  Kreis  in  reellen 
Punktepaaren  sehneiden;  diese  Schnittpunkte  liegen  aber 
paarweise  mit  D  und  D,  in  vier  Geraden,  die  symmetrisch 
liegen  zu  ;OS!)||,  wie  aus  bekannten  Eigenschaften  des 
Kreises  hervorgeht. 

Wir  finden  also  nur  zwei  Strahlenpaare  xXy  und  x'x'i, 
die  symmetrisch  liegen  zu  ss,  als  den  Forderungen  der  Auf- 
gabe genügend,  und  die  Ebenenpaare  [ric]==fiund  [»",  iCjj  ^=  ö,, 
[j-a;']  ==  d'  und   [na^Ij  =  d[   sind  die  einzigen,   reell  vorhan- 
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denen  Paare  von  entsprechenden  Ebenen  der  beiden  Bündel, 
welche  die  Träger  projektivisch- gleich  er  Strahl  enbüschel  sind. 
Sind  diese  nun  ermittelt,  ao  iat  es  sehr  leicht,  die  Äxen 
entsprechender  gleicher  Ebenenbüschei  in  den 
beiden  kollinearen  Bündeln  zu  finden.  Halten  wir  die 
vorige  Lage,  in  welche  wir  die  beiden  Bündel  gebracht 
haben  (Fig.  17),  fest,  so  liegen  die  Ebenen  [st]  und  [s,(|] 
mit  der  Ebene  des  Papiers  vereinigt,  und  da  das  Strahlen- 
paar ss^  zusammenfällt,  so  liegen  die  in  diesen  Ebenen  ent- 
haltenen entsprechenden  Strahlen büschel  perspektivisch;  ihr 
perspektivischer  Durchschnitt  ist,  da  (ij  parallel  laufen,  die 
Gerade  |j:i)!.  "Wenn  wir  nun  von  O  auf  den  Strahl  x^  das 
Perpendikel  d  und  von  O,  auf  den  Strahl  x  das  Perpendikel 
d,  fällen ,  30  schneiden  sich  d  und  d,  offenbar  auf  der  Ge- 
raden It^Ii  ^^^  sind  daher  entepreehende  Strahlen  der  beiden 
Bändel.  Die  in  den  Ebenen  [rtp]  =  d  und  [r|3^,]  =  S^  ent- 
haltenen Strahl enbiis che l  sind  gleich ;  nehmen  wir  daher  zwei 
beliebige  entsprechende  Strahlen  yy^  dieser  gleichen  Strahlen- 
büschel,  so  haben  wir  einmal: 

L{x,y)==  L  (ä,,»/i), 
ferner  der  Konstruktion  zufolge 

l_  (sc,d)  =  L  {x^,  d{) 
und  drittens  der  Neigungswinkel 

L  ([«!/],  [«lil)  -  L  (fe»,],  [^M)  -  90", 
folglich    sind    die    beiden  Dreikante  xyd  und   x,y,df    kon- 
gruent, und  daraus  folgt,  dafs  auch  die  Neigangswinkel : 

L{[dx],[dy])     und     L  {[d,x,],  [d^y^]) 
einander  gleich  sind.    Dies  heiist  aber,  wenn  wir  den  Strahl 
M    verändern,   nichts   anderes,   als    dafs   die   beiden   '. 


büschel,   deren  Axen   die  en^ 


^sprechenden  Strahlen   d  d,  sind 


den  kollinearen  Bündeln  einander  gleich  sind.  In  gleicher 
Weise  finden  wir  das  zweite  Paar  Axen  d'di  entsprechender 
gleicher  Ebenenbüschel  der  beiden  kollinearen  Bündel,  welche 
symmetrisch  zu  d  und  (i,  liegen  in  Bezug  auf  die  Strahlen- 
paai'e  st  und  Sji, . 

Wir  können  demgem'äfs  folgendes  Resultat  der  vorigen 
Untersuchung  s 
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In    zwei   beliebig  gegebenen   kollinearen   Bün 
dein   O   und  Oj   giebt  es  allemal  ein  Paar  entspre 
chender    rechtwinkliger   Dreikante   rst   und    fiSi^j 
deren  Kanten   (Normalstrahlen)    paarweise    durcl; 
Ebenen   verbunden   gleichzeitig  ein  Paar   entspre 
chender  rechtwinkliger  Dreit'lache   qöt  und  p,ö,T, 
(Normalebenen)  liefern.     Ferner  giebt  es  alleraa) 
zwei     Paare     entsprechender     gleicher     Strahlen- 
büschel    in    den    Ebenen   d   und*,,    *'  und  di;    diese 
Ebenen  gehen  durch  ein  Paar  Normalstvahlen  (rr,) 
und  sind   gleich   geneigt  zu  den  in  diesen  Normal- 
strahlen  sich    schneidenden  Normalebenen.     End- 
lich   gjebt    es    allemal    zwei    Paare    Axen    entspre- 
chender gleicher  Ebenenbüschel  d  and  d^ ,  d'  und  d'i; 
diese    liegen    in    einem    Paare    Normalebenen   ((tp,) 
und  zwar  denjenigen,  welche  auf  dem  vorigen  Paar 
N  or  m  al  str  ah  len(r>'|)  senk  recht  stehen.  Die  Strahlen- 
paare   dd'    und    dj,d{    sind    gleich    geneigt   zu   den 
Normalstrahlen   st  und  S|(,,    in    deren   Ebenen    sie 
liegen. 

Nachdem  wir  diese  ausgezeichneten  Elemente  zweier 
kolUnearen  Bündel  ermittelt  haben,  ist  es  nun  leicht,  diese 
Bündel  in  perspektivische  Lage  zu  bringen;  wir  brauchen 
sie  nämlich  nur  so  im  Baume  zu  stellen,  dafs  entweder  das 
ausgezeichnete  Strahlenpaai  dd,  oder  d'd'i  in  die  Verbin- 
dungslinie der  Mittelpunkte  O  Oj  hineinfällt  und  alsdann 
um  diese  zusammenfallenden  entsprechenden  Strahlen  so  zu 
drehen,  dafs  die  entsprechenden  gleichen  Ebenenbüschel,  deren 
Axen  d  und  dj  oder  d'  und  d'i  sind,  identisch  auf  einander  fallen ; 
dann  befinden  sich  die  Bündel  allemal  in  perspektivischer 
Lage;  denn  legen  wir  durch  |0£)i|  eine  beliebige  Ebene, 
so  enthält  sie  zwei  zusammenfallende  entsprechende  Ebenen, 
also  müssen  irgend  zwei  entsprechende  Strahlen  in  diesen 
Ebenen  sich  treffen;  legen  wir  aber  drei  solcher  Ebenen 
durch   ;OOi|   und    fassen  in  jeder   derselben  ein   beliebij 


Strahlenpaar   auf,    so   erhalten   wi 
welche   eine  Ebene  £  bestimmt 
lOOjl   vereinigten   Strahlen   in   ei 


ir  drei   Treffpunkte,    durch 

diese  schneidet  die  in 

!nem  vierten   Punkte,  und 


können    daher    sagen,    dafs    vier   Paare    entsprechender 
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Stralilen  sich  in  vier  Punkten  einer  Ebene  e  treffen,  wodurch 
die  perspektivische  Lage  nachgewiesen  ist  (S.  378).  Haben 
wir  auf  die  eine  oder  andere  Weise,  durch  Vereinigung  von 
ddi  oder  von  d'd'i  perspeiitiTiaehe  Lage  herbeigeführt,  so 
können  wir,  wie  schon  auf  S.  379  bemerkt  wurde,  die  beiden 
Bündel,  ohnß  sie  zu  drehen,  parallel  mit  sich  so  verschieben, 
dafs  die  Strahlen  dd,  oder  d'd[  und  zugleich  die  ganzen 
Ebenenbüschel ,  deren  Axen  sie  sind,  unverändert  bleiben; 
die  perspektivische  Lage  bleibt  dabei  erhalten,  während  der 
perspektivische  Durchschnitt  sich  parallel  verschiebt.  .  Hieraus 
folgt,  dafs  sieh  zwei  kollincare  Bündel  immer  auf 
unendlich  -  viele  Arten  in  perspektivische  Lage 
bringen  lassen;  diese  zerfallen  in  zwei  wesentlich  ver- 
schiedene Gruppen,  je  nachdem  die  entsprechenden  gleichen 
Ebenenbüschel,  deren  Axen  d  und  d^  sind,  oder  diejenigen, 
deren  Axen  (T  und  dl  sind,  zur  Deckung  gebracht  werden. 
Innerhalb  derselben  Gruppe  können  noch  durch  parallele 
Verschiebung  die  Mittelpunkte  der  Bündel  zur  Koinzidenz  ge- 
bracht werden. 

Während  aus  den  vorhergehenden  Untersuchungen  er- 
hellt, dafs  sowohl  zwei  allgemein  gegebene  kollineare  Punkt- 
felder, als  auch  zwei  allgemein  gegebene  kollineare  Strahlen- 
bündel allemal  auf  die  perspektivische  Lage  zurückgeführt 
werden  können,  und  wie  dies  bewerkstelligt  wird,  lassen  sich 
dagegen  zwei  kollineare  Gebilde,  von  denen  eines 
ein  ebenes  Punktfeld  s  und  das  andere  ein  Strahlen- 
bündel D^  ist,  im  allgemeinen  nicht  in  perspektivi- 
sche Lage  bringen,  d.  h.  in  eine  solche  Lage  bringen, 
dafa  jeder  Strahl  des  Bündels  durch  den  ihm  entsprechenden 
Punkt  des  Punktfeldes  geht;  denn  wäre  dies  möglich,  so 
mufste  auch  die  Punktreihe,  welche  auf  der  unendlich-ent- 
fernten Geraden  g^  der  Ebene  e  liegt,  mit  dem  ihr  ent- 
sprechenden bestimmten  Strahlenbüschel  des  Bündels  O,  per- 
spektivisch gelegt  werden  können .  Dies  ist  aber  im  allgemeinen 
nicht  möglich ;  denn  die  Punktreihe  auf  g^  mit  j  edem  Punkte  D 
des  Raumes  verbunden  liefert  ein  bestimmtes  Strahlenbüschel 
(o),  welches  sieh  immer  gleich  bleibt,  wo  auch  o  liegen  mag 
(d.  h.  zwei  Strahlen  von  irgend  einem  Punkte  o  nach  a^  und 
ß„  schliefsen  denselben  Winkel  mit  einander  ein,   wie  zwei 
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StraLlen  von  emem  andern  Punkte  d'  nach  a^  und  6^); 
wenn  daher  dieses  Strahl enbüscbel  o  dem  Strahlenbäschel 
im  Bündel  0, ,  welches  den  Punkten  von  g^  entspricht, 
nicht  projektivisch  gleich,  ist,  so  iäsft  sich  letzteres  nicht 
mit  der  Punktreihe  auf  g^  perspektivisch  legen:  also  lassen 
sieh,  da  diese  Bedingung  im  allgemeinen  nicht  erfüllt  zu 
sein  brauehtj  zwei  kollineare  Gebilde  f  und  Oj  nicht  in  per- 
spektivische Lage  bringeo. 

Ist  aber  insbesondere  die  Bedingung  erfüllt,  dafs  irgend 
ein  Strahlenbüschel,  welches  nach  der  Punktreihe  auf  g^  der 
Ebene  s  hingeht,  projektivisch -gleich  ist  mit  demjenigen 
Strahlenbüschel  in  der  entsprechenden  Ebene  y^  des  Bün- 
dels D|,  welches  den  Punkten  auf  g^,  entspricht,  dann  kann 
perspektivische  Lage  der  beiden  Gebilde  auf  folgende  Art 
hergestellt  werden: 

Man  errichte  auf  der  Ebene  y,  die  Normale  j),  und  suche 
denjenigen  Punkt  p  der  Ebene  s,  welcher  dem  Strahle  p^ 
des  Bündels  £),  entspricht.  Dann  stelle  man  das  Bündel  O  ^ 
so,  dafs  der  Strahl  pj  durch  den  Punkt  Ifi  geht,  die  Ebene  y, 
der  Ebene,  i  parallel  wird,  und  das  Strahlen büschel  in  der 
Ebene  y,  mit  der  entsprechenden  Punktreihe  auf  g^  per- 
spektivisch liegt,  was  durch  Drehung  des  Bündels  D,  um 
den  Strahl  p,  immer  möglich  ist.  Dadurch  ist  zwar  noch 
nicht  die  perspektivische  Lage  erreicht;  aber  man  kann  jetzt 
den  Mittelpunkt  O,  des  Bündels,  ohne  dasselbe  zu  drehen, 
so  auf  dem  Strahle  ^'i  parallel  mit  sich  verschieben,  dafs  ein 
beliebiger  Punkt  r  der  Ebene  e  auf  den  ihm  entsprechenden 
Strahl  r,  zu  liegen  kommt;  denn  nimmt  man  einen  belie- 
bigen Punkt  r  der  Ebene  f,  und  trifft  |^t|  die  Gerade  g^  in 
g„,  so  entspricht  dem  Strahle  |()r§„|  eine  Ebene  des  Bün- 
dels O],  die  durch  jp,  und  ö^,  also  auch  durch  r  geht,  und 
in  dieser  Ebene  Kegt  der  Strahl  >-, ;  man  kann  also  durch 
parallele  Verschiebung  des  Bündels  0|  läugs  des  Strahles  p, 
es  bewirken,  dafs  r,  durch  r  geht;  dann  hat  man  vier  Strahlen 
des  Bündels  C,  von  denen  keine  drei  in  einer  Ebene  liegen, 
nämlich  die  Strahlen  p,  r,  und  irgend  zwei  Strahlen  im 
Bündel  Oj,  welche  durch  die  ihnen  entsprechenden  Punkte 
auf  g^  gehen,  und  solchen  vier  Strahlen  entsprechen  vier 
Punkte   der  Ebene  f,  die  bez.  auf  denselben  liegen;   folglich 
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müssen,  wie  oben  nachgewiesen  ist,  sämtliche  Strahlen  des 
Bündels  durch  die  ihnen  entsprechenden  Punkte  der  Ebene 
gehen,  d.  h.  es  findet  perspektivische  Lage  statt.  Dieselbe 
wird  auch  noch  durch  eine  zweite  Stellung  des  Bäudela  er- 
reicht, die  wir  dadurch  erhalten,  dafs  wir  von  der  eben  erhal- 
tenen Lage  das  Spiegelbild  des  Bündels  nehmen  in  Bezug 
auf  die  Ebene  s.  Es  lassen  sich  demnach  die  beiden  Gebilde, 
auch  wenn  die  vorausgesetzte  Bedingung  erfüllt  wird,  nur 
auf  zwei  Arten  in  perspektivische  Lage  bringen. 


§  46.  Involutorische  Lage  zweier  zusammenliegenden 
kollinearen  Ebenen. 
Bekanntlich  lassen  sich  zwei  beliebige  projektivische 
gerade  Punktreihen  mit  ihren  Trägem  allemal  so  auf  einander 
legen,  dais  wenn  in  irgend  einem  Punkte  derselben  j:  und 
1),  vereinigt  sind,  die  entsprechenden  Punkte  jj  und  t)  zu- 
sammenfallen, und  sobald  dies  nur  einmal  stattfindet,  tritt 
ea  immer  ein,  wo  man  auch  die  vereinigten  Punkte  ):(^i) 
auf  dem  gemeinsamen  Träger  wählen  mag,  (Th.  d,  K.  S.  49.) 
Ein  dieser  involutorischen  Lage  der  beiden  projektivi- 
scben  Punktreihen  analoges  Aufeinanderlegen  zweier  kolü- 
nearen  Ebenen  wollen  wir  jetzt  aufsuchen.  Seien  zwei  kolli- 
neave  Ebenen  b  und  s,  so  auf  einander  gelegt,  dafs  ea  zunächst 
nur  einmal  vorkomme,  dafs  den  zusammen  Siegenden  Punkten 
a  =  &|  die  ebenfalls  vereinigten  Punkte  o,  =^  6  entspreehön ; 
dann  ist  klar,  dafs  die  V erbindun gsh nie  |a6|  =|I'iai|  eine 
Doppelgerade  der  beiden  kollinearen  Ebenen  sein  mufs,  und 
da  die  derselben  angehörigen  beiden  projekti  vi  sehen  Punkt- 
reihen  einmal  das  Paar  |afi|  auf  |6|ni|  liegend  haben,  so 
liegen  sie  involutoriach ,  also  sämtliche  Paare  entsprechender 
gleicher  Strecken  dieser  beiden  projektivi sehen  Punktreihen 
fallen  verkehrt  auf  einander  (Th.  d.  K.  §  16).  Die  beiden 
Doppelpunkte  der  kollinearen  Ebenen  auf  der  Doppelgeraden 
können  entweder  reell  oder  konjugiert^ imaginär  sein  (hyper- 
bolische oder  elliptische  Punktinvolution);  der  dritte  Doppel- 
punkt mufs  aber,  wie  wir  wissen  (S.  372),  immer  reell  sein; 
nennen  wir  ihn  ^j  =  ^|,  dann  wird  er  der  Mittelpunkt  einer 
Strahleninvolution  sein,  welche  mit  der  Punktinvolution  auf 
der  Doppelgeraden  g  =  ffi  perspektivisch  liegt.    Nehmen  wir 
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nun  an,  täafs  aulser  den  auf  der  Doppelgeraden  g{g\)  involu- 
torisch  liegenden  Punktepaarea  p(^,)  und  j,  (l))  noch  irgend 
ein  anderes  Paar  in  der  Ebene  der  beiden  vereinigt  liegenden 
kollinearen  Felder  s  e^  vorhanden  wäre,  welches  die  gleiche 
Eigenschaft  besäfse,  nämlich  dafs 

C  ^  bi     und     C|  =  b 
wäre,  dann  würde  sogleich  folgen,  dass  auch  der  Strahl  |  cb| 
mit  seinem  entsprechenden  |b,  c,'    zusammenfiele;  wir  hätten 
also  zwei  Doppelstrahlen  und  ihr  Schnittpunkt 
{WM,  Ub|)  =  (ifi.a.I,  |b,c,]0 
müfste   daher    ein  Doppelpunkt   der  vereinigten   kollinearen 
Ebenen  sein   (Fig.  18). 
Aus    gleichem    Grunde 
müsste    aber    auch    der 
Punkt: 

(lac|,|6bl)  =  (|6,b,|,Kc,|) 
ebenfalls    ein    Doppel- 

-  punkt     sein     und     der 

-  Punkt: 
(!ab|,|Bc|)=(|6,c,|,|«,b,|) 
auch  ein  Doppelpunkt; 
dieVerbindungslinie  der 
beiden  letzten  Punkte 
müfste  mithin  ein  neuer 
Doppelstrahl  s=s,  sein, 
und  auf  ihm  würden 
nicht   blofs   die    beiden 

eben  verbundenen 
Punkte  Doppelpunkte 
sein,  sondern  auch  die 
beiden  Schnittpunkte  mit  den  vorigen  Doppellinien  abj  =  |b]  a,  \ 
und  |cb|  =  jbjC,  I-  Wir  haben  also  auf  s=>  s^  zwei  zusammen- 
liegende projektivisehe  Punktreihen,  welche  vier  Paare  ent- 
sprechender Punkte  zusammenliegend  haben;  folglich  müssen 
s  und  S|  identisch  auf  einander  liegen.  Es  sind  also  s  und 
5,  ein  Paar  der  besonderen  oben  (S.  366)  ermittelten 
projektivisch     gleichen     sich     entsprechenden    Punktreihen, 
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■welche  identisch  auf  einander  liegen  und  der  Schnittpunkt 
(|a6|,  [cb|)  =  0  ■=  {|6ia|(,  [b,  c,  |)  ^  Oi  ist  ein  Doppelpunkt, 
welcher  die  beiden  besonderen  Punkte  o  o,  (S.  367)  vereinigt, 
in  denen  die  Mittelpunkte  entsprechender  gleicher  Strahlen- 
büschel der  beiden  kollinearen  Ebenen  liegen.  Die  beiden 
kollinearen  Felder  liegen  also  in  der  Weise  auf  einander, 
wie  wir  sie  oben  als  einen  besonderen  Fall  perspektivischer 
Lage  erkannt  haben  (S.  369).  Femer  bemerken  wir,  dafs 
auf  dem  Strahle  |  a  1 1  =  ;  ti^  «ij  |  zwei  involutorisch  liegende 
Punktreihen  vereinigt  sind,  also  auch  die  den  unendlich- ent- 
fernten Punkten  dieses  Strahls  in  beiderlei  Sinn  entsprechen- 
den Punkte  vereinigt  sein  müssen  und  zwar  in  demjenigen 
Punkte,  welcher  in  der  Mitte  liegt  zwischen  den  beiden 
Doppelpunkten;  dasselbe  gilt  von  den  Strahlen  |cb!  =  Ibj  cj. 
Wenn  wir  daher  zu  dem  Strahle  s  =  s^  eine  Parallele  ziehen, 
die  ebensoweit  von  ihm  absteht  wie  von  dem  Doppelpunkte 
0  =  Oj  j  so  mufs  diese  Parallele  r  =  g,  diejenigen  Geraden 
vereinigen,  welche  in  doppeltem  Sinne  den  unendlich- ent- 
fernten Geraden  der  Ebene  i  und  E^  entsprechen.  Dies  er- 
fordert aber  eine  Bedingung,  welche  bei  kollinearen  Ebenen 
im  allgemeinen  nicht  erfüllt  ist,  dafs  nämlich  die  Gerade  r 
gleichweit  absteht  von  u  und  s,  und  andererseits  q^  gleich- 
weit  absteht  von  o^  und  s,.  Wir  wissen  (S.  362),  dafs  im 
allgemeinen  bei  zwei  kolliuearen  Ebenen  die  früher  mit  den 
Buchstaben  s  s'-  o  o'  und  Si  aj  jJi  dI  bezeichneten  ausgezeich- 
neten Elemente  immer  so  liegen ,  dafs  der  Abstand  der 
parallelen  Geraden  ss'  von  einander  so  grofs  ist,  wie  die 
Entfernung  der  Punlrte  Ci  a'i,  der  Abstand  der  Geraden 
si  s'i  von  einander  gleich  ist  der  Entfernung  der  Punkte  o 
und  o'  von  einander.  Hier  wird  aber  gefordert,  dafs  diese 
beiden  im  allgemeinen  verschiedenen  Abstände  einander  gleich 
seien,  d.  h.  dafs 

der  Punkt  o     in  der  Geraden  s 


„        „      o'i    „      „         „  Sj     liege; 

ist  dies  der  Fail,  dann  werden  die  Geraden  r  und  §, , 
zwischen  den  Paaren  von  Parallelen  s  s'  und  s  si  in  der  Mitte 
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liegen,  so  auf  einander  gelegt  werden  können,  dafs  ein  Paar  ent- 
sprechender gleicher  Punktreihen  (ss,)  identisch  zusammen- 
fallen, dagegen  das  andere  Paar  entsprechender  gleicher  Punkt- 
reihen (s'si)  zu  einer  gleichseitig  -  hyperbolischen  Punktinvo- 
lution  sich  gruppieren ,  deren  Doppelpunkte  der  unendlich- ent- 
fernte Punkt  und  der  endliche  Doppelpunkt  0  =  0,  sind,  (denn 
verfolgen  wir  auf  s  und  s'  zwei  gleiche  und  gleichlaufende 
Punktreihen,  so  sind  der  Konstruktion  zufolge  die  entsprechen- 
den Punktreihen  auf  s,  und  si  gleich,  aber  ungleichlaufend). 
Dies  ist  aber  die  vorhin  geforderte  Lage,  für  welche  die  beiden 
Paare  von  Punkten  existieren: 

a    6;       c     b 

h,    a,;     b,    c,. 

Ist  nun  die  angegebene  metrische  'Bedingung  für  die 
beiden  kollinearen  Felder  erfüllt,  und  sind  aie  in  solche  Lage 
gebracht,  dafs  gleichzeitig  s  =  s,  und  d  =  Oj  auf  einander  lie- 
gen, dann  befinden  sie  sich  in  involutorischer  Lage,  denn 
alsdann  wird  immer,  wo  luch  ein  Punkt  j:  ^  1),  in  doppeltem 
Sinne  aufgefai'st  wird,  der  entsprechende  Ji  mit  dem  ent- 
sprechenden X)  zusammenfallen  In  der  That,  alle  durch 
0^0,  gehenden  Strahlen  müssen  Doppelstrahlen  sein;  auf 
jedem  solchen  Strahl  sind  also  zwei  entsprechende  projekti- 
vische  Punktreihen  vereinigt,  und  dieselben  müssen  involu- 
torisch  liegen,  weil  der  Schnittpunkt  des  Strahls  mit  den 
vereinigten  Strahlen  r  ^  q,  diejenigen  Punkte  enthält,  welche 
den  unendlich- entfernten  Punkten  entsprechen;  da  diese  also 
zusammenliegen,  so  ist  die  involutoriache  Lage  nachgewiesen; 
nehmen  wir  nun  einen  beliebigen  Punkt  j;  ^  Qi  der  zusammen- 
liegenden kollinearen  Ebenen,  so  mufs  dem  Strahl  |  o  p  |  der- 
selbe Strahl  1 13,  y:,  \  entsprechen ,  d.  h.  j:  und  j:,  müssen  mit 
0  in  gerader  Linie  liegen,  und  wegen  der  involutorischen 
Eigenschaft  der  beiden  zusammenliegenden  projekti vischen 
Punktreihen  mufs,  wenn  j;  mit  1),  kolnzidiert,  auch  l)  mit  V, 
zusammenfallen,  w.  z,  b.  w.     Noch   bemerken   wir,   dafs  ein 

solches  Punktepaar       und    '  immer  harmonisch  getrennt  wird 

durch  den  Punkt  i)  und  die  Gerade  s ,  weil  diese  die  Doppel- 


y  Google 


§  46.    Involntor,  Lage  zweier  zuBammenliegenden  feollin.  Ebenen.     399 

pnnkte   der  Involution   entiialteu,    deren  Träger  die  Doppel- 
gerade |rQ[  =  |l),):i|  ist. 

Das  Resultat    der  vorigen   Untersuchung   läfst  sieh  also 


Wenn  awei  kollineare  Ebenen  so  auf  einander 
gelegt  werden  können,  dafs  zweimal  die  involu- 
torische  Bedingung  erfüllt  wird,  d.  h.  dem  in  dop- 
peltem Sinne  aufgefafsten  Punkte  a  ^  6,  zusam- 
menfallende Punkte  a,  =  i  und  noch  ein  zweites 
Mal  einem  Punkte  t  =  bj  (der  nicht  auf  der  Verbin- 
dungslinie des  vorigen  Paares  liegt)  zusammenfallende 
Punkte  q  ^  b  entsprechen,  dann  wird  sie  immer 
erfüllt,  und  die  kollinearen  Ebenen  liegeu  invo- 
lutorisch,  d.  h.  jedem  Punkte  j:  =  i)j  entpreehea 
zusammenfallende  Punkte  i'i  =t).  Die  Verbindungs- 
linien aller  solcher  Paare  konjugierter  Punkte 
j;  =  1),  und  j:i  ^  9  laufen  durch  einen  festen  Punkt 
0  =  0i,  einen  Doppelpunkt;  gleichzeitig  entsprechen 
jedem  in  doppeltem  Sinne  aufgefafsten  Strahl 
X  =  Pi  der  kollinearen  Ebenen  zwei  zusammen- 
fallende Strahlen  3;,=^)/  und  die  Schnittpunkte 
solcher  Paare  konjugierter  Strahlen  x  =  Pi  und 
x^  ^  y  liegen  samtlich  auf  einer  festen  Geraden 
s=^S),  einem  Doppelstrahle.  Alle  durch  den  festen 
Punkt  D  ==  D,  gehenden  Strahlen  sind  Doppel  strah- 
len und  alle  auf  der  festen  Geraden  s  =  S|  liegen- 
den Punkte  sind  Doppelpunkte  der  zusammen- 
liegenden kollinearen  Ebenen.  Jedes  Paar  konju- 
gierter Punkte  wird  durch  o  und  s  harmonisch 
getrennt  und  jedes  Paar  konjugierter  Strahlen 
ebenfalls.  Da  durch  zwei  nicht  in  derselben  Geraden  lie- 
gende Paare  und  die    kollineare    Beziehung    der 

beiden  Ebenen    \      x.       >,  [  vollständig  bestimmt  ist,   so  ist 

auch    die    kollineare    Involution    von    Punktepaareu    in    der 
Ebene    durch    zwei    Paare    konjugierter    Punkte   vollständig 
timmt. 
Eine  solche  Beziehung,   wie  sie  die  involutorische  Lage 
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zweier  kollinearen  Ebenen  liefert,  ist  auct  „harmonische 
Verwandtschaft"*)  genannt  worden  und  liefert  als  Trans- 
formationsprinzip  aufgefafst  bemerkenswerte  Resultate,  z.  B. 
bewegt  sieh  der  Punkt  F  auf  einem  Kreise,  so  beschreibt  der 
entsprechende  Punkt  ^j  einen  Kegelschnitt;  hat  jener  Kreis 
zum  Mittelpunkt  den  reellen  Doppelpunkt  0  =  0,,  so  hat 
der  entsprechende  Kegelschnitt  diesen  Punkt  zum  Brennpunkt, 
und  dies  ist  eine  Quelle,  aus  welcher  in  ungezwungener  Weise 
die  Brennpunktaeigenschaften  des  Kegelschnitts  aus  den 
Eigenschaften  des  Kreises  abgeleitet  werden  können.  Was 
die  Möglichkeit  der  involutorischen  Lage  zweier  kollinearen 
zusammenfallenden  Ebenen  betrifft,  so  zeigte  unsere  Betrach- 
tung Folgendes: 

Zwei  allgemein  gegebene  koUineare  Ebenen 
lassen  sieh  nicht  invoiutorisch  auf  einander  legen; 
vielmehr  müssen  sie  die  Bedingung  erfallen,  dafs 
1  besonderen  Strahlenpaare  ss'  und  SiS\,   welche 

Träger  entsprechender  gleicher  Punktreihen 
der  beiden  kollinearen  Ebenen  sind,  in  der  einen 
Ebene  denselben  Abstand  von  einander  haben,  wie 
in  der  andern  Ebene.  Ist  diese  Bedingung  erfüllt, 
und  werden  die  Ebenen  alsdann  so  zusammengelegt, 
dafs  das  eine  Paar  SS[  identisch  zur  Deckung 
gelangt,  dann  befinden  sie  sich  in  involutori- 
scher  Lage,  und  es  fallen  die  der  unendlich-ent- 
fernten entsprechenden  Geraden  r  und  g,  zusam- 
men, sowie  ein  Paar  entsprechender  gleicher 
StrahlenbUschel  o   und  d,. 

Hieraus  folgt,  dafs  die  involutocische  Lage  zweier 
kollinearen  Ebenen,  insbesondere  aus  der  perspektivischen 
Lage  auf  folgende  einfache  Weise  hervorgebracht  werden 
kann: 

Man  versetze  zwei  beliebig  liegende  ebene  Träger  e  und 
a,  dadurch  in  kollineare  Beziehung  zu  einander,  dal's  mau 
durch  einen  Punkt  O,  der  von  beiden  Ebenen  gleich  weit 
absteht,  Strahlen  zieht  und  jeden  Strahl  in  zwei  entsprechen- 

*]  Milinowski:  Zur  Theorie  der  KegelBchnitte ,  Borchardt 3  Jour- 
nal f.  reine  u.  angew.  Mathematik.    Bd.  86,  S.  SSO. 
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den  Punkten  j:  und  y,  die  Ebenen  s  und  e^  treffen  läfst. 
Dreht  man  hierauf  die  eine  Ebene  mit  ihren  Punkten  um  die 
festgehaltene  Durebschnittslinie  s(S|)  so  weit  herum,  bis  die 
anfänglich  dem  Punkte  £)  zugekehrten  Seiten  beider  Ebenen 
zusammenfallen,  dann  befinden  sich  die  zusammenliegenden 
kollinearen  Ebenen  in  inToIutorischer  Lage.*) 

Die  dual  -  gegenüberstehende  Untersuchung  zweier  koi- 
linearen  Bündel,  welche  konzentrisch  in  involutorische  Lage 
gestellt  werden  sollen,  wird  hier  unterlassen,  weil  sie  der 
vorstehenden  ohne  Schwierigkeit  nachgebildet  werden  kann 
oder  durch  die  Perspektive  zweier  inyolutorisch -zusammen- 
liegenden kolKnearen  Ebenen  erhalten  wird.  Wir  heben  nur 
das  Resultat  hervor: 

Gehen  durch  einen  Punkt  O  ein  fester  Strahl  d 
und  eine  feste  Ebene  d,  so  lassen  sieh  alle  Strahlen 
undEbenen  durch©  dergestalt  paarweise  einander 
zuordnen,  dafs  irgend  einem  Strahle  x  derjenige 
Strahl  X|  entspricht,  welcher  zu  den  drei  Strahlen 
d,  \^{dx']\,  X  der  vierte  harmonische  dem  a:. zugeord- 
nete ist,  und  irgend  einer  Ebene  |  diejenige  Ebene 
5i  entspricht,  welche  zu  den  dreiEbenen  ö,  {d,\di,\'\, 
I  die  vierte  harmonische  der  Ebene  S  zugeordnete 
ist.  Dann  bilden  xx^  und  ||,  entsprechende  Elemente  zweier 
konzentrischen  kollinearen  Bündel  in  Involutoriseher  Lage.  Der 
Strahl  d  und  alle  Strahlen  iu  der  Ebene  ö  (durch  O)  sind 
Doppelstrahlen ,  die  Ebene  8  und  alle  Ebenen  durch  d  sind 
Doppelebenen  der  konzentrischen  kollinearen  Bünde).  Zwei 
allgemein  gegebene  kollineare  Bündel  lassen  sich  nicht  in  eine 
solche  involutorisehö  Lage  bringen,  sondern  nur  dann,  wenn 
sie  die  Bedingung  erfüllen,  dafs  die  beiden  besonderen  Strahlen- 
paare dd'  und  d^d[ ,  welche  die  Äxen  entsprechender  glei- 
cher Ebenenbüschel  sind,  (S.  380)  in  beiden  Bündeln  gleiche 
Winkel  einachliefsen. 

Hiemach  ergiebt  sich  vermittelst  der  perspektivischen 
Lage  folgende  einfache  Konstruktion  für  die  involutorische 
Lage  zweier  koliinearen  Bündel: 

*)  Siehe  A.  P.  Möbius:  Theorie  der  collinearen  Involution  von 
l'nnktepaaren  in  der  Ebene  und  im  Baume;  Bericbte  d.  K.  Siielis. 
Qesellscli.  der  WieBenscliafteu,  25.  Okt.  1856. 
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Man  nelime  zwei  beliebige  Punkte  O  Oi  und  lege  durch 
die  Mitte  9)i  zwiscben  denselben  eine  beliebige  Ebene  e.  Be- 
zieht man  zwei  kollineare  Bündel  O  und  O^  ao  aufeinander, 
dafs  jeder  Punkt  j:  der  Ebene  s  mit  O  und  Dj  verbunden 
zwei  entsprechende  Strahlen  x  und  x,  der  beiden  Bündel  liefert 
und  verschiebt  darauf  das  eine  Bündel  auf  der  festgehaltenen 
Verbindungslinie  |OD]|,  ohne  es  zu  drehen,  parallel  mit  sich, 
bis  O,  mit  O  zusammenfällt,  dann  befinden  sich  die  beiden 
kollinearen  Bündel  in  involntorischer  Lage, 


§  47.     Trillneare  Lage  zweier  zusammenliegenden 
kollinearen  Ebenen. 

Da  zwei  allgemein  gegebene  kollineare  Ebenen  nicht  in 
involutorisehe  Lage  gebracht  werden  können,  so  wollen  wir 
die  Frage  in  folgender  Art  erweitern: 

Lassen  sich  zwei  kollineare  Ebenen  so  auf 
einander  legen,  dafs  entsprechende  Punkte  in  der 
Weise  auf  einander  fallen: 

a      i      c     auf  resp. 
6,     c,     a, , 

d.  h.  wenn  in  einem  beliebigen  Punkte  zwei  nicht  entsprechende 
Punkte  a^tii  vereinigt  sind,  die  ihnen  entepreehenden  Punkte 
0,  und  b  auf  ein  anderes  Paar  entsprechender  Punkte  c  und 
C|  fallen,  oder  dafs  zwei  entsprechende  kongruente  Dreiecke 
in  cyklischer  Vertauschung  auf  einander  fallen. 

Hier  zeigt  sich  zunächst,  dafs  dies  immer  stattfindet, 
sobald  es  einmal  eintritt.  In  der  That,  nehmen  wir  an, 
dafs  die  drei  Paare  entsprechender  Punkte  adi,  6bi,  cc, 
zweier  zusammenliegenden  kollinearen  Ebenen  in  der  Weise 
auf  einander  fallen: 

a,      b      C      auf  resp. 
6,     C|     a, , 

und  sei  ij:,  ein  beliebiges  viertes  Paar  entsprechender  Punkte, 
wodurch  die  koUineare  Beziehung  gerade  bestimmt  ist;  be- 
zeichnen wir  den  mit  f  zusammenfallenden  Punkt  der  Ebene  s^ 
durch  i)j  und  den  mit  Ji  zusammenfallenden  Funkt  der  Ebene 
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E  durch  j,  so  lassen  sich  die  entsprechenden  Punkte  i)  und  ;, 
konstruieren,  und  ea  zeigt  sieh,  dafs  dieselben  zusammenfallen 
müssen;  denn  wir  haben: 

7\  c\aivii:\ 

woraus  folgt,  dafs  sich  die  drei  Geraden: 

|6rl.  |cj,l,  laljl 
in  einem  Punlite  schneiden  müssenj  zweitens  ist: 

tltoml  A*i|c,«,):,l)i! 
A»|Sct,):| 
A«|tSrfil, 
woraus  folgt,  diifs  sich  die  drei  Geraden: 

tri.    I»fil.    I'»)! 

in  einem  Punjite  sehneiden  müssen:  endlich  ist: 


c|otrl)|  A  c,|a,6|i,l),| 
AS|t«fiJl 
AS.|ac»-,|, 
folgt,  dai's  sich  die  drei  Geraden: 
\^r\,    IHil,    lajl 
in  einem  Punkte  schneiden  müssen;  von  den  drei  Bedingungen, 
dafs  sich 

IKy|.     rt'Fili     I  ci)  I  ™  einem  Punkte  treffen, 

reichen  schon  zwei  zur  Bestimmung  des  Punktes  1)  aus,  sobald 

wir  die  vier  Paare   entsprechender  Punkte   |     ,  zur  Be- 

U|b|C,j;, 
Ziehung  beider  Ebenen  auf  einander  als  gegeben  auffassen. 

Wir  können   nun  in   analoger  Weise  den  Punkt  jj  kon- 
struieren, denn  wir  haben; 
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n.ititiJiiii  A  «ittt! 

AB,|t,«,l),V,l 
AB,[OiC,f,l),|, 
also   schneiden   sich   ICiFi  ,   |IJilJi|j   l<»iäil   in  einem   Punlite; 
ferner  ist: 

*i|ti<i,):,iil  ASIcdfi 

A  Ci|a,t,i),ri| 
A  c,|S|(i,):,i)i|, 
also  schneiden  sich  |rtiX'i|,  |c,lj|j,  |l)i3i|  in  einem  Punlite;  end- 
lich ist: 

til«i'ifiäil  A  t|a6fi| 

A  ti,l6,c,t)il, 
A  a,|t|6,j,l),|, 
also  schneiden  sich  |biTil,  Kliljil:  Iciäil  in  einem  Punkte.  Von 
den  drei  Bedingungen,  dafs  sich 

|6,l),l,  IC]);,|,  Iciiiil  in  einem  Punkte  treffen, 
|c,D,|,|a,);J,  lüiäil    „      „ 

reichen  schon  zwei  zur  Bestimmuug  des  Punktes  j,  aus,  und 
wir  erkennen  durch  Vergleichuug  der  Bedingungen  2.  und 
1.,  daCs  die  je  drei  Linien  in  2.  identiscli  sind  mit  den  gleich- 
stelligen Linien  in  1 .,  folglieh  ist  auch  der  Punkt  i)  mit  dem 
Punkt  5,  identisch,  d.  h.  es  liegen  die  Dreiecke: 
y,      \)      l      und 

?i    äi   ?! 

cyklisch  auf  einander  w.  z.  b.  w. 

Wir  haben  also  den  Satz: 

Wenn  zwei  kollineare  Ebenen  so  auf  einander 
liegen,  dal's  einmal  die  Dreiecke: 
a      B      c       und 
6,     c,     a, 
(wo    a  tt) ,    bfc,,    c  C|     Paare     entsprechender    Punkte 
sind)    cyklisch  sieh   decken,   so  findet    dies    immer 
statt,  d.  h.  wenn  irgend   einem  in  doppeltem  Sinne 
aufgefafsten  Punkte  ):  =  l)i  die  Punkte  j^  und  1)  ent- 
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spröchen,  so  liegen  dieselben  immer  mit  einum 
Paare  entsprechencler  Punkte  j  j,  zusammen,  näm- 
lich fi  mit  j  und  1)  mit  j,. 

Ea  gruppieren  sich  demgemäi's  zwei  in  dieser  Weise  auf 
einander  liegende  koliineare  Ebenen  zu  Tripeln  von  Punkten, 
und  wir  wollen  das  dadurch  entstehende  Doppelgebilde  tri- 
lineare Lage  der  beiden  zusammenliegenden  kollinearen 
Ebenen  nennen. 

Fassen  wir  zwei  solche  cyklisch  auf  einander  liegende 
Dreieekspaare,  wie  oben,  auf; 

a      6      c         und  X      >)      ä 

6|     c,     «i  ?i     h     Vi  > 

so  wissen  wir,  dafa  diese  beiden  Dreiecke  auf  dreifache  Art 
perspektivisch *)  liegen,  nämlich: 

Ikvl)   \^i\>   l'^?!  treffen  sich  in  einem  Punkte. 
!ai)i,  \ix\,  \^\      „       „     „      .. 
\h\,  IHI,  IcpI      .       „     ,.      „ 
Diese  drei  Punkte  bilden  ein  neues  drittes  Dreieck,   welches 
Ton  den  beiden  ersten  abhängt;  bezeichnen  wir  seine  Ecken 
durch 

(larl,  \H\)  =  I,     so  ist  (ta,):,!,  |&,ä,|)  =  I,   =  (|cäi,  |al)|)  =  n 
(aij,  |&l)i)  =  m,    „    „    (|a,äiU^ii)il)  =  m,  =(|c9|,|aj:D  -1 
{|al)Uii:|)  -  n,    „    „    (|cL,t),|,  |6,):,|}  =  n,  =  (IcfI,  lajl)  =  m  , 
wir  haben  also  gefunden: 

I  =  m, 
m  ^  tti 

n  =  r,, 

d.  h.  wir  haben  ein  drittes  Paar  cyklisch  auf  einander  liegen- 
der entsprechender  Dreiecke; 

t       m     II 

m.     Kl     (]  . 
Wir  können  also  den  Sata  aussprechen: 

*)  Vergl,  J.  Rosanes:  Über  Dreiecke  in  perspektiyiBehef  Lage 
und  H.  Schröter:  Über  perspektiviscli  liegende  Dreiecke,  Matli.  An- 
naien  v.  Clebäch  uod  Neumann.    Bd.  II,  S.  549  u.  553. 
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Wenn  man  bei  zwei  auf  einander  liegenden  kol- 
linearen Ebenen  in  trilinearer  Lage  zwei  cyklisch 
auf  einander  liegende  Dreiecke  aiiffafst,  so  liegen 
dieselben  auf  drei  verschiedene  Arten  perspekti- 
viscli,  d.  h.  so,  dafs  drei  Verbindungslinien  ihrer 
Ecken  durch  einenPunkt  laufen.  Die  drei  dadurch 
erhaltenen  Perspektivitätscentra  bilden  ein  drittes 
Dreieck,  welches  gleichfalls  aus  drei  cyküsch  auf 
einander  liegenden  entsprechenden  Punktepaaren 
der  beiden  kollinearen  Ebenen  besteht.  Solche 
drei  Dreiecke  bilden  eine  in  sich  zurückkehrende 
Gruppe,  indem  je  zwei  dieser  drei  Dreiecke  drei- 
mal perspektivisch  liegen,  und  die  drei  Perspekti- 
vitätscentra die  Ecken  des  dritten  Dreiecks  sind. 

Die  letzte  Behauptung  lesen  wir  unmittelbar  aus  unseren 
obigen  Bezeichnungen  ab,  indem  wir  erkennen,  dafs 
inll      jfiiil      |cml     sich  im  Punkte  y  schneiden, 
!6m|    Ict!      |ai.|     „     „       „       9       „ 
!Ctt|     lami     |H|      „      „        „        J        „         , 
und  ebenso: 

ilj:[      |mj       lit^l     sich  im  Punkte  a  schneiden, 
\U\      |ml5|     In^l      „      „        „       i        „ 
m\     iittFl     tnäl      „      „        „        c        „ 
Wir   wissen   ferner,   dafs   wenn   zwei   Dreiecke   perspek- 
tivisch liegen ,   die   drei  Schnittpunkte   ihrer  entsprechenden 
Seiten    sich    auf  einer  Geraden   befinden   (Th.  d.  K.  8,  26). 
Bezeichnen    wir    demgemäTs    die    Seiten    des    Dreiecks    afcc 
durch 

»_|6ti    i_|ta|     c_|«6| 
und  d(!S  Dreiecks  ^'Ijj  durch 

"  —  hü  si  — larl   3-lnl, 

so   werden  die  eutspreehendeu  Sfcralilen  a,  öj  c,  ^,  «/,  äj  zu 
a  b  c  X  y  s  folgende  sein; 

o,  —  l»,t,|  —  |a6|  =  «  i,  —  iljijil  —  ijl)i-.r 

i,  -|t,a,|-jlJt|-a  !/,-U,J,|  -|l)i|-»; 
c,  _|(i,6,|-lco|-6        2, -If.lhl-lsrI— », 
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woraus  zunächst  folgt,  dafs  die  Dröiseite; 
a   h   c        und        x   y  s 
Zij  C|  ß|  y^  «I  x, 

cyklisch  auf  einander  liegen,  d.  h.: 

Wenn  zwei  zusammenliegende  kollineare  Fel- 
der rück  sichtlich  ihrer  Punkte  in  trilinearer  Lage 
sich  befinden,  so  befinden  sie  sich  auch  rücksicht- 
lich ihrer  Strahlen  in  trilinearer  Lage. 

Aus  der  dreifach  perspektivischen  Lage  folgt,  tJafs  die 
Scbnittp  unkte : 

{ax)     (6^)     {cy)     auf  einer  Geraden  l  liegen, 
{az)     (hy)    (ex)       „       „  „         m      „ 

(ay)     (bx)     {C0)       „      „  „         n      „ 

Diese  drei  Geraden  bilden  selbst  wieder  ein  neues  Drei- 
seit,  welches  mit  seinem  entsprechenden  cyklisch  sich  deckt: 
l      m      n 
«ij    %    Ij ; 
da    diese    auf    einander    liegenden    Dreiseite    ein    zyklisches 
Strahl entripel  bilden',   so  bilden  ihre  Ecken  wieder  ein  zykli- 
sches Punkttripel,   wie   aus  der  Umkehrung  des  vorigen  Re- 
sultates folgt;  wir  haben  also  zwei  neue  Tripel: 
[   m   IT        und        l   m   n 
111,  n,  (|  m,  n,  /, 

aus  den  beiden  gegebenen  abgeleitet  und  können  nun  aus 
diesen  in  gleicher  Weise  wieder  zwei  neue  ableiten,  und 
indem  wir  sie  mit  den  früheren  paarweise  in  Verbindung 
setzen  und  die  daraus  entstehenden  neuen  Tripel  wiederum 
unter  einander  verbinden,  können  wir  immer  mehr  und  mehr 
solcher  Tripel  konstruieren,  welche  aUmählich  das  Operations- 
feld der  Ebene  immer  enger  überspinnen. 

Es  drängt  sich  jetzt  die  Frage  auf,  ob  zwei  allgemein 
gegebene  kollineare  Felder  sich  immer  in  trili- 
nearer Lage  zur  Deckung  bringen  lassen,  und  wie 
dies  geschieht? 

Es  ist  hierzu  nur  nötig,  ein  einziges  Paar  entsprechender 
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Tripel  au  cjkiischer  Deckung  zu  bringen,  dann  wird  dies 
bei  allen  übrigen  von  seibat  der  Fall  sein.  Werfen  wir  also 
Kwei  gegebene  kollineare  Ebenen  zunächst  beliebig  auf  ein- 
ander, so  haben  die  aiisgezeichnet«n  Geraden  r  und  q,, 
welche  den  unendlich- entfernten  Geraden  entsprechen,  die 
Eigenschaft,  dafs  ihre  unendlich-entfernten  Punkte  entspre- 
chende sind;  wir  bezeichnen  sie  durch 

a"  und  af . 
Der  Punkt  a"  liegt  vereinigt  mit  einem  gewissen  Punkte 
bf  des  andern  Feldes,  und  der  Punkt  at"  liegt  vereinigt  mit 
einem  gewissen  Punkte  c'°  des  andern  Feldes;  den  Punkten 
bf  und  c"  entsprechen  zwei  bestimmte  auf  den  Geraden  r 
und  gl  liegende  Punkte  b  und  C| ;  wenn  wir  nun  die  beiden 
auf  einander  liegenden  kollinearen  Ebenen,  ohne  sie  au 
drehen,  parallel  mit  sich,  d.  h.  so,  dafs  jede  der  Geraden  r 
und  q,  mit  sich  parallel  bleibt,  auf  einander  verschieben,  bis 
b  und  C|  zusammenfallen,  dann  haben  wir  zwei  auf  einander 
liegende  cylilisch  sich  entsprechende  Dreiecke: 
a-"     b      c" 

also  ist  die  trilineare  Lage  erreicht. 

Wir  können  dazu, noch  auf  eine  andere  Art  gelangen; 
es  giebt  nämlich,  wie  wir  wissen,  zwei  besondere  Gerade  e 
und  ßj  in  den  beiden  kollinearen  Ebenen,  welche  sich  ent- 
sprochen und  beziehungsweise  rechtwinklig  stehen  auf  den 
Geraden  r  und  q^  (S.  365).  Legen  wir  nun  die  gegebenen 
beiden  kollinearen  Ebenen  so  auf  einander,  dafs  die  Gerade 
e  auf  q,  fällt  und  die  Gerade  e,  auf  r,  dann  liegen  die  beiden 


2i  ^i  «i 
cyklisch  auf  einander  und  bilden  drei  Paare  entsprechender 
Strahlen,  folglich  befinden  sich  die  zusammengelegten  kolli- 
nearen Ebenen  wiederum  in  trilinearer  Lage,  Wir  können 
uns  statt  des  besonderen  Strahlenpaares  e  e,  auch  eines  an- 
dern Strahlenpaares  bedienen.  Wenn  wir  durch  irgend  einen 
Punkt  a  der  Geraden  r  Strahlen   ziehen  in  der  Ebene   s,   so 
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entsprechen  denselben  in  der  Ebene  e,  Strahlen,  welcbe 
sämtlicli  parallel  laufen  nach  einem  Punkte  af  hin,  also  mit 
g,  einen  gewissen  Winkel  (p  bilden.  Ziehen  wir  nun  durch 
ft  einen  solchen  Strahl  l,  der  mit  r  auch  den  Winkel  ip  bildet, 
und  nehmen  seinen  entsprechenden  Strahl  ü, ,  so  lassen  sich 
die  beiden  Ebenen  i  und  e^  derartig  aufeinanderlegen,  dafs 
r  mit  l^  und  i^i  mit  l  zusammen  liegt,  weil  beide  Paare  den- 
selben Winkel  ein  schlief sen,  also  liegen  die  beiden  Dreiseite: 
r      l      §- 

h    Ix    n' 

cyklisch  auf  einander,  und  wir  haben  wieder  triüneare  Lage. 
Wir  haben  also  das  Resultat: 

Zwei  allgemein  gegebene  kollineare  Ebenen 
lassen  sieb  auf  unendlich  -  viele  Arten  zu  tri- 
linearer  Lage  vereinigen. 

Es  bleibt  jetzt  noch  die  Frage  Übrig,  wie  die  Doppel- 
elemente bei  zwei  zu  ti'iUnearer  Lage  vereinigten  kollinearen 
Ebenen  beschaffen  sind;  da  im  aligemeinen  immer  ein  reeller 
Doppelpunkt  0=^01  und  ein  reeller  Doppelstrahl  l  =  \  vor- 
handen ist,  so  braucht  nur  die  Frage  beantwortet  zu  werden, 
wie  die  Doppelpunkte  auf  diesem  reellen  Doppelstrahl  be- 
schaffen sind,  und  hier  zeigt  sich,  dafs  dieselben  immer  kon- 
jugiert-imagin^r  sein  müssen.  Denn  nehmen  wir  irgend  einen 
Punkt  I  =  ^1  dieses  Doppelstrahles  l  ^\,  so  müssen  die  in 
beiderlei  Sinn  ihm  entsprechenden  Punkte  j,'i  und  \)  auch  aaf 
dem  Doppelstrahle  liegen,  weil  die  Verbindungslinien  |);i)|  =  i 
und  !F]1)J  =  ?i  auf  einander  liegen;  die  Punkte  p,  und  i) 
müssen  ferner  wegen  der  trilinearen  Lage  auf  einem  Paare 
entsprechender  Punkte  j  und  j,  sieh  befinden,  folglich  liegen 
die  beiden  in  dem  Doppelstrahle  l  =  ?,  befindlichen  projek- 
tivischen  Punktreihen  selbst  trilinear  zusammen  (Th.  d,  K. 
S.  81).  Eassen  wir  insbesondere  die  zusammenliegenden 
unendlich -entfernten  Punkte  q"  und  t"  des  Doppelstrahls 
l  n=  Jj  auf,  so  müssen  die  ihnen  entsprechenden  Punkte  q, 
undt  (die  Durchschnittspunkte  der  Parallelstrahlen)  auf  einem 
Paare  entsprechender  Punkte  y,  und  r,  liegen  wegen  der 
trilinearen  Lage;  da  aber  wegen  der  konstanten  Potenz 
Xf  .  q.pj  ^  konst.  ist,    und   zugleich  tT  =^  JiH^    wird,    so 
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müssen  j:):,  die  besonderen  Punkte  g  g,  oder  1)1),  der  pro- 
jebtivisclien  Punktreihen  sein,  welche  wir  Potenzpunkte  ge- 
nannt haben.  Für  die  trilineare  Lage  der  beiden  auf  ?=i, 
zusammenliegenden  projekti  vis  eben  Punktreihen  gut  also  als 
Bedingung  die  Lage: 

T      9      ci"     auf  resp. 

daher  sintI  sie  gleichlaufend  und  der  Abstand 

mithin  rq  <  gf;;  dies  ist  aber  die  Bedingung  dafür,  dafs 
die  Doppelpunkte  der  beiden  zusammenliegenden  projektivi- 
schen  Punbtreihen  U,  kouj  ugiert  -  imaginär  sind  (Tb.  d.  K. 
S.  42).     Wir  scbliefsen  also: 

Bei  zwei  in  trilinearer  Lage  zusammenliegen- 
den kollinearen  Ebenen  ist  allemal  nur  einer  der 
drei  Doppelpunkte  und  einer  der  drei  Doppel- 
strahien  reellj  die  auf  diesem  liegenden  beiden 
andern  Doppelpunkte  sind  konjugiert-imaginar, 
und  die  auf  dem  Doppeistrahl  vereinigten  projek- 
tivischen  Punktreihen  befinden  sich  selbst  in  tri- 
linearer Lage. 

Die  dual- gegenüberstehen  de  Untersuchung  für  zwei  kon- 
zentrisch gelegte  kollineare  Bündel  in  trilinearer  Lage  wollen 
wir   hier   nicht   mehr  durchführen,   weil  sie  ohne  Schwierig- 
keit der  vorigen  nachgebildet  werden   kann   oder  durch  die 
Perspektive   des  vorigen  Resultats   erhalten   wird.     Wir    be- 
merken  nur,    dafs    sieh  zwei  kollineare   Bündel  O   und  O, 
dadurch   am    einfachsten   in  trilineare   Lage    bringen   lassen, 
dafs  man   die  entsprechenden   rechtwinkligen  Dreikante  der- 
selben   (S.  381)   rst  und  r^s^t^   ermittelt  und  dieselben  so 
zur  Deckung  bringt,  dafs  auf  einander  fallen 
rst     auf  resp. 
s,     if,     rj, 
was  immer  möglich  ist. 

Die  im  Vorigen  behandelte  Frage  läfst  sich  verallgemei- 
nern und  zeigen,  dafs,  wenn  zwei  kollineare  Ebenen  so  auf 
einander  liegen,  dafs  einmal  entsprechende  Vielecke  cyklisch 
zur  Deckung  gelangen: 
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6,  Cj  b,  El .  . .  n,  a, 
alsdann  dies  immer  eintritt,  mit  welchem   Punkte  T(t!i)  man 
auch  beginnen   mag.     Am   einfachsten   ist   der   zunächst  lie- 
gende Fall: 


in  welchem  diese  vier  Paare  entsprechender  Punkte  gerade 
zur  Bestimmung  der  kollinearen  Beziehung  ausreichend  sind; 
hier  ergeben  sich  der  reelle  Doppelpunkt  und  der  reelle 
Doppelstrahl  der  zusammenliegenden  koUinearen  Ebenen  un- 
mittelbar, nämlich  als  Doppelpunkt; 

(lad,  |H!)-(|6,b,|,  |c,ci,|) 
und  als  Doppelstrahl : 

Klat!,  tc«,  «ab!,  |tc|)!-|(|6,t,|,  |a,b,|),  (fiM,  ,c,b,l)i, 
und  es  zeigt  eich,  dafs  die  auf  dem  Doppelstrahl  vereinigten 
projektivisehen   Punktreihen  involutorisch    liegen    und    zwar 
eine  elliptische  Punktinvolution  bilden. 

Wenn  man  durch  atcb  denjenigen  einzigen  und  völlig 
bestimmten  Kegelschnitt  legt,  für  welchen  die  Punktepaare 
ü  c  und  b  h  einander  harmoni.sch  trennen  (harmonischer  Kegel- 
schnitt), so  sind  für  diesen  Kegelschnitt  jener  Doppelpunkt 
und  jener  Doppelstrahl  Pol  und  Polare,  und  alle  in  gleicher 

Weise  durch  eine  beliebige  Punktgruppe   |        ,      }  gelegten 

Kegelschnitte  haben  dieselbe  ideelle  doppelte  Berührung, 
indem  für  sämtliche  der  obige  Doppelpunkt  und  Doppelstrahl 
Pol  und  Polare  sind;  jedoch  müssen  wir  hier  darauf  ver- 
zichten, auf  die  allgemeine  Frage  weiter  einzugehen,  viel- 
mehr den  Leser  auf  die  darüber  veröffentlichten  Arbeiten 
verweisen.  *) 

*)  Siehe  J.  Lüroth:  Daa  Imaginäre  in  der  Geometrie  und  das 
Rechnen  mit  Würfen,  Math.  Ann.  Bd.  XI,  S.  84,  und:  Über  cyklisok- 
proj'ektiviache  Punktgruppen  in  der  Ebene  und  im  Eaume,  Math.  Ann. 
Bd.  XIII,  S.  303,  sowie  H.  Reim:  Wie  mfisaen  zwei  projektivieche 
Punktfelder  auf  einander  gelegt  werden ,  damit  entsprechende  kon- 
gruente Polygone  cjklisch  aiiBaminenfallen  ?  Inaiig.-Disaertatioi).  Bres- 
lau 1879. 
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§  48.    Besondere  Fälle  kollinearer  Beziehung:   Affinität, 
Ähnlichkeit,  Gleichheit. 

Wir  zieLöü  jetzt  den  bisher  (8.  364)  ausgeschlossenen 
Fall  in  Betracht,  wenn  bei  zwei  kollinearen  Ebenen  die 
unendlich -entfernten  Geraden  einander  entsprechen,  also  r 
mit  2'"  und  gj  mit  r'\  zusammenfallen  (ohne  dal's  dabei  die 
Punktreihen  auf  diesen  unendlich- entfernten  entsprechenden 
Geraden  gleich  zu  sein  brauchen);  in  diesem  Falle  nennen 
wir  die  kollineare  Beziehung  Affinität,  und  die  ebenen 
Felder  selbst  affin.  Nehmen  wir  irgend  zwei  entsprechende 
Strahlen  x  und  x^  der  affinen  Ebenen  £  und  *,,  so  sehen 
wir,  dafs  dieselben  Träger  projektivis  eh- ähnlieh  er  Punktreihen 
sein  müssen,  weil  die  unendlich-entfernten  Punkte  {x(f")  und 
\x^(f[')  entsprechende  sind.  Da  bei  ähnlichen  Punktreihen 
enteprechende  Strecken  in  konstantem  Verhältnis  zu  einander 
stehen,  so  wird,  wenn  a6  c  irgend  drei  Punkte  des  Strahles 
X  und  a,  it;  c,  die  entsprechenden  Punkte  des  Strahles  x^ 
sind,  die  Beziehung  gelten: 

OC  OiCi 

Da  bei  affinen  Ebenen  die  unendlich-entfernten  Geraden 
einander  entsprechen,  so  genügen  zur  Bestimmung  der  Be- 
ziehung drei  beliebig  angenommene  Paare  entspre- 
chender Strahlen  ahe  und  a^b^c^  (die  nicht  durch  einen 
Punkt  gehen),  also  ein  wirkliches  Dreiseit  oder  Dreieck  in 
jeder  der  Ebenen  b  nnd  f,  bilden  (S.  347);  dann  ist  zu  jeder 
beliebigen  Geraden  g  in  der  Ebene  £  die  entsprechende  Ge- 
rade g^  in  der  Ebene  «i  zu  konstruieren  etwa  auf  folgende  Art: 

Seien  ci  I)  c  und  ci,  &j  Ci  die  Ecken  der  beiden  zur  Be- 
ziehung der  affinen  Ebenen  £  und  e,  gegebenen  Dreiecke, 
und  möge  eine  beliebige  Gerade  g  den  Seiten  |&c|,  |ca!, 
|ab|  des  ersten  Dreiecks  in  den  Punkten  j:  l)  ä  begegnen,  so 
dafs  also  bekanntlich: 


ist,  dann  bestimme  man   auf  den  Seiten 'des   entsprechenden 
Dreiecks  a,  Si  Cj  die  Punkte  >-,  ^j  äi  so,  dals  die  Verhältnisse 
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?;l=J:iil.  M  =  «!'^'. .  l^  =  .i'"i  ihrem  Werte  und  Yor- 
zeichen  nach  dieselben  werden,  dann  werden  die  drei  Punkte 
Ti  i)i  h  ^^^  Ebene  e,  in  der  entsprechenden  Geraden  g^  liegen, 
denn  es  ist  auch: 

ViC,      ijitii     ii6|  ' 

durch  zwei  dieser  Verhäitnisse  ist  also  das  dritte  schon  be- 
stimmt, wie  denn  auch  durch  zwei  der  Punkte  y:,  i)j  j,  die 
Gerade  g^  schon  bestimmt  wird.  Da  man  zu  jeder  Geraden 
g  der  Ebene  b  die  enisprechende  Gerade  g^  der  Ebene  £, 
konstruieren  kann,  so  kann  man  auch  zu  jedem  Punkte  x  den 
entsprechenden  Punkt  X\  konstruieren  etwa  wie  folgt: 

Man  bestimme  den  Schnittpunkt  (|aj:|,  16c|)  =  b  und 
(|i));|,  ka|)  =  e  und  bestimme  die  Punkte  b,  und  t^  in  der 
Ebene  £.,  so  dafs 


llh. 


(|a,^l,  It.e,|)^ 


,  dann  ist 


Da  jedes  Paar  entsprechender  Geraden  die  Träger  ähn- 
licher Punktreihen  sind,  so  fragt  sich,  ob  unter  diesen  ähn- 
lichen Punktreihen  auch  gleiche  vorkommen.  Dies  wird 
der  Fall  sein,  sobald  nur  irgend  ein  Paar  entsprechender 
gleicher  Strecken  j:*)  =  J^i  l)i  'i  <^6n  affinen  Ebenen  vor- 
kommt; tritt  dies  nämlich  ein,  so  werden  die  Verbindungs- 
linien jj^',  und  |T[>)i|  die  Träger  entsprechender  ähnlicher 
Punktreihen  sein  und,  da  das  Verhältnis  -'"-?—  =  1  ist,  so 
müssen  die  Punktreihen  gleich  sein ;  aber  nicht  nur  diese, 
sondern  jede  Gerade,  die  zu  jj::j|  parallel  ist,  wird  zur  ent- 
sprechenden Geraden  in  der  Ebene  £,  eine  Parallele  zu  j  j:^  t),  | 
haben,  und  diese  beiden  neuen  Geraden  werden  ebenfalls 
Träger  entsprechender  gleicher  Punktreihen  sein,  wie  offen- 
bar einleuchtet.  Wir  erhalten  also  zugleich  ein  ganzes 
System  von  entsprechenden  gleichen  Punktreihen,  die  in  jeder 
der  Ebenen  s  und  i^  ein  Büschel  von  Parallelstrahlen  bilden. 
Die  vorliegende  Frage  läf st  sich  also  auf  folgende  reduzieren: 

Wenn  atc  und  a,  6j  c,  die  zur  Bestimmung  der  affinen 
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Ebenen   b  und  s,    beKebig   angenommenen  Dreiecke  sind,  so 


sollen  in  den  Seiten  |bc|  und  |b,C||  zwei  solche  Punkte  >■ 
und  i:,  bestimmt  werden,  dafs 

1)  p-  =  l'^'-  und 

Wjird,  dann  sind  die  Geraden  |aj:|  und  laij:,!  offenbar  Trüger 
entsprechender  gleicher  Punktreihen  (Fig.  19), 

Um  diese  elementare  Aufgabe  zu  lösen,  stellen  wir  zu- 
nächst folgende  kleine  Rechnung  an: 

Bekanntlich  gelten  die  Beziehungen: 


a6J_ 
■  "bv.6c 


-r  =  1, 


-  +  - 


ribi  .riCi  6iVi.  6|Ci  Ciii  -Cibi 

Aus  der  Bedingung   ap  <=  OiJ-j    folgt: 

rl  .    Xz    -\-  aÜ'  ■  -^    +    ac'  . 

Bezeichnen  wir  den  unbekannten  Wert: 

hx_  _  _  hx^       I 

-^-  =  1—«;=   'J|L      folglieh 
SO  ergiebt  sieh: 
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(&iCi  —  6cO  w  (w  —  1)  +  (ciCi^  —  ca'O  w 
+  (a,&'   -  afc^  (1— MJ)  =  0; 
bezeichnen  wir  die  drei  gegebenen  Werte; 

i6jCj  — 6c'^  =  a 
a,&j  ~  aß*  =  y, 
so  ergiebt  sich  für  «c  die  quadratische  Gleiehung: 

aw'  -\-  (ß  —  y  —  a)  w  -^  -y  =  0, 
welche  nur  dann  reelle  Wurzeln  hat,  wenn 

«'  +  p  +  r'~^(fir  +  r'  +  'ß)>  <>■•) 

Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  giebt  es  durch  den  Punkt  a 
zwei  reelle  Strahlen,  welche  den  Bedingungen  der  Aufgabe 
genügen.  In  gleicher  Weise  können  wir  TOn  der  Ecke  \> 
oder  der  Ecke  z  des  Dreiecks  a  t  c  ausgehen  und  die  analoge 
Betrachtung  anstellen.  Wie  aus  der  Symmetrie  der  gefundenei 
Bedingung  hervorgeht  rücksichtlich  der  Gröfsen  «  /5  y,  bleibt 
diese  dabei  ungeändert;  es  giebt  also  auch  durch  h  und  durch 
C  zwei  Strahlen  von  der  verlangten  Art.  Es  ist  aber  leicht  zu 
erkennen,  dafs  diese  keine  neuen  Richtungen  liefern;  denn 
ist  jr  einer  der  beiden  auf  &  c  gefundenen  Punkte  von  der 
verlangten  Art  und  ziehen  wir  durch  b  eine  Parallele  zu  ajr, 
welche  der  Gegenseite  ca  in  dem  Punkte  i)  begegnet,  so 
wird  der  eutaprechende  Punkt  l)i  wegen  der  Affinität  der 
Ebenen  durch  die  Bedingung  gefunden : 


_£l^.'. 


.^th. 


folglich  ist  |bil)il  parallel  Ij,  aj;  da  sich  ferner  verhält 


1)6  . 


und  O-X  ^  «1  Vi  ist,  so  folgt  auch  1)6  =  \)i6i;  folglich 
sind  i)  und  Q,  die  gesuchten  Punkte  auf  |caj  und  jCiajl; 
ziehen  wir  drittens  durch  c  und  q  Parallele  zu  |avl  und 
1 0,  Fi  I ,  welche  den  Gegenseiten  |  a  &  j   und   |  cij  tj  |  in  j  und  j, 


•)  Eine  Bedingung,  welciie   Mö 
8.  328  ohne  Beweis  angegeben  hat. 


barycentriselien    Calcul 
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begegnen,  so  sind  dies  die  gesuchten  Punkte  auf  der  dritten  Drei- 
eckaseite.  Die  neuen  Eichtungen  fallen  also  mit  den  früheren 
zusammen;  wir  können  mithin  sagen,  es  giebt  nur  zwei  be- 
stimmte Richtungen  in  der  Ebene  s  und  die  entsprechen- 
den in  der  Ebene  b^  von  solcher  Beschaffenheit,  dafs  zwei  ent- 
sprechende Gerade  in  den  affinen  Ebenen,  die  diesen  Rich- 
tungen parallel  laufen,  die  Träger  entsprechender  gleicher 
Punktreihen  sind.  Wird  die  vorige  Bedingung  dagegen  nicht 
erfüllt,  so  giebt  es  überhaupt  keine  gleichen  entsprechenden 
Punktreihen  in  den  affinen  Ebenen.  (Welches  ist  die  ein- 
fachste geometrische  Interpretation  dieser  Bedingung?) 

Nachdem  wir  uns  über  die  Möglichkeit  der  Auflösung 
unserer  vorliegenden  Aufgabe  orientiert  haben,  läfst  sich  nmi 
die  Konstruktion  selbst  auf  reiu*geometrischem  Wege,  etwa 
wie  folgt,  herstellen; 

Wenn  wir  in  dem  Dreieck  n  6  c  von  tx  das  Perpendikel 
ap  auf  6  c  herablassen,  so  lassen  sich  die  Punkte  der  Ge- 
raden jbcj  paarweise  ordnen,  symmetrisch  hegend  zu  p,  d.  h. 
wenn  y  j:'  ein  solches  Punkt«paar  ist,  so  wird 

sein;  die  Punktepaare  ).■);'  bilden  dann  eine  gleichseitig- 
hyperbolische Punktinvolution,  Dieser  entspricht  in  der 
Ebene  Ej  auf  der  Geraden  |6iC,  |  ebenfalls  eine  gleichseitig- 
hyperbolische Punktinvolution,  gebildet  von  denjenigen  Punkte- 
paaren j:ij:i,  welche  gleich  weit  abstehen  von  dem  Punkte  p,, 
der  dem  Punkte  i/i  entspricht.  Dies  folgt  aus  der  Ähnlichkeit 
der  Punktreihen  auf  [bc[  und  ;6]Cj,  welche  durch  die  Affi- 
nität der  Ebenen  gegeben  ist.  Zweitens  können  wir  aber 
auf  der  Geraden  j6,  c,  I  eine  zweite  gleichseitig-hyperbolische 
Punktinvolution  herstellen,  deren  einer  Doppelpunkt  der  Fufs- 
punkt  qi  des  aus  a,  auf  |GiC,  |  herabgelassenen  Perpendikels 
ist;  die  Punktepaare  l)i^l  genügen  also  der  Bedingung: 

1)1  (\i  =  eil  l/i  . 
Wir  können  endlich  die  Punktinvolution  {y  y)  zu  der 
Punkt  Involution  (ij,  ij!)  dadurch  in  Beziehung  setzen,  dafa 
wir  mit  demselben  Radius  einmal  um  a.  einen  Kreis  schlagen, 
weicher  die  Gerade  |bc|  in  dem  Punktepaar  yy  trifft, 
und  zweitens  um  a,  einen  Kreis  schlagen,  welcher  die  Gerade 
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!t>iCil  ^°  ^^^  Panktepaar  l)i  1)1  schneidet;  demgemUfs  ent- 
spricht dem  Punktepaar  fy,'  das  Punktepaar  Qi  ^f,  und  die 
beiden  von  diesen  Punktepaaren  beschriebenen  Involutionen 
werden  dadurch  in  projektivische  Beziehung  gesetzt.  Um  dies 
zu  erkennen,  brauchen  wir  uns  nur  ein  Büschel  konzentrischer 
Kreise  zu  denken  und  durch  dieselben  einmal  in  dem  Ab- 
stände a'\>  VQm  Mittelpunkte  eine  Sekante  und  zweitens  in 
dem  Abstände  a^  qi  vom  Mittelpunkte  eine  andere  Sekante 
zu  ziehen,  dann  sehneidet  ein  und  derselbe  Kreis  immer 
entsprechende  Punktepaare  fy:'  und  ^i  ijf  auf  den  beiden 
Sekanten  aus;  die  beiden  Involutionen  werden  also  durch 
dasselbe  Büschel  konzentrischer  Kreise  ausgeschnitten  und  ein 
solches  Büschel  ist  ein  specieller  Fall  eines  Kegelschnitt- 
büschels  (Th.  d.  K.  8.  345);  die  Involutionen,  welche  xx' 
und  i)i  t)I  beschreiben,  sind  daher  projektiviach.  Ferner 
sind  auch  die  von  den  Punktepaaren  y  y:  und  Xi  x[  be- 
schriebenen Punktinvolutionen  projektivisch ,  wie  unmittelbar 
aus  der  Ähnlichkeit  der  Punktreihen  hervorgeht,  deren  Träger 
[bc|  und  |&|C,]  sind;  folglich  müssen  auch  die  von  ^i  qJ 
und  pi  >'i  beschriebenen  Punktinvolutionen  auf  demselben 
Tr^er  \h,  Cjl  projektivisch  sein,  d.  h.  es  gehört  nach  unserer 
Konstruktion  zu  jedem  Punktepaar  \)il)'i  ein  bestimmtes  ent- 
sprechendes Punktepaar  XiV'i-  Sobald  es  nun  einmal  vor- 
kommt, dafs  einer  der  Punkte  ^i  \)[  mit  einem  des  ent- 
sprechenden Punktepaars  Xi  xi  zusammenfällt,  wird  die 
Aufgabe  gelöst  sein.  Wir  reduzieren  die  Punktinvolutionen 
(jijrl)  und  (l)i  t)|)  leicht  auf  einfache  Strahlenbüsehel  (Th.  d.  K. 
S.  266),  indem  wir  uns  in  bekannter  Weise  eines  Hiifskegel- 
schnitts  bedienen.  Legen  wir  z.  B.  durch  ai  einen  beliebigen 
Kegelschnitt  C<^'  (oder  Kreis),  so  durchbohren  die  Strahlen- 
paare I «]  J^]  I  und  I  aj  Fl  I  den  Kegelschnitt  in  Punktepaaren, 
deren  Sehnen  durch  einen  festen  Punkt  p^  der  Ebene  e, 
laufen ;  ebenso  durchbohren  die  Strahlenpaare  |  Hj  l),  |  und  |  ai  Qi  | 
den  Kegelschnitt  C(*'  in  Punktepaaren,  deren  Sehnen  durch 
einen  zweiten  festen  Punkt  ^d  der  Ebene  *,  laufen;  dadurch 
erhalten  wir  j;„  und  ^q  als  Mittelpunkte  zweier  einfachen 
Strahlen büschel,  welche  projektivisch  sein  müssen  wegen  der 
Projektivität  der  Punktinvolutionen;  diese  projekti  vi  sehen 
Strahlenbüsehel  liegen  aber  perspektivisch;  denn  in  dem  un- 
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endlich-entfernten  Punkte  von  |6iCiJ  fällt  sowohl  ein  Punkte- 
paar der  Involution  {^i  yi),  als  auch  das  entsprechende  Punkte- 
paar der  Involution  (^|  t/i)  zusammen;  ziehen  wir  also  durch 
a,  eine  Parallele  zu  16i  cj,  so  durchbohrt  dieselbe  den  Kegel- 
schnitt C^'  in  einem  Punkte,  dessen  Tangente  sowohl  p^  als 
l)j  enthält  und  zwei  entsprechende  Strahlen  der  beiden 
Strahlenbüschel  vereinigt;  diese  liegen  also  perspektivisch, 
und  ihr  perspektivischer  Durchschnitt  wird  eine  Gerade  sein, 
welche  dem  Kegelschnitt  C-^*  in  zwei  Punkten  begegnet,  die 
mit  n,  verbunden  auf  \h,  c,  |  die  beiden  gesuchten  Punkte  be- 
stimmen, welche  die  Lösungen  der  Aufgabe  enthalten;  je 
nachdem  die  konstruierte  Gerade  den  Kegelschnitt  in  zwei 
reellen  Punkten  sehneidet,  berührt  oder  nicht  sehneidet, 
werden  die  beiden  Auflösungen  reell  oder  zusammenfallend 
oder  konjugiert-imaginär  sein,  wofür  die  algebraische  Be- 
dingung vorhin  ermittelt  ist. 

Wir  haben  also  folgendes  Resultat: 

Es  giebt  in  zwei  affinen  Ebenen  entweder  gar 
keine  oder  in  jeder  Ebene  zwei  bestimmte  Rieh- 
tungen (die  auch  zusammenfallen  können)  von  der  Be- 
schaffenheit, dafs  jede  zu  einer  solchen  Richtung 
parallele  Gerade  und  die  ihr  entsprechende  die 
Träger  pro jektivisch  -  gleicher  Punktreihen  der 
affinen  Ebenen  sind.  Die  Bedingung  dafür,  daL's  der  eine 
oder  der  andere  Fall  eintritt,  ist  auf  S.  415  angegeben  worden. 

Sind  in  den  beiden  gegebenen  affinen  Ebenen  s  und  e, 
zwei  gleiche  entsprechende  Punktreihen  vorhanden  und  ver- 
mittelst der  vorigen  Konstruktion  gefunden,  so  lassen  sich  die 
Ebenen  allemal  in  perspektivische  Lage  bringen  dadurch,  dafa 
wir  in  der  Schnittlinie  der  Träger  zwei  entsprechende  gleiche 
Punktreihen  identisch  vereinigen;  dann  befinden  sie  sich  allemal 
in  perspektivischer  Lage,  unabhängig  von  ihrer  Neigung  zu 
einander.  Denn  die  in  der  Schnittlinie  i(ü[)  vereinigten  glei- 
chen entsprechenden  Punktreihen  vertreten  zwei  Paare  ent- 
sprechender Punkte  a  b  =  a^  b, ;  nehmen  wir  noch  ein  drittes 
Paar  (c  c,)  beliebig  an,  so  ist  die  affine  Beziehung  vollständig 
bestimmt;  da  die  unendlich- entfernten  Geraden  g"  und  g'^ 
beider  Ebenen  entsprechende  sind  und  in  einer  Ebene  s'° 
hegen,   so    trifft    diese   den  Verbindungsstrahl   |cCi|   in   dem 


y  Google 


§  48.    Besondere  Fälle  tollinearer  Beziehung:  ÄffiniiÄt  etc.      419 

unendlich-entfernten  Punkte  0°°,  welcher  Projektionspunkt 
der  beiden  affinen  Ebenen  ist.  Jede  durch  [  c  q  |  gelegte  Ebene 
achneidet  nicht  nur  1  =  1^  in  zwei  vereinigten  entsprechenden 
Punkten,  sondern  auch  3"  und  ^"  in  entsprechenden  Punkten ; 
folglich  liegen  die  entsprechenden  Punktreihen  auf  g'"  und  g'^ 
perspektivisch  uüd  haben  zu  ihrem  Projektionspunkt  den 
unendlich-entfernten  Punkt  0°°  vou  |cC||.  Hieraus  folgt, 
dafs  alle  übrigen  Projektionsstrahlen  Ifj,!  durch  denselben 
Punkt  D"  laufen  müssen,  also  die  affineu  Ebenen  in  per- 
spektivischer Lage  sich  befinden.  Wir  haben  also  folgendes 
Ergebnis : 

Zwei  affine  Ebenen  lassen  sich  entweder  gar 
nicht  oder  auf  zwiefach-unendlieh-viele  Arten  in 
perspektivische  Lage  bringen,  indem  in  der  Schnitt- 
linie ihrer  Träger  7 wei  entsprechende  gleiche  Punkt- 
reihen derselben  zur  Deckung  gebracht  werden. 
Die  Verbindungslinien  aller  Paare  entsprechender 
Punkt  ebilden  dann  allemal  ein  Bündel  vonParallel- 
strahlen. 

Die  im  Vorigen  gelöste  Aufgabe  läl'st  sich  demnach  auch 
so  aussprechen : 

Es  sind  zwei  beliebige  ebene  Dreiecke  a6cund 
^1  ^1  '^i  gegeben;  dieselben  sollen  im  Baume  so  ge- 
stellt werden,  dafs  die  drei  Verbindungsstrahlen 
laa,!,  I6&1I,  |cCi|  parallel  laufen. 

Es  ist  unmittelbar  einzusehen,  dafs  entsprechende  gleiche 
StrahlenbOschel  bei  zwei  affinen  Ebenen  nicht  vorkommen 
können,  denn  wären  );>:|  die  Mittelpunkte  entsprechender 
gleicher  Strahlenbüschel  der  affinen  Ebenen  es,,  so  möfsten 
die  unendlich- entfernten  Geraden  ^^  und  gf  in  entsprechenden 
gleichen  Punktreihen  geschnitten  werden,  was  im  allgemeinen 
nicht  der  Fall  zu  sein  braucht.  Oder  anders  ausgedrückt: 
Sind  j,- 1(  j  und  j,  q,  j,  entsprechende  Dreiecke  der  affinen 
Ebenen,  und  sollen  j  und  j:^  die  Mittelpunkt^  entsprechender 
gleicher  Strahlenbüschel  sein,  so  müssen  nicht  allein  die 
Winkel  zwischen  den  Strahlen  |j:l)|,  \ti\  «nd  i):il),  |,  l^iäij 
gleich  sein,  sondern  auch  die  durch  j:  zu  [i)j|  parallel  ge- 
zogene Gerade  mufs  mit  t):tj|  und  \xi\  dieselben  Winkel 
bilden,  wie  die  durch  J:^  mit  1 1),  jj  |  parallel  gezogene  Gerade 
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mit  den  Strahlen  \T\^i\  ^^^  \Vih\>  ^^'■^  ^^^  unendlich-enfc- 
fernten  Punkte  von  1 1)  5 1  und  1 1),  jj ,  entsprechende  sind. 
Daraus  würde  aber  folgen,  dafs  die  Dreiecke  y  i;  j  und  p,  i),  ji 
weil  sie  gleicie  Winkel  haben,  einander  ähnlieh  sein  müfsteii; 
und  da  alsdann  jedes  Paar  entsprechender  Punkte  mit  den 
entsprechenden  Punktreihen  auf  g""  und  gf  verbunden  zwei 
gleiche  Strahlen büschel  liefern  müfste,  so  müfsten  alle  ent- 
sprechenden Dreiecke  ähnhch  sein,  also  auch  die  zur  Be 
Stimmung  der  affinen  Beziehung  gegebenen  a  ß  c  und  n,  61  c, 
was  nicht  der  Fall  zu  sein  braucht:     Wir  schliefsen  also: 

Wenn  bei  zwei  affinen  Ebenen  ein  Paar  ent 
sprechender  gleicher  Strahlenbüschel  vorkommt 
so  sind  sämtliche  Paare  entsprechender  Strah 
lenbüschel  einander  gleich  und  sämtliche  ent- 
sprechende Dreiecke  einander  ähnlich,  also  je  2 
entsprechende  Strecken  stehen  in  konstantem  Ver- 
hältnis au  einander. 

Wir  nennen  in  diesem  Falle  die  affinen  Ebenen  ähn- 
lich und  bemerken,  dafs  zur  Ähnlichkeit  zweier  ebenen 
Felder  nicht  allein  erforderlieh  ist,  dafs  die  unendlich-ent- 
fernten Geraden  g'"  und  g^  einander  entsprechen,  sondern 
aufaerdem  die  projekfci vischen  Punktreihen,  deren  Träger  </" 
und  g'^  sind,  einander  gleich  sind,  d.  h.  wenn  man  von  irgend 
einem  endlichen  Punkte  ^  ein  Strahlen bils che  1  zieht  nach 
der  Punktreihe  auf  g"',  dieses  Strahl enbüs eh el  gleich  ist  dem- 
jenigen, welches  man  erhält,  wenn  man  irgend  einen  end- 
lichen Punkt  ^)|  mit  den  entsprechenden  Punkten  auf  3"  ver- 
bindet. Wir  wollen  dies  kurz  dadurch  ausdrücken,  dafs  wir 
die  entsprechenden  Puaktreihen  auf  g'"  und  g'^  gleich  nennen. 
Bei  zwei  projektivisch-äbnlichen  Feldern  sind  also  sämtliche 
Paare  entsprechender  Strahlen  büschel  einander  gleich  und 
irgend  zwei  entsprechende  Strecken  stehen  in  demselben  kon- 
stanten Verhältnis  zu  einander: 


X,\i, 


=  konat.. 


was  bei  affinen  Ebenen  nicht  der  FaU  ist.  Daher  können 
bei  ähnliehen  Feldern  keine  zwei  gleichen  entsprechenden 
Punktreihen  vorkommen ,  es  sei  denn ,  dafs  der  konstante 
Wert  =  1  sei,  alsdann  sind  aber  alle  entsprechenden  Strecken 
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einander  gleich  und  in  diesem  Falle  heifsen  die  kollinearen 
Ebenen  gleich  (oder  kongruent), 

Zui  Bestimmung  zweier  projektiviseh-ähnlielien  Ebenen, 
bei  denen  die  unendlich- entfernten  Geraden  3"  und  (/"  ent- 
spiethend  und  die  Träger  gegebener  gleicher  Punktreihen 
■«ind,  genügen  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  a  a,  und 
bbi,  man  erhält  zu  jedem  Punkte  j:  der  Ebene  e  den  ent- 
sprechenden Punkt  j;,  der  Ebene  £, ,  indem  man  ein  dem 
Dreieck  aSy  ähnliches  Dreieck  ci,b,>:,  konstruiert,  von  dem 
die  Seite  0,61  gegeben  ist;  die  dabei  eintretende  Zwei- 
deutigkeit wird  dadurch  gehoben,  dals  man  die  auf  g"  und 
91  gegebenen  gleichen  Punktreihen  fixiert;  das  Verhältnis 
'';  giebt  den  konstanten  Wert  des  Verhältnisses  je  zweier 
entsprechenden  Strecken. 

Zur  Bestimmung  zweier  projektivisch-gleichen  Ebenen 
ist  nur  ein  Paar  entsprechender  Punkte  aOi  notwendig, 
weil  der  Wert  des  konstanten  Verhältnisses  ^  1  gegeben  ist. 

Zwei  projektivisch-ähiiliehe  Punktfelder  lassen  sieh  sehr 
leicht  dadurch  in  perspektivische  Lage  bringen,  dafe  man 
die  unendlich-entfernten  Geraden  ^'"  und  ^7  ^it  ihren  gleichen 
entsprechenden  Punktreihen  zur  Deckung  bringt,  wobei  also 
die  Träger  a  und  Ej  selbst  in  parallele  Lage  kommen;  als- 
dann müssen  die  Geraden  -ab|  und  Iflibij,  deren  unendlich- 
entfernte  Punkte  entsprechende  sind,  also  auf  ^'^  =  ^^  ^i" 
sammenfallen,  parallel  sein,  folglich  in  einer  Ebene  liegen; 
es  müssen  also  auch  lacij]  und  |6i)i|  in  einem  Punkte  O  sich 
trefi^en,  und  durch  diesen  gehen  offenbar  alle  Verbindungs- 
strahlen entsprechender  Punkte;  der  Punkt  £)  liegt  im  End- 
lichen, so  lange  a6  imd  a^lii  nicht  einander  gleich  sind, 
d.  h.  so  lange  das  Verhältnis  — ^^  von  1  verschieden  ist. 
Zwei  ähnliche  Punktfelder  lassen  sich  also  immer 
auffassen  als  die  Durchschjiitte  zweier  parallelen 
Ebenen  durch  ein  Strahienbündel.  Sind  endlich  die 
in  perspektivische  Lage  gebrachten  projektivisch- ähnlichen 
Punktfelder  insbesondere  gleich,  so  geht  der  Projekfcions- 
punkt  O  in  die  Unendlichkeit  oder  steht  gleich  weit  von 
den  beiden  parallelen  Trägem  ab.    Zwei  gleiche  Punktfelder 
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lassen  sich  also  immer  auffassen  als  die  Durchschnitte  zweier 
parallelen  Ebenen  durch  ein  Strahlonbündel  von  Parallel - 
strahlen,  während  irgend  zwei  nicht  parallele  Ebenen  durch 
dasselbe  nur  in  affinen  Punktfeidern  geschnitten  werden. 

Aber  wir  können  zwei  gleiche  Punktfelder  auch  noch 
auf  andere  Art  in  perspektivische  Lage  bringen,  indem  wir 
ihre  Träger  ao  stellen,  dafs  irgend  zwei  endliche  entspre- 
chende gleiche  Punktreihen  in  der  Schnittlinie  zur  Deckung 
gelangen.  Dann  wird  zwar  auch  noch  der  Projektionspunkt 
O  in  die  Unendlichkeit  gehen,  aber  in  eine  der  beiden  be- 
sonderen unendlich- entfernten  Geraden  hineinfallen,  in  welchen 
die  Halbierungsebenen  der  Winkel  und  Nebenwinkel  zwischen 
den  gegebenen  Trägern  die  unendlich  -  entfernte  Ebene  e'^ 
schneiden,  und  zwar  wird  D  einer  derjenigen  beiden  Punkte 
sein,  in  welchen  die  eben  genannten  Linien  von  einer  Ebene 
getroffen  werden,  die  auf  der  Schnittlinie  beider  Träger  nor- 
mal steht. 


§  49,  Ausgezeichnete  Elemente  zweier  reziproken  Gebilde. 
Fassen  wir  zuerst  zwei  reziproke  Ebenen  e  und  f,  ins 
Äuge,  bei  denen  also  sämtlichen  Punkten  x  der  Ebene  e  die 
Strahlen  x^  in  der  Ebene  e,  ,  und  gleichzeitig  sämtlichen 
Strahlen  y  in  der  Ebene  e  die  Punkte  i),  der  Ebene  Ej  der- 
gestalt eindeutig  entsprechen,  dafs,  wenn  y  in  y  liegt,  a;, 
durch  ^[  gehen  mufa,  und  wenn  j:  eine  gerade  Punktreihe 
auf  j/ beschreibt,  x^  ein  mit  derselben  projektivisches  Strahlen- 
büschel  um  i)[  beschreibt  n.  s.  w.  (8, 350).  Bei  den  in  solcher  rezi- 
proken Beziehung  riieksicbtlich  ihrer  ungleichartigen  Elemente 
zu  einander  stehenden  Ebenen  s  und  a^  entspricht  insbesondere 
der  unendlich -entfernten  Geraden  g""  der  Ebene  s  der  Punkt 
q,  der  Ebene  s,  imd  der  unendlich-entfernten  Geraden  r^  der 
Ebene  «j  der  Punkt  x  der  Ebene  e.    Diese  besonderen  Punkte; 

r  und  cji, 
welche  den  unendheh  -  entfernten  Geraden  r"  und  j"  der 
Ebenen  e,  und  £  entsprechen,  sollen  die  Mittelpunkte 
der  reziproken  ebenen  Felder  heifsen.  Zieht  man  durch 
X  Strahlen  in  der  Ebene  ß,  welche  Durchmesser  heis- 
aeii    mögen,    so    entsprechen    denselben    die    unendlich  -  ent- 
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fernten  Punkte  der  Geraden  r",  also  dem  durch  i 
Strahl  X  der  auf  r'J  liegende  Punkt  j:" ;  wir  nennen  zwei 
Durcbmeaser  x  und  |q|j:"|  =  y^  konjugierte  Durch- 
messer, weil  auch  dem  Durchmesser  )/,  =  l^ij:"  der  Punkt 
(q^x),  d.  h.  der  unendlich -entfernte  Punkt  von  x  entspricht, 
also  der  Durchmesser  x,  welcher  x  mit  diesem  unendlich- 
entfernten Punkte  verbindet,  konjugiert  ist  dem  Durch- 
messer t/j.  Wir  erhalten  dadurch  mit  x  und  q,  als  Mittel- 
punkten zwei  projektiv iache  Strahlen bü ach el ,  welche  von  je 
zwei  konjugierten  Durchmessern  in  den  beiden  Ebenen  s 
und  £,  beschrieben  werden.  In  jedem  dieser  beiden  prnjek- 
tivischen  StrahlenbUschel  giebt  es  bekanntlich  ein  einziges 
bestimmtes  Paar  Strahlen,  welche  rechtwinklig  zu  einander 
sind,  und  deren  entsprechende  Strahlen  auch  zu  einander 
rechtwinklig  sind,  die  Schenkel  der  entsprechenden  rechten 
Winkel.  Es  giebt  also  in  der  Ebene  s  zwei  rechtwinklige 
Durchmesser  a  und  6,  deren  konjugierte  DurchmesBer  a,  und 
&i  in  der  Ebene  £,  auch  zu  einander  rechtwinklig  sind,  d.  h. 
füir  die  reziproke  Beziehung  entspricht  dem  Strahle  a  der 
unendlich-entfernte   Punkt  von   a,    und   dem   Strahle   a,    der 


unendlich-entfernte  Punkt  von  a  und  ebenso  für  b  und  &,. 
Diese  besonderen  Paare  konjugierter  Durchmesser  ah  und 
a^i^  sollen  die  Ä  xen  der  reziproken  Ebenen  genannt  werden; 
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bezeichnen  wir  die  unendlich  -  entfernten  Punkte  derselben 
durch  a^fiii^",  so  sind  entsprechende  Elementen  paare 
der  beiden  reziproken  Ebenen: 

a  und  n^ 

»1  und  a'" 

i  und  67 

&,  und  r. 

Vermittelst  dieser  besonderen  Elemente  ist  es  nun  sehr 
leicht,  Paare  entsprechender  Elemente  der  beiden  reziproken 
Ebenen  zu  konstruieren ;  denn  (Fig.  20)  bewegen  wir  einen 
Punkt  X  anf  dem  Strahle  a,  so  beschreibt  der  entsprechende 
Strahl  X,  ein  Parallektrahlenbüsehel  (durch  a"),  welches 
projektivisch  ist  mit  der  von  f  beschriebenen  Punktreihe. 
Nennen  wir  j:,  den  Durch schnittspunkt  von  x^  und  i,, 
so  durchlaufen  j:  und  Xi  auf  den  geraden  Trägern  a  und  b, 
projektivische  Punktreihen,  deren  Durchsehnittsp unkte  der 
Parallelstrahlen  t  und  q,  sind;  folglich  haben  wir  wegen 
der  konstanten  Potenz: 

wo  die  Konstante  c,  durch  die  reziproke  Beziehung  gege- 
ben wird. 

Bewegen  wir  zweitens  einen  beliebigen  Punkt  i;  auf 
dem  Strahl  b,  so  beschreibt  der  entsprechende  Strahl  ?/,  ein 
Büschel  von  Parallestrahlen  (durch  6^),  welches  projektivisch 
ist  mit  der  von  ij  beschriebenen  Punktreihe.  Nennen  wir 
t)i  den  Durch  schnittspunkt  von  y^  und  a, ,  so  durchlaufen 
l)  und  1),  auf  den  geraden  Trägern  b  und  «j  projektivische 
Punktreihen,  för  welche  r  und  q,  den  unendlich -entfernten 
Punkten  entsprechen,  folglich  haben  wir  wegen  der  kon- 
stanten Potenz: 

xXj  .  qjV),  =C2, 
wo  die  Konstante  c,  ebenfalls  durch  die  reziproke  Beziehung 
gegeben  wird;  gleichzeitig  entsprechen  den  Punkten  X\  i^nd 
1),  der  Ebene  e,  die  Strahlen  x  und  y,   welche   durch   x  und 
1)  bez.  parallel  zu  b  und  a  gezogen  werden. 

Demnach   entspricht   der  Geraden  |y^|  der  Punkt  {x^y^) 
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und  dem  Punkt  (j^y)  die  Gerade  |j,Qi|.  Sobald  also  die 
Axen  der  reziproken  Beziehung  aba^i,  und  die  Werte  der 
konstanten  Potenzen  c,  und  Cj  gegeben  sind,  können  wir  zu 
jeder  Geraden  der  Ebene  b  den  entsp  reeben  den  Punkt  der 
Ebene  Ej  und  zu  jedem  Punkte  der  Ebene  s  die  entsprecbende 
Gerade  der  Ebene  Ej  in  einfacbster  Weise  konstruieren,  was 
nicht  weiter  ausgeführt  zu  werden  braucht. 

In  noch  einfacherer  Art  gestaltet  sich  die  Abhängigkeit 
entsprechender  Elemente  bei  zwei  reziproken  Ebenen,  (und  wir 
werden  auf  ein  bekanntes  Gebilde  der  Ebene,  das  ebene  Polar- 
system, zurückgeführt),  wenn  wir  uns  die  Träger  e  und  £,  so 
auf  einander  gelegt  denken,  dafs  die  Axen  a  und  h^  und 
gleichzeitig  b  und  a,  auf  einander  fallen,  indem  r  mit  q, 
koinzidiert.  Dann  liegen  nämlich  die  pr oje kti vischen  Punkt- 
reihen j:  und  Xi  a-uf  a  und  b^  involutorisch,  und  ebenso  liegen 
die  projektiv! sehen  Punktreihen  r)  und  t)|  auf  b  und  a,  in- 
volutorisch;  die  beiden  projektivisehen  Strahlenbüschel  der 
konjugierten  Durchmesser,  deren  Mittelpunkte  r  und  q,  sind, 
liegen  gleichfalls  involu torisch.  Hieraus  folgt  unmittelbar, 
dafs  bei  den  in  solcher  Weise  zusammengelegten  rezipro- 
ken Ebenen  jedem  Punkte  j:  =  V)i,  der  in  doppeltem  Sinne 
als  der  einen  und  der  anderen  Ebene  angehörig  aufgefafst 
werden  kann ,  eine  und  dieselbe  Gerade  a;[  =  ^  entspricht, 
und  wir  erkennen  aus  unserer  Konstruktion,  data  die  zu- 
sammengehörigen Elemente  j:  und  a;,  nichts  anderes  sind  als 
Po!  und  Polare  eines  ebenen  Polarsystems  (Th.  d.  K.  §  56), 
in  welchem  r  =  q,  der  Mittelpunkt  und  ab  oder  &,«,  die 
Axen  mit  den  ihnen  zugehörigen  Punktinvolutionen  sind, 
wodurch  das  Polarsystem  vollständig  bestimmt  wird.  Wir 
schiieTsen  also  folgendes  Resultat: 

Zwei  allgemein  gegebene  reziproke  Ebenen 
lassen  sieh  allemal  so  auf  einander  legen,  dafs  je 
zwei  entsprechende  Elemente  j:  und  Xi  Pol  und  Po- 
lare eines  ebenen  Polarsjstems  werden.  Wir  be- 
merken noch,  'dafs  sich  dies  auf  vier  verschiedene  Arten  be- 
werkstelligen läfst,  indem  man  bei  den  Axen  ab,  dyb^, 
welche  durch  die  Punkte  x  und  <\^  in  je  zwei  Hälften  geteilt 
werden,  diese  Haibasen  durch  die  Vorzeichen  -|-  und  —  unter- 
scheidet und  dann  die  beiden  Ebenen  e  und  £,  so  zur  Deckung 
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bringt,  liafs  X  und  q,  auf  einander  fallen  und  aufserdem 

entweder  -\-  a  mit  +  Ij^  und  gleichzeitig  -j-  a^  mit  -|-  6 

oder  -j-  a  mit  —  6,     „  „  -j-  a^  mit  -j-  ö 

„  —  a,  mit  -\-  'b^     „  „  — ■  a^  mit  +  b 

„  —  «  mit  —  5,     „  „  —  ßj  mit  -|-  ^ 

zusammenfallen.  Die  hierbei  auftretenden  vier  Polar  Systeme 
stehen  in  einem  eigentümlichen  Zusammenhang  mit  einander 
(vergl.  Th.  d.  K.  §  55).  — 

Um  zweitens  die  ausgezeichneten  Elemente  bei  zwei  rezi- 
proken Bündeln  D  und  Oj  zu  ermitteln,  können  wir  uns  der 
schon  oben  (S.  357)  gemachten  Bemerkung  bedienen,  wodurch 
ein  Ebenenbündel  durch  das  komplementäre  Strahlen bündel 
(sämtliche  Normalen  der  Ebenen)  oder  ein  StrahlenbUndel 
durch  das  komplementäre  Ebenenbündel  (die  Normalebenen  zu 
sämtlichen  Strahlen)  ersetzt  und  dadurch  statt  der  reziproken 
Beziehung  die  kolliueare  eingeführt  wird. 

Seien  zwei  Bündel  O  und  O,  in  reziproker  Beziehung 
gegeben,  so  entspricht  jedem  Strahle  x  des  Bündels  O  eine 
bestimmte  Ebene  g,  des  Bündels  O,  und  jeder  Ebene  |  des 
Bündels  D  ein  bestimmter  Strahl  a^,  des  Bündels  O,  (S.  353). 
Wenn  wir  jetzt  auf  der  Ebene  |j  eine  Normale  y,  in  dem 
Punkte  Ol  errichten,  so  wird,  wenn  das  Paar  entsprechender 
Elemente  x  und  1,  der  reziproken  Beziehung  gemäfs  sieh 
verändert,  das  Paar  entsprechender  Strahlen  x  und  i/,  zwei 
kollineare  Bündel  durchlaufen,  wie  aus  der  oben  angegebenen 
Konstruktion  hervorgeht.  Die  besonderen  Elemente,  welche 
diesen  beiden  kollinearen  Bündeln  zukommen  (S.  381),  führen 
nun  zugleich  auf  die  besonderen  Elemente  der  reziproken 
Bündel  0\x\  und  Oj[|]].  Wir  haben  gesehen,  dals  es 
immer  in  den  beiden  kollinearen  Bündeln  zwei  entsprechende 
rechtwinklige  Dreikante  rst  und  r,  Sj  f,  giebt;  nehmen  wir 
daher  zu  r,  die  Normal  ebene  p] ,  welche  mit  der  Ebene  (s^t^] 
zusammenfällt  u.  s.  w. ,  also  die  drei  Ebenen; 

<>i-h«   "i-R»-!]   •i-['-is,], 

SO  entsprechen  sich  in  den  gegebenen  reziproken  Bündeln 
£)\x\  und  0|  [^,]  das  rechtwinklige  Dreikant  rst  und  das 
rechtwinklige  Dreiflach  p^  ffj  ij ,   und   wenn  wir  andererseits 
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die  drei  Ebenen: 

[si]  ^  p     [tr~\  =  0     [rs]  =  r 
bezeichnßn,  so  entsprechen  sich  in  den  gegebenen  reziproken 
Bündeln  £i[i]  nnd  £>i[«i|   das  rechtwinklige  Dreiflach  per 
und  das  rechtwinklige  Dreikant  r,  s,  i;,   also: 

Zwei  allgemein  gegebene  reziproke  Bündel  D 
und  O,  besitzen  allemal  ein  einziges  bestimm- 
tes Paar  entsprechender  rechtwinkliger  Dreikante 
und  Dreiflache,  so  dal's  drei  bestimmten  recht- 
winkligen Strahlen  rst  des  einen  Bündels  O  drei 
bestimmte  zu  einander  rechtwinklige  Ebenen  ß,  6]^; 
des  anderen  Bündels  Oj  und  gleichzeitig  den 
Schnittstrahlen  der  letzteren  die  Yerbindungs- 
ebenen  der  ersteren  entsprechen. 

Diese  besonderen  Strahlen  und  Ebenen  sollen  die  Haupt- 
axen  und  Hauptebenen  der  beiden  reziproken  Bündel 
heifsen.  Vermittelst  derselben  lassen  aich  nach  §  44  metrische 
Relationen  zwischen  entsprechenden  Elementen  der  beiden 
reziproken  Bündel  ermitteln,  welche  die  ganze  Beziehung 
beherrschen.  Ist  z.  B.  x  ein  beliebiger  Strahl  des  Bündels  O 
und  li  die  entsprechende  Ebene  des  Bündels  O,,  so  wird  sein: 

(tg([™],.).(e{|(.,l,|,  »,)-*■ 
jtg(M,?)-tg(l",E,i,  *,)-*. 
ltg([te],.).tg(|tj,|,f,)-t,, 

wo  die  drei  Konstanten  Ä,  k^  k^ ,  welche  durch  die  reziproke 
Beziehung  gegeben  werden,  der  Bedingung  unterworfen  sind 

k^Jc^h^  =  1. 
Durch  dieselbe  Hilfsbetrachtung  der  Einführung  eines  kom- 
plementären Bündels,  wodurch  die  reziproke  Beziehung  aui 
die  kollineare  zurückgeführt  wird,  können  wir  noch  an- 
dere ausgezeichnete  Elementenpaare  der  gegebenen  rezipro- 
ken Böndel  ermitteln,  nämlich  zwei  besondere  Strahlenbüschi 
in  dem  Bündel  O,  die  ihren  entsprechenden  Bbenenbüscheln 
im  Bündel  O,  gleich  sind,  und  zwei  besondere  Ebenenbüsche] 
im  Bündel  O,  die  ihren  entsprechenden  Strahlenbüscheln  im 
Bündel  Oi  gleich  sind;  doch  erscheinen  dieselben  von  gering« 
rer  Bedeutung  und  können  leicht  aus  §  45  abgeleitet  werden, 
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so  dafs  wir  hier  von  einer  näheren  TJntersuchuDg  derselben 
Abstand  nehmen.  Dagegen  müssen  wir  noch  hervorheben, 
daTs  sich  zwei  allgemein  gegebene  reziproke  Bün- 
del immer  mit  ihren  Mittelpunliten  so  vereinigen 
lassen,  dafs  ein  beliebiger  Strahl  x  und  seine  ent- 
sprechende Ebene  %,^  Polarstrahl  und  Polarebene 
eines  nnd  desselben  Polarbündels  werden  (S.  34). 
Dies  geschieht  dadurch,  dais  wir  nach  Vereinigung  der  Mittel- 
punkte O  SIij  die  Hauptasen  f  s  t  und  die  sie  verbindenden 
Ebenen  [si]  ^  p,  \tr\  ==  6,  [rs]  =  r  mit  den  entsprechenden 
Hauptebenen  Pi  <?!  ^r,  und  deren  Schnittstrahlen  01^11==»"], 
|T|P,|  =  s,,  jPiflil^^i  derart  zur  Deckung  bringen,  dafs  r 
mit  rp  s  mit  s,,  t  mit  t,,  also  auch  p  mit  p, ,  6  mit  ö,, 
r  mit  -Cj  zusammenfallen.  Die  Hauptasen  und  Hauptebenen 
der  reziproken  Bündel  werden  bei  dieser  konzentrischen  (pola- 
ren) Lage  Hauptasen  und  Hauptebenen  des  Polarbündels,  und 
die  Beziehung  der  Reziprozität  geht  über  in  die  bekannte 
Polaritätsbeziehung  beim  Polarbündel.  Diese  polare  Lage 
zweier  konzentrischen  reziproken  Bündel  läfst  sich  auf  vier 
verschiedene  Arten  bewerkstelligen,  und  die  dadurch  erhalte- 
nen vier  verschiedenen  PoJarbündel  stehen  in  der  oben  er- 
wähnten eigentümlichen  Abhängigkeit  von  einander, 

§  50.  Zusammenliegende  reziproke  Gebilde; 
incidente  Slemeute. 
Werden  zwei  reziproke  Ebenen  s  und  e,  mit  ihren  Trägern 
beliebig  zusammengelegt,  so  entsteht  die  Frage,  ob  Punkte 
der  einen  Ebene  in  die  entsprechenden  Strahlen  der  andern 
zu  liegen  kommen,  oder  Strahlen  der  einen  Ebene  durch  die 
entsprechenden  Punkte  der  andern  gehen;  solche  Elementen- 
paare sollen  incidente  Elemente  heifsen,  und  es  ist  leicht 
zu  erkennen,  dafs  es  deren  im  allgemeinen  unendlich- viele 
geben  wird,  nämlich  auf  jeder  beliebigen  Geraden  zwei  Punkte, 
deren  entsprechende  Strahlen  durch  sie  selbst  gehen ;  denn 
lassen  wir  auf  irgend  einer  Geraden  a  einen  Punkt  j:  laufen, 
so  beschreibt  der  entsprechende  Strahl  a^i  ein  Strahl enbüschel 
um  den  festen  Mittelpunkt  o,,  welches  projektivisch  ist  mit 
der  von  j;  durchlaufenen  Punktreihe;  durchbohrt  also  x^  den 
Strahl  ffl  in  dem  Punkte  jj,  so  haben  wir  auf  dem  Tr^er  a 
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zwei  zusammenfallende  projektivische  Punktreihen,  welche  im 
allgemeiDen  zwei  Doppelel erneute  haben;  diese  genügen  der 
Bedingung,  daCs  ihre  entsprechenden  Strahlen  durch  sie  selbst 
gehen.  Hieraus  läfst  sich  erkennen,  dafs  der  Ort  aller  solcher 
Punkte  fj  deren  entsprechende  Strahlen  aij  durch  sie  selbst 
gehen,  ein  Kegelschnitt  sein  wird.  Allein  diese  Bemerkung 
giebt  uns  keinen  im  Sinne  der  synthetischen  Geometrie  be- 
friedigenden Aufsehlufs,  indem  sie  keine  Konstruktion  dieses 
Kegelschnittes  giebt,  und  läfst  uns  ganz  im  Stich,  sobald  der- 
selbe imaginär  ist,  d,  h.  gar  keine  incidenien  Elemente  vor- 
kommen. Ea  ist  daher  wünschenswert,  eine  Konstruktion  zu 
besitzen,  welche  das  einen  (reellen  oder  imaginären)  Kegel- 
schnitt immer  vertretende  Polarsystem  liefert  (Th.  d.  K.  §  56,. 
57);  zu  einer  solchen  Konstruktion  gelangen  wir  auf  folgende 
Weise  *) : 

In  zwei  auf  einander  liegenden  reziproken  Ebenen  £  und 
£j  ist  jeder  Punkt  und  jeder  Strahl  doppelt  aufzufassen 
gleichzeitig  als  der  einen  und  der  andern  Ebene  angehörig. 
Nehmen,  wir  einen  beliebigen  Strahl  x  =  y,,  so  entspricht 
ihm  in  beiderlei  Sinn  der  Punkt  j:;  und  der  Punkt  l);  die 
Verbindungslinie  |  y^  1)  |  trifft  ihn  in  einem  dritten  Punkte  ä, 
zu  welchem  man  den  vierten  harmonischen  zugeordneten 
Punkt  f'  bestimme,  so  dafs 

(y,  i)  §  y')  =  -  1 
wird,  dann  kann    man   dem   StraJile   a:   den  so  konstruierten 
Punkt  j    zuordnen   und  nachweisen,   dafs  yf  .und  x  Pol  und 
Polare  eines    bestimmten    ebenen  Polarsystems    sind    (vergl. 
S.  30  ff.). 

In  der  That  zeigt  sich  zunächst,  dafs,  wenn  der  willkür- 
lich angenommene  Strahl  a;  =  «/j  sich  um  einen  festen  Punkt 
a  =  &ä  dreht,  der  ihm  zugeordnete  Punkt  y'  eine  mit  diesem 
Strahlenbüachel  projektivische  gerade  Punktreihe  beschreibt, 
denn  die  Punkte  ;:,  und  i)  beschreiben  zwei  projektivische 
gerade  Punktreihen  auf  den  Trägem  a,  und  6,  welche  dem 
Punkte  a  =  6i  vermöge  der  gegebenen  reziproken 

*)  Vergl.  H,  Schröter 
ker  Gebilde  in  der  Ebene  u 
Bd.  77.    S.  106. 
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entsprechen  (Fig.  21);  bezeichnen  wir  noch  die  Schnitt- 
punkte des  veränderlichen  Strahles  x  =  y^  mit  h  uad  a, 
durch 

{xh)  =  r    und     (f/,ß,)  =  ^,, 

,  so  ist  ersichtlich,  dafs 

nicht  blole  j:  und  t^  auf 
h  und  «j ,  sowie  \)  und 
^,  auf  diesen  Trägern 
projektivische  Punkt- 
reihen durchlaufen, 
sondern  auch,  dafs  diese 
Punktreihen  dieselben 
sind;  denn  gehen  wir 
von  dem  Elementen- 
paar  x  y,  der  rezipro- 
ken Beziehung  aus,  so 
wird  bei  der  Drehung 
von  X  um  a  der  Punkt  y^^  auf  «j  sich  bewegen  und  der  Schnitt- 
punkt f  ==  {x,  b)  des  veränderlichen  Strahls  x  mit  dem  festen 
Strahl  6  eine  mit  p,  projektivische  gerade  Punktreihe  be- 
schreiben. Derselben  projekü  vi  sehen  Beziehung  gehört  aber 
auch  das  Punktepaar  \)  ^[  an,  Welches  wir  erhalten,  wean  wir  x 
als  t/f  auffassen  und  a  als  6;  und  dem  Schnittpunkte  (;/i«])="t)i 
den  Punkt  ^  entsprechen  lassen,  welcher  vermöge  der  reziproken 
Beziehung  dem  Strahle  j/,  entspricht;  denn  dem  Strahle  |nij| 
mufs  der  Punkt  («i^O^^t  entsprechen.  Wir  haben  also 
auf  den  Troern  &  und  «j  nur  zwei  projektivische  Punkt- 
reihen aufzufassen  j:  und  i,  oder  V)  und  Q,  und  deren  Ele- 
mente paarweise  so  zu  vereinigen,  dafs  j;  und  i),  auf  einem 
um  a  =  &)  gedreht-en  Strahle  liegen;  die  Verbindungslinie 
IjTj^I  der  entsprechenden  Punkte  trifft  der  Strahl  |j:t),|  in 
einem  Punkte: 

ä  =  {\Xl),\,  \V>^\), 
dessen  Ort  (Th.  d.  K.  S.  93)  bekanntlich  eine  feste  Gerade  s  ist, 
welche  durch  diejenigen  beiden  Punkte  geht,  die  den  im  Schnitt- 
punkte (6ö!|)  vereinigten  Punkten  entsprechen.  Bei  der  Bewe- 
gung umhallt  die  Verbindungslinie  jj:,  t)\  einen  Kegelschnitt,  der 
h  a^  s  zu  festen  Tangenten  hat,  und  auf  der  vierten  veränder- 
Kchen  Tangente  l):,t)\   wird  allemal  der  zu  den  drei  Schnitt- 
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punkten  vierte  harmonische  dem  §  zugeordnete  Punkt  ):' 
ermittelt.  Dieser  Punkt  durchlauft  daher  eine  feste  vierte 
Tangente  des  vorigen  Kegelschnitts,  und  da  zwei  feste  Tan- 
genten eines  Kegelschnitts  von  einer  veränderlichen  allenia! 
in  zwei  projektivischen  Punktreihen  geschnitten  werden,  so 
durchlaufen  die  Punkte  j:'  und  jTj,  also  auch  der  Punkt  y' 
und  der  Strahl  ic  projektivische  Gebilde. 

Diese  beiden  Gebilde  liegen  involutorisch ,  d.  h.  einem 
durch  x  gezogenen  Strahl  u  entspricht  ein  Punkt  u,  welcher 
auf  X  liegt;  ziehen  wir  nämlich  von  n  aus  den  Strahl  |a):'|, 
welcher  den  Trägern  6  und  ß,  in  den  Punkten  j  und  i^ 
begegnen  möge,  deren  entsprechende  jj  und  t  seien,  so 
werden  infolge  der  projektivischen  Beziehung  die  Doppelver- 
hältnisse  gleich  sein: 

(liJäO  =  (V|l)iäiti)     also  auch 

mithin  auch  die  8trahlenbiischel  projektivisch : 

<x\n)h^\  A  <i[l)iJitiäil     oder 

Da  aber  a  j:  l),  auf  einem  Strahle  und  0^1,  auch  auf  einem 
Strahle  liegen,  so  liegen  die  beiden  Strahlenbüschel  involu- 
torisch- und  bilden  eine  Strahleninvolution,  deren  Paare  kon- 
jugierte Strahlen  sind: 

]aj:|    und    |aä[ 

|a^|     und     Ittiil 

\a.y:^\    und     |at|, 
folglieh  werden   auch  die  Strahlen büschel  projektivisch  sein:' 

^\Ty^n\  A  altjiäFh 
nun  koinzidiert  aber  der  Strahl  |aä|  mit  |  ap'    und  wegen  der 
vier  harmonischen  Punkte  y.^\)^i!  iat  auch 

daher 

altäiäxl 1, 

d.h.  wenn  wir  zu  t,  j,  und  dem  Schnittpunkt  (jt, ,täi)  =  §' 
den  zugeordneten  vierten  harmonischen  Punkt  ii'  konstruieren, 
30   wird  der   Strahl   [a^l  durch  den  Punkt  n'  gehen  müssen, 
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d.  h.  wenn  f  auf  u  liegt,  ao  mufs  u'  auf  x  liegen;  dadurch 
ist  die  involutorisehe  Lage  beider  Gebilde  nachgewiesen ,  und 
dadurch  ist  denn  auch  der  Nachweis  geführt,  dafs  x  und  ):' 
Polare  und  Pol  für  ein  beatimmtea  ebenes  Polarsystem  sind, 
welches  einen  reellen  oder  imaginären  Kegelschnitt  zum 
Kern  hat,  d.  h.  solche  besondere  Gerade  x,  deren  Pole  /  in 
ihnen  liegen,  sind  die  Tangenten  eines  Kegelschnitts  und  die 
Punkte  f'  ihre  Berührungspunkte,  Sobald  aber  der  Pall  ein- 
tritt, dafs  von  den  vier  harmonischen  Punkten  S  /  i:,  i)  zwei 
zugeordnete,  nämlich  §  und  j;  zusammenfallen,  mufs  in  diesen 
auch  einer  der  beiden  andern  zugeordneten  hineinfallen,  also 
entweder  j:,  oder  ij;  hieraus  folgt  für  unsere  ursprüngliche 
reziproke  Beziehung,  dal's  ein  solcher  Strahl  x  seinen  ent- 
sprechenden Punkt  X,  enthält  oder,  als  y,  aufgefafst,  durch  ); 
geht.  Hier  findet  nun  offenbar  beides  statt,  denn,  wenn  x 
durch  i:^  geht,  und  wir  fassen  x  als  y,  auf,  so  wird  ^  auf  w 
liegen,  weil  «/,  durch  p,  geht;  also  enthält  der  Strahl  x  =  y^, 
beide  ihm  in  doppeltem  Sinne  entsprechenden  Punkte  j,', 
und  i) ;  ein  solcher  Strahl  x  =  y^  mufs  also  Tangente  des 
Kemkegelschnitts  K'-^^  sein  für  das  oben  konstruierte  Polar- 
system ;  der  Berührungspunkt  ist  der  Punkt  y',  und  der  Punkt 
ä  geht  in  die  Lage  des  vierten  harmonischen  zu  y'  zugeord- 
neten Punktes  Über,  während  ^t,  und  ^  das  andere  Paar  zu- 
geordneter Punkte  ist. 

Wir  können  demnach  folgendes  Resultat  aussprechen: 
Werden  zwei  gegebene  reziproke  Felder  fe,  be- 
liebig auf  einander  gelegt,  so  kommt  es  im  allgemei- 
nenunendlichoft  vor,  dafs  einStrahl  aider  Ebene  s 
durch  den  entsprechenden' Punkt  f^  der  Ebene  fj 
geht,  und  wenn  dies  derFall  ist,  so  geht  auch  der- 
selbe Strahl,  als  j/,  aufgefafst,  durch  den  ihm  ent- 
sprechenden Punkt  i).  Diese  besonderen  Strahlen 
a: -=  j/j  umhüllen  im  allgemeinen  einen  bestimmten 
Kegelschnitt  -ff^^  den  Kernkegelschnitt  eines  ebe- 
nen Polarsystems,  welches  auf  folgende  Art  kon- 
struiert wird:  Irgend  einem  Strahle  x  =  yj  der 
zusammenliegenden  reziproken  Ebenen  i  und  B^ 
entsprechen,  in  doppeltem  Sinne  aufgefafst,  im 
allgemeinen    zwei    aufser   ihm    liegende    verschie- 
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deue  Punkte  j.',  und  i),  doren  Verbindungslinie  den 
Strahl  in  einem  Punkte  g  trifft;  konstruiert  man 
zn  diesen  drei  Punkten  y,  1)  §  den  vierten  liarmoni- 
achen  dem  g  zugeordneten  Punkt  ;■',  so  sind  y:  'lud 
X  Pol  und  Polare  des  gesuchten  Polarsystems.  Hat 
dasselbe  einen  reellen  Ivernkegelschnitt,  so  sind 
die  Tangenten  desselben  die  gesuchten  Strahlen 
der  besonderen  Art;  ist  der  Kerukegelschnitt  ima- 
ginär, so  giebt  ea  keine  solchen,  aber  das  immer 
reelle  Polarsystem  vertritt  den  imaginären  Kegel- 
schnitt. 

Diesem  Resultat  steht  nun  ein  duales  gegenüber,  welches 
auf  ganz  gleiche  Weise  abgeleitet  werden  kann  und  so 
lautet : 

Werden  zwei  gegebene  reziproke  Felder  c  f, 
beliebig  auf  einander  gelegt,  so  kommt  es  im  all- 
gemeinen unendlich  oft  vor,  dafs  ein  Punkt  (,'  'l'^r 
Ebene  e  in  dem  entsprechenden  Strahle  x^  der 
Ebene  s^  liegt,  und  wenn  dies  der  Fall  ist,  so  liegt 
derselbe  Punkt  als  l),  aufgefafst  auch  in  dem  ent- 
sprechenden Strahle  y.  Diese  besonderen  Punkte 
jr  =  i),  erfüllen  im  allgemeinen  einen  bestimmten 
Kegelschnitt  ^'-*,  den  Kernkegelschnitt  eines  ebe- 
nen Polarsysfcems,  welches  auf  folgende  Art  kon- 
struiert wird:  Irgend  einem  Punkte  >■=  lj[  der  :^u- 
aammonliegenden  reziproken  Ebenen  b  e,  entspre- 
chen, in  doppeltem  Sinne  aufgefafst,  im  allgemei- 
nen  zwei   nicht   durch    ilin    gehende    verschiedene 

■Strahlen  Xy  und  y,  deren  Schnittpunkt  mit  ):(l),) 
verbunden,  einen  dritten  Strahl  s  giebt;  kon- 
struiert man  zu  diesen  drei  Strahlen  Xf  y  s  den 
vierten  harmonischen  dem  s  Kugeordneten  Strahl 
x',  so   sind  f  und   x'  Pol   und  Polare  des  gesuchten 

.  Polarsysteras.  Hat  dasselbe  einen  reellen  Kern- 
kegelschnitt, so  sind  die  Punkte  desselben  die  ge- 
suchten Punkte  der  besonderen  Art;  ist  der  Keru- 
kegelschnitt  imaginär,  so  giebt  es  keine  solchen, 
aber  das  immer  reelle  Polarsystem  vertritt  den 
imaginären  Kegelschnitt. 
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Die  beidea  so  konstruierten  Polarsysteiiie ,  deren  Kern- 
kegelschnitte  Ä"(ä>  und  Sl^>  sind,  fallen  keineswegs  zusammen, 
haben  aber  eine  eigentümliche  BeKJeliung  zu  einander,  die 
wir  sogleicli  aufsuchen  wollen.  Es  ist  ersichtlich,  dafs  ent- 
weder beide  Kegelschnitte  K*-^^  und  Ä'^'  reell  oder  beide 
imaginär  sein  nifisaen,  und  dafs  in  dem  erstereu  Fall  jede 
Tangente  von  K'-^*  den  Kegelschnitt  ^^>  in  denjenigen  beiden 
Punkten  schneidet,  welche  ihr  in  doppeltem  Sinne  der  rezi- 
proken Beziehung  entsprechen,  sowie  dafs  durch  jeden  Punkt 
lies  Kegelschnitts  Ä'^'  zwei  Tangenten  an  den  Kegelschnitt 
Kl^>  gehen,  welche  die  dem  Punkte  in  doppeltem  Sinne  der 
reziproken  Beziehung  entaprechenden  Strahlen  sind. 

Wenn  wir  die  vorige  Betrachtung  dadurch  modifizieren, 
dafs  wir  einen  beliebigen  Strahl  in  doppeltem  Sinne  auf- 
gefal'st  3^  =  1^1,  dem  die  Punkte  j,-,  und  l)  vermöge  der  rezi- 
proken Beziehung  entsprechen,  nicht  um  einen  beliebi- 
gen  auf   ihm   festgehaltenen  Punkt  ci(6,),  sondern   um   den 


besonderen  Punkt  §  drehen,  in  welchem  er  von  der  Verbin- 
bungalinie  \x^\)\  getroffen  wird,  dann  vereinfacht  sich  die 
Betrachtung.  Wird  nämlich  (Fig.  22)  der  Schnittpunkt  des 
Strahles  x  =  y,  mit  der  Verbindungslinie  |Vii)[  in  doppeltem 
Sinne  durch  §^t]  bezeichnet,  und  entsprechen  ihm  die  Strahlen 
s,  und  (,  so  wird  auch  dem  Schnittpunkt  (xt)  =  y  der  Strahl 
|);it||=a;|  und  dem  Schnittpunkt  (?/,S|)=^|  der  Strahl  |Q§|^y 
entsprechen ;  die  Strahlen  y  und  x^  fallen  aber  zusammen,  wie 
wir  sehen.     Hieran«  folgt,  dafs,   wenn  der  Strahl  x  um  den 
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Punkt  ä  gedreht  wird,  da.s  von  ihm  beschriebene  Strahlen- 
biiscliel  mit  der  von  j,"i  »"f  Sj  durchlaufenen  Pnnktreilie  nicht 
blos  projektivisch  ist,  sondern  auch  involutoriscb  liegt;  die 
ytralileu  x  uud  x^  beschreiben  also  eine  Strahle  iiinvolution, 
weiche  KusaiumeniUllt  mit  der  Strahleninvolutioa,  die  y,  und 
y  beschreiben.  Zugleich  ergiebt  sich,  dafs  die  Verbindungs- 
linie Iv,!)!  durch  den  festen  Punkt  §(t,)  laufen  mui's;  denn 
sei  ein  beliebiger  anderer  durch  den  Punkt  ä(ti)  gezogener 
Strahl  js  =  V|,  die  Durchschnittspunkte  desselben  mit  s, 
und  t  die  Punkte  V|  und  ii,  ferner  die  ihm  in  doppeltem 
Sinne  entsprechenden  Pnnkte  u,  und  M,  endheh  die  Verbin- 
dungsstrahlen |tjU,  I  =Uf  und  \S'\>]=v,  so  wird  wf(gen  der 
reziproken  Beziehung  sein: 

und  da  der  Strahl  «  durch  i),,  y  durch  Vij  "  durch  i\  geht, 
so  mu!»  auch  v  durch  ii,  gehen,  d.  h.  ]dui|  durch  §,  Dem- 
nach beschreiben  die  Punkte  y,  und  i)  perspektivisch  liegende 
Punlttreihen  auf  s,  und  t,  also  sind  in  dem  Schnittpunkte 
{s,t),  den  wir,  in  düppnlt«m  Sinne  aufgefafst  beneidinen 
wollen: 

(s,  /)  =  n  =  in, 

zwei  ent.spreohend£  Pnnktt  veicinigt  I  h  li  ih  ent 
sprechenden  Strahlen  m  und  sj,  lallen  /  isamn  eu  d]e'^er 
Strahl  ™  =  «,  i'^t  leicht  7U  eimitteln  aus  dei  Stiahlennuo 
lution  i^iTil;  ei  ist  dei  dem  Veibindungssfidhl  der  Punkte 
§{t,)  und  n(m,)  koujugieite  Stiibl  uuseiei  Strahl emuvolntiou 
und  besitzt  dahei  die  ausgezeichnet»  iiigenarhift  dafs  ihm 
in  doppeltem  Sinne  dei  reziiiclen  lie/iehung  als  m  und  n 
aufgefafst-,  ein  und  deiselbe  Punkt  u  =  iili  entspricht 

Dies  ausgezeichnete  Elementen]  aar  )w(Ki)  unl  lUi(ll)  M 
in  der  Ebene  der  zusanimengdes^ten  re^ipoken  Gebilde  das 
einzige  von  dir  Bosch aftenheit  dals  die  Elemente  m  dop 
pelteni  Sinne  sich  entsprechen  Denn  (.%  Uf  t  sich  leicht 
zeigen,  dafs  wii  immei  luf  daijselbe  Elementenj lai  geffihrt 
werden,  wie  wir  luch  die  voiigc  Konatiuktion  abändern 
mögen.  Wir  1  onsti  uiertf  n  namlich  das  ausgezeichnete  Ele 
mentenpaar  m(n  )uiulin,  (tl)  so  Dem  behäbigen  Stiahl  ji=y 
entsprechen  Vi   "öd   i);  der  Schnittpunkt  (a-,  'V|\)j)  =  8  =  t, 
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hit  zu  eiitejiecheiideii  Strahlen  >;  und  t  dei  Schnitt}  unkt 
(s  0  =  n  =  iiti  lat  der  gpsuehte  Punkt  dessen  ents}  reehpiide 
Strahlen  m  ^=  k,  zusimnienfillen 

Nehmen  wir  nun  dieselbe  Konstruktion  noch  einmal 
vor  und  bezeichnen  die  anilogfn  Grolsen  durch  einen  hinzu 
gefügten  Accent  so  wijd  ein  bell  bigei  Strahl  x  ^  t/i  dei 
voihin  gefundenen  Geraden  m  ^  n,  in  einem  Punl  te  »  =ti 
l)Pf(e„ncn  und  wliI  dieser  Punkt  sowohl  auf  m  als  luch  auf 
«j  hegt  so  müssen  die  ihm  entsprechenden  Strahlen  »i  und 
(  sowohl  durch  ijij  al&  auch  duieh  u  gehen,  dosh'iib  sich  in 
dems(  Iben  Punl  te  nti  =  11  schneiden  sind  nun  >i  und  l)  die 
den  fetidhlen  t  =  j/i  Lutsprechenden  Punkte  so  ftil^t  aus 
dei  Gleichheit  des  Doj  { elverhiltnisses  dei  Hiiul  te 

1U|      (si^i)    (s'iK,)      vi     init  dem  der  Strahlen 

m      l^"'!»'!     |^'u|      i  1  die  auch  so  umgestellt  werden  ki'inneii 

|ä-«i     1        »1    1   »'!, 

dafs  die  Punktreihe  mit  dem  Strahlenbüschel  perspektivisch 
liegt,  weil  dei  fetiihl  |§'ii|  durch  in,  geht,  der  Stralil  x  mit 
^1,  der  Stnhl  m  mit  «,  zusammenfällt,  dals  folglich  auch  der 
Strahl  \S  1)  I  duich  ii  gehen  mufs,  oder  umgekehrt  ifll)'!  durch 
ä'  geht.  Hierdurch  erkennen  wir  aber,  dafs  der  Schnittpunkt 
{x',  |),-il)  \)  ^ä  ^  ti  auf  derselben  Geraden  im(w,)  liegt,  wie 
der  frühere  §  =  I,,  d,  h.: 

Wenn  man  in  dem  ganzen  Gebiete  der  beiden 
auf  einander  liegenden  reniproken  Felder  s  t\  zu 
jedem  beliebigen  Strahle,  als  x  und  y,  aufgefafst, 
die  entsprechenden  Punkte  !-■,  und  i)  aufsucht,  so 
trifft  die  Verbindungslinie  |j:,l)|  jenen  Strahl  in 
einem  Punkte  g,  dessen  gesamter  Ort  eine  feste 
Gerade  m  =  «,  ist,  der  in  beiderlei  Sinn  der  rezi- 
proken Beziehung  ein  und  derselbe  Punkt  u  =  lUi 
entspricht.  Dreht  man  den  Strahl  x{p,)  um  einen 
festen  Punkt  §  der  Geraden  »n(w,),  so  dreht  sich  auch 
die  Verbindungslinie  \XiX)\  im  diesen  festen  Punkt, 
und  die  dadurch  erhaltenen  Strahlenpaivre  bilden 
eine  Strahleninvolution. 

In   ganz   analoger  Weise  läfst  sich  das  dual  gegenüber- 
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stehende  Resultat  ableiten,  was  nicht  weiter  ausgeführt  zu 
werden  braucht; 

Wenn  man  in  clem  ganzen  Gebiete  der  beiden 
auf  einander  liegenden  reziproken  Felder  es,  für 
jeden  beliebigen  Punkt,  als  y:  und  t),  aufgefafst, 
die  entsprechendeil  Strahlen  Xi  und  p  aufsucht  und 
ihren  Schnittpunkt  mit  dem  anfänglichen  Punkte 
yerbindet,  so  gelib  diese  Verbindungslinie  durch 
einen  und  denselben  festen  Punkt  ii  =  iiij,  dem  in 
beiderlei  Sinn  der  reziproken  Beziehung  eiu  und 
derselbe  Strahl  »1  =  11,  entspricht.  Verändert  man 
den  willkürlich  gewählten  Punkt  );(l)i)  auf  einem 
beliebigen  durch  den  festen  Punkt  u  =  m,  gezoge- 
nen Strahl,  sü  bewegt  sich  auch  der  Schnittpunkt 
(Xiy)  üui  diesem  Strahle  und  die  dadurch  erhaltenen 
Punktepaare  bilden  eine  Punktinrolution, 

Dieses  ausgezeichnete  Paar  entsprechender  Eleuiente-W((Wi) 
und  uij  (it),  welche  sich  gleichzeitig  in  beiderlei  Sinn  der  re- 
ziproken Beziehung  entsprechen,  hat  nun  auch  zu  den  vorhin 
gefundenen  Kegelschnitten  .ST*^'  und  S'^)  eine  eigentümliche 
Beziehung.  Da  nämlich  dem  Punkte  It  =  ittj  zwei  zusammen- 
fallende Strahlen  m  =  «,  entsprechen,  so  kann  jeder  Punkt 
derselben  als  ihr  Schnittpunkt  5  aufgefafst  werden,  und  von 
den  vier  hacmonischeu  Stralden  fallen  zwei  zugeordnete  zu- 
sammen, folglich  auch  einer  der  beiden  andern  zugeordneten 
in  denselben,  d.  h.  lUi  und  m  sind  Pol  und  Polare  für  den 
Kegelschnitt  Ä'^'  und  gleichzeitig  n,  und  n  Polare  imd  Pol 
für  den  Kegelschnitt  K'^*,  wie  in  anal<^er  Weise  folgt;  mithin 
sind  diese  beiden  ausgezeichneten  Elemente  Pol  und  Polare 
für  beide  Kegelschnitte  K*-^*  und  Ä'^'  gleichzeitig;  aber  noch 
mehr:  Nimmt  man  auf  dem  Strahle  m(3t,)  einen  beliebigen 
Punkt  H  ==  tj ,  dessen  entsprechende  Strahlen  s,  und  t  sich 
in  dem  Punkte  nOn,)  schneiden,  und  konstruiert  zu  s, ,  t,  jitS| 
den  vierten  harmonischen  dem  [n§|  zugeordneten  Strahl  s, 
der  in  §'  der  Geraden  m{«|)  begegnet,  so  sind  §  und  s'  Pol 
und  Polare  für  den  Kegelschnitt  S'^';  folglich  sind  g  und  §' 
konjugierte  Punkte  für  den  Kegelschnitt  ^'^';  ia  ganz  der- 
selben Weise  folgt  aber  auch,  dafs  |u§|  und  |itä'|  konjugierte 
Strahlen  für  den  Kegelschnitt  Ki^'  sein  müssen,  und  da  dies 
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für  alle  so  konstruierten  Paare  von  Punkten  Sä'  gilt,  so 
haben  beide  Kegelschnitte  K^i  und  ^^i  (oder  die  sie  ver- 
treteuden  Polarsysteme)  die  Strahleninvolutionen,  welche  dem 
Punkte  n  =^  ntj  rücksichtlich  beider  zugehören  und  die  Punkt- 
inTolutioiien  auf  ms  ^h,,  welche  diesem  Strahle  rücksichfclich 
beider  Kegelschnitte  zugehören,  gemeinschaftlich,  d.  h.  die 
beiden  Kegelschnitte  XW  und  Ä''^>  haben  eine  (reelle  oder 
ideelle)  doppelte  Berührung  (Th.  d.  K.  S.  344)  oder  den  Punkt 
n(in|)  und  den  Sti-ahl  m,  (n)  gemeinschaftlich  als  Pol  und  Polare 
mit  den  ihnen  zugehörigen  Strahlen-  und  Punktinvolutionen. 

Wir  können  daher  folgendes  Ergebnis  aussprechen: 

Die  beiden  oben  konstruierten  Polarsysteme, 
deren  Kernkegelschnitte  Ä«^'  und  S«>  sind,  haben 
ein  ausgezeichnetes  Paar  Pol  und  Polare:  «{iiij)  und 
Mi(ffi)  gemeinschaftlich,  iiud  es  fallen  sowohl  die 
beiden  Stralileniuvolutiouen,  welche  dem  Punkte 
n(m,)  in  beiden  Polarsystemeu  zugehören,  ausam- 
men,  wie  auch  die  beiden  Punktinvolutiouen  auf 
der  Geradeu  m{n,),  welche  den  beiden  Polarsyste- 
men zugehören  und  mit  jenen  perspektivisch  liegen. 
Sind  die  Kernkegelsehnitte  ^<^l  und  S^  reell,  so 
haben  sie  also  eine  reelle  oder  ideelle  doppelte 
Berührung. 

Ist  die  doppelte  Bei'ührung  der  Kegelschnitt«  iC'^'  und  ^'^i 
eine  reelle,  so  sind  offenbar  die  beiden  Berührungspunkte  von 
der  besonderen  ßeschafl'eiiheit,  dafs  für  jeden  derselben  die 
durch  ihn  gehende  Tangente  {von  beiden  Kegelschnitten)  in 
doppeltem  Sinne  der  reziproken  üeaiehung  der  entsprechende 
Strahl  ist,  eine  Eigenschaft,  die  zwar  übereinstimmt  mit  der 
dem  ausgezeichneten  Paare  m{n,)  und  m|(n)  zukommenden 
Bigentdmhclikeit,  aber  dadurch  abweicht,  dai's  hier  die  Punkte 
und  die  ihueu  entsprechenden  Strahlen  incident  sind,  was 
dort  nicht  dei  Fall  war. 

Es  i=it  kUr,  dafs  dies  die  einzigen  Elementenpaare 
sind,  welche  im  allgemeinen  bei  zwei  beliebig  auf  einander 
gelegten  reziproken  Feldern  in  doppeltem  Sinne  sich  ent- 
sprechen. Denn  käme  noch  irgend  ein  zweites  Pnav  p(qj)  und 
1),  (q)  derselben  Art  vor,  so  müfste  dasselbe  auch  ein  Paar  Pol 
nud  Polare  für   beide  Polarsysteme    oder  die  durch  sie  ver- 
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tretenen  Kegelschnitte  SJ^>  und  ^'^'  sein,  wnd  dies  wäre  nicht 
anders  möglich,  als  wenn  die  Kegelschnitte  identisch  zusammen- 
fieien,  denn  dadurch  wären  schon  mehr  Bedingungen  gegeben, 
als  zur  Bestimmung  eines  Polarsystems  erforderlich  sind.  Wenn 
aber  die  beiden  Polai'systeme  identisch  zusammenfallen,  so 
entspricht  auch  jedem  Strahle  x(Pf)  ein  und  derselbe  Punkt 
jr,  (t))  and  umgekehit.  Wir  haben  alsdann  den  schon  auf  S.  425 
betrachteten  Fall  der  polaren  Lage  zweier  zusammen- 
liegenden reziproken  Felder  und  haben  dort  gesehen,  wie  der- 
selbe immer  erreicht  werden  kann.  Wir  können  also  hier 
hinzufügen : 

Wenn  bei  zwei  zusiimmenliegenden  reziproken 
Feldery  £  Sj  zweimal  der  Fall  eintritt,  dafs  ein 
nicht  incidentes  Elementenpaar  xiy,)  und  Xi(}))  in 
doppeltem  Hiune  der  reziproken  Beziehung  sich 
entspricht,  dann  ist  dies  immer  der  Fall,  und  die 
beiden  Felder  befinden  sich  in  polarer  Lage. 

Die  dual  gegenüberstehende  Untersuchung  zweier  mit 
ihren  Mittelpunkten  vereinigten  reziproken  Bündel,  weiche 
der  vorigen  durchaus  nachgebildet  werden  kann,  oder  durch 
die  Perspektive  von  irgend  einem  aufserhalb  Hegenden  Punkte 
O  =  Ol  erhalten  wird,  braucht  hier  ebenso  wenig  ausgeführt 
zu  werden,  wie  die  Anführung  der  hier  sich  ergebenden 
Resultate  erforderlich  scheint,  die  nur  ermüden  würde  und 
in  bekannber  Weise  ohne  alle  Schwierigkeit  hergestellt  wer- 
den kann. 

§  öl.     Die  Eaumkurve  drittel   Ordn  ng  als  ti  ze   gn  s 
■  koUinearen  B  ndel 


Wenn    zwei    kollineai'e   IJün  l  1  nl  lelel  j^     m 

ßaurae  gegeben  sind,  so  dals  jedem  fetial  1  x  des  Du  lei  ~) 
ein,  bestimmter  Strahl  a;,  des  Bündels  O  und  jele  Lbene  | 
des  Bündel«  O  eine  bestimmte  El  ene  s  le*>  Bdiid  Is  O  nd 
umgekehrt  entspricht,  so  werden  seh  .iwa  ime  zwei  ent 
sprechende  Ebenen  |  |,  in  einei  Ge  d,len  j  sclneilen  e 
brauchen  sich  aber  nicht  immer  zwe  eutsj  recl  en  le  "r^t  dhlen 
X  und  X,  im  Räume  zu  treffen.  Dt  e  n  St  al  lenb  s  h  1  m 
O,  welches  iu  der  Ebene  |  ein  vc  dJiderl  1er  Stial  1  x  be 
schreibt,   wegen  der  kollinearen   Bez  eh  n^    m  t    lemjenigen 
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Strahlenbüscbel  projektivisch  sein  mufs,  welches  der  ent- 
sprechende Strahl  3:1  in  der  entsprechenden  Ebene  g,  beschreibt, 
und  beide  Strahlen böschel  auf  der  Schnittlinie  ff  =  |  §  I|  |  zwei 
znsamnienliegende  projektivische  Pimktreilien  ausschneiden, 
so  werden  die  Doppeleleniente  derselben  zwei  solche  Punkte 
sein,  in  denen  sich  zwei  entsprechende  Strahlen  treffen;  in 
jeder  durch  O  oder  O,  gelegten  Ebene  giebfc  es  also  im  iiJl- 
gemeiuen  zwei  solche  Tre%iinkte,  die  reell  oder  konjugiert- 
imaginär  sein  werden,  je  nachdem  die  aufeinander  liegenden 
projektivischeu  Pnnkti'eihen  in  g  reelle  Dopjtelpunkte  haben 
oder  nicht  Aufserdem  sind  aber  die  Punkte  O  und  O,  offenbai' 
selbst  solche  Punkte,  in  denen  sich  entsprechende  Strahlen  der 
beiden  kotlinearen  Bündel  begegnen;  denn  der  Verbindungs- 
linie I O  £!,  I  ^  e  =  /', ,  welche  beiden  Bündeln  gleichzeitig  als 
Strahl  angehört,  entsprechen  die  bestimmten  Strahlen  e[  durch 
Ol  und  /'  durch  O,  folglich  ist  der  Punkt  O^  ^  (ee,)  und 
der  Punkt  O  =  (ff\)  offenbar  Schnittpunkt  je  zweier  ent- 
sprechenden Strahlen  der  beiden  kollinear eu  Bündel.  In  jeder 
durch  einen  der  Mittelpunkte  der  Bündel  gelegten  Ebene 
giebt  es  also  im  allgemeinen  drei  Punkte  des  gesuciiten 
Ortes,  und  dies  gilt  auch  allgemein  für  jede  beliebige  Ebene ; 
denn  denken  wir  uns  eine  im  llaume  willkürlich  gelegte 
Ebene  doppelt  als  e  und  £,  und  lassen  sie  durch  das  Bündel 
O  in  einem  Punktfelde  f,  durch  das  Bündel  Oj  in  einem 
Punktfelde  «,  schneiden,  so  haben  wir  zwei  zusammen- 
liegende koilineare  i'eldei-,  die  (S.  ü72)  im  allgemeinen  drei 
Doppel  demente  besitzen;  in.  diesen  Punkten  treifen  sich  also 
je  zwei  entsprechende  Strahlen  der  gegebenen  kollineareu 
Bündel,  woraus  wir  schliefsen,  dafs  der  Ort  des  Schnitt- 
punktes entsprechender  Strahlen  zweier  beliebig 
im  Räume  gegebeneu  kollinearen  Bündel  eine 
Eaumkurve3.0,  ist,  welche  sei  bat  durch  die  Mittel- 
punkte der  beiden  Bündel  hindurchgeht  und  für 
welche  die  Schnittlinien  g  =  \^^i\  irgend  zweier 
entsprechenden  Ebenen  das  gesamte  System  der 
(eigentlichen  und  un eigentlichen)  Sekanten  bilden, 
d.  h.  aller  solchen  Geraden  im  fla,umc,  die  der 
Raiimkurve  in  zwei  (reellen  oder  konjugiert-imagi- 
nären)  Punkten  begegnen. 
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Dafs  dieses  Erzeugnis  tler  beiden  allgemein  gegebenen 
kollinearen  Bündel  mit  der  Raumkurve  3,  0-,  welche  wir  in 
§31 — 39  betrachtet  haben,  identisch  ist,  läfst  sich  leicht  auf 
folgende  Art  erkennen : 

Seien  wiederum  die  Strahlen  e  und  /,  in  der  Verbindungs- 
linie I O  0|  I  der  Mittelpunkte  der  gegebenen  beiden  koi- 
linearen  Bündel  vereinigt  und  die  ihnen  entsprechenden  e, 
und  /',  dann  wird  der  Ebene  lef]  die  Ebene  [eif,]  entsprechen. 
Nehmen  wir  nun  in  der  Ebene  [ef]  einen  beliebigen  Strahl 
a  des  Bündels  O,  so  liegt  der  enthprechende  Sti'ahl  «,  des 
Bündels  d  in  der  Ebene  [ci/i].  Wir  nehmen  a  uüd  «,  'm 
Axen  zweier  Ebene  üb  fisch  el  in  den  beiden  Bündeln ,  deren 
entsprechende  Ebenen  |  und  S,  der  koltineareu  Beziehung 
gemäl's  projektivische  Büschel  beschreiben  müssen;  die  Öuhnittr- 
linie  ||lil  durchläuft  al&o  eine  ßegelachar  eines  einfachen 
Hyperboloids  (8.  88);  dieser  Uegelschar  mul's  offenbar  die 
Verbindungslinie  lOOJ  angehören,  weil  sich  in  ihr  die  ent- 
sprechenden Ebenen  laef]  und  [«(ßi/'i}  schneiden. 

Wir  nehmen  zweitens  zwei  andere  Strahlen  h  und  h^  in 
den  Ebenen  [e/'j  und  [e,/)],  die  sich  entsprechen,  und  drehen 
um  b  eine  veränderliche  Ebene  tj,  au  wird  die  entsprechende 
1),  um  &j  sich  drehen  und  ein  mit  dem  ersten  projoktivi- 
sches  Ebenenbü&chel  beschreiben ;  die  Schnittlinie  |  i?i/,  | 
durcliläuft  also  ebenfalls  eine  llegelschai'  eiueb  einfachen 
Hyperboloids,  welches  mit  dem  vorigen  Hyperloid  die  gemein- 
schaftliche Ensengende  |00,|  hat.  Die  beiden  so  konstruier- 
ten Hyperboloide  haben  aufser  der  gemeinschaftlichen  Er- 
zeugenden jOOi  I  noch  eine  Kaumkurve  S.  0.  C'"  gemein 
(8.  229),  und  die  Punkte  dieser  Kamnkurve  besitzen  die  Eigen- 
schaft, dafs  sich  in  jedem  derselben  die  vier  Ebenen  |  g,  ij  »?] 
schneiden;  folglich  schneiden  sich  in  einem  solchen  Punkte 
auch  die  beiden  Schnittlinien  [Sijj  und  ||]^|j.  Dies  sind  aber 
entsprechende  Strahlen  der  kollinearen  Bündel,  also  ihr  Treff- 
punkt einer  der  gesuchten  Punkte.  Unigekehii;  ist  auch  ersicht- 
lich, dafs  wenn  irgendwo  zwei  entsprechende  Strahlen  *  x', 
der  beiden  kollinearen  Bündel  sich  treffen,  dieser  Treffpunkt 
auf  der  Raiimkurve  (?^>  liegen  mufs,  dem  übrigen  Durch- 
schnitt der  beiden  vorigen  Hyperboloide,  welche  die  Erzeu- 
gende IDOil  gemeinschaftlich  haben.    Denn  sobald  sich  XXj 
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treffen,  mufs  der  Ebene  [ax]  die  Ebene  [a^x,\  und  der  Ebene 
[bx]  die  Ebene  [bf-Xy']  entsprechen,  also  müssen  sich  die  vier 
Ebenen  [ax]  [b^]   [a^x,]  [6,*,]   in  einem  Punlite  schneiden. 

Anstatt  des  Strahlen paares  hh^  kann  man  auch  irgend 
ein  anderes  Paar  entsprechender  Strahlen  cc,  la  den  Ebenen 
[ef]  und  [ßi/",]  wählen  und  erhält  dadurch  ein  drittes  Hyper- 
boloid und  durch  Veränderung  des  Strahlenpaares  cc^  ein 
ganzes  Büschel  von  Hyperboloiden,  die  sämtlich  durch  den 
Strahl  |0  0||  und  die  Baumkurve  CP>  hindurchgehen;  da  jedes 
Paar  entsprechender  Ebenen  'H,  der  beiden  koJüneai'eu  Bündel 
OOi  die  Ebenen  [ö/'J  und  [Ci/',]  in  einem  solchen  Paare  ent- 
sprechender Strahlen,  wie  et',,  ächneideu  niufs,  so  ist  die 
Gesamtheit  der  Schuittlioie  ||  S, |  =3  identisch  mit  der  Ge- 
samtheit der  Erzeugenden  der  Kegelscharen  sämtlicher  vorigen 
Hyperboloide,  deren  Erzeugende  der  C^'  in  je  zwei  Punkten 
begegnen  (S.  232).  Hier  bietet  sich  also  unmittelbar  die 
Auflösung  der  früher  (W.  255)  behandelten  Aufgabe  dar:  Es 
soll  eine  Raumkurve  C'^  konstruiert  werden,  von 
welcher  zwei  P  unkte  OO]  und  vier  Sekanten  (/j^j^g*»^ 
gegeben  sind.  Man  braucht  nämlich  nur  O  und  O,  als 
die  Mittelpunkte  zweier  kollinearen  Bündel  anaunehmen  und 
die  kollineare  Beziehung  derselben  durch  die  vier  Paare  ent- 
sprechender Ebeneil : 

O  [g,  Ol  Si  ffii     und     O I  Ifir,  jr,  rj^  3 , ]       ^ 
festzustellen,   alsdann   wird   das   Erzeugnis  der  beiden   kolli- 
nearen  Bündel   eine  Raumkurve   C^^'  sein,    welche    den    Be- 
dingungen der  Aufgabe  genügt 

Lfm  sämtliche  Hyperboloide  zu  erhalten,,  welche  durch 
die  Raumkurve  6't*'  gelegt  werden  können,  gehen  wir  vou 
einem  beliebigen  Paar  entsprechender  Strahlen  «  (i,  der 
gegebenen  beiden  kollincaren  Bündel  O  O,  aus  und  drehen 
um  a  und  «,  als  Aseu  zwei  entsprechende  Ebenen  ||,,  die 
vermöge  der  kollinearen  Beziehung  zwei  projektiv ische  Ebeuen- 
büschel  beschreiben ;  ■  die  Schnittlinie  |  g  l,  |  durchläuft  also 
eine  Regelschar  eines  Hyperboloids  W^K  Nehmen  wir  ein 
zweites  beliebiges  Paar  entsprechender  Strahlen  6  6,,  um 
welche  wir  entsprechende  Ebenen  fj  jj,  der  kollineareu  Bündel 
drehen,  so  erhalten  wir  ein  zweites  Hyperboloid  ^'^K  Diese 
beiden  Hyperboloide  haben  offenbar  die  1 


y  Google 


§  51.     Die  Eaumkurve  3.  0.  als  Erzeugnis  zweier  kollin.  Bündel.    443 

[o 6],  [«,*,]! 
gemeinschaftlich;  ihr  übriger  Schnitt  ist  eine  ßiumknive  (  i*l 
und  zwar  der  Ort  derjenigen  Punkte,  in  welchen  &ich  die 
vier  Ebenen  §  §,  ij  ij,  gleichzeitig  achneideu ;  eiu  ssolchei  Punkt, 
durch  welchen  die  vier  Ebenen  |  §,  ij  i?,  gehen,  ist  .tber  dei 
Schnittpunkt  zweier  Sti'ahlen  |^7j|iiiid  |S(i;]|,  d  h  em  Punkt 
in  welchem  sich  zwei  entapreuhende  Htrahleu  dei  gegebenen 
Itollinearen  Biinclel  trefi'en.  Der  Ort  solcher  Punkte  ist  dahei 
die  Etaumkurve  G'K  Sämtliche  Hyperboloide,  welche  dnich 
(;m  gelegt  werden  können,  wei-den  nun  erhalten  duich  Ver 
änderung  des  Strahlenpaares  | « «,  |.  Diese  MiHmigfaltigkeit 
ist  also  gleich  mächtig  mit  den  Strahlen  eines  Bhndels 

Da  ferner  die  Schnittlinie  [[ab],  [a,bi]\  immei  zwei  Hypei 
boloiden  gemeinschaftlich  ist  und  eine  solche  Erzeugende  der 
Baurakurve  C*^'  bekanntlich  (S.  238)  in  zwei  (reellen  oder 
konjugiert -imaginären)  Punkten  begegnet,  so  ist  die  Schnitt 
linie  \[ab],  ["i^il!  ßi^^  Sekante  der  Raumkurve  G^'  Durch 
Veränderung  der  willkürlichen  Strahleniiaaie  au,,  bb,  ei 
halten  wir  sämtliche  Sekanten  der  ftaumkurve  (?''' .  Der  Strahl 
|[«fej,  [a,  fc(||  ist  aber  die  Schnittlinie  zweier  entsprechen- 
den Ebenen  der  gegebenen  kollinearen   Bündel    OO,,  also: 

Die  Gesamtheit  der  Schnittlinien  je  zweier 
entsprechenden  Ebenen  zweier  koUiitearen  Bündel 
bildet  die  Gesamtheit  der  Sekanten  einer  ftaum- 
kurve C^l. 

unter  allen  Hyperboloiden,  welche  durch  eine  G^'  gelegt 
werden  können,  giebt  es  insbesondere  Kegel;  wenn  wir  näm- 
lich statt  des  Strahlenpaares  «(t,  das  besondere  Paar  ent- 
sprechender Strahlen  e  e,  oder  f  ff  wählen,  so  begegnen 
sich  die  Axen  der  das  Hyperboloid  erzeugenden  Ebenen- 
büschel, also  degeneriert  dasselbe  in  einen  Kegel  Si.  0.; 
die  Raumkurve  C'  erscheint  also  auch  als  der  Übrige  gemein- 
schaftliche Schnitt  zweier  Kegel  2.  0.,  welche  einen  Kegel- 
strahl gemein  haben.    Dies  B«sultat  läfst  sich  umkehren : 

Wenn  zwei  Kegel  zweiter  Ordnung  in  der  Ver- 
bindungslinie ihrer  Mittelpunkte  O  O,  einen  ge- 
meinsamen Kegelstrahl  haben,  so  schneiden  sie 
sich   aui'serdem    in    einer    Baumkurve    dritter   Ord- 


y  Google 


444   §  51.    Die  Raumkurvc  3.  0,  als  Erzeugnis  zweier  kollin.  Bündel 

niijig  C*i;  verbindet  man  einen  verän  der  liehen 
Punkt  x  derselben  mit  O  und  0|  durch  das  Strahleii- 
paar  \0  l^\  =  ^  und  \£),}:\  =  -^i?  ^^o  sind  dies  allemal 
zwei  entsprechende  Htrahlen  zweier  kollinearen 
Bündel. 

Ferner  ergieht  aicli,  wenn  wir  irgend  einen  Punkt  p  der 
Raumkurve  O"'  nehmen,  also  die  beiden  Sti'iililen  \0\)\  ^p 
und  1 0|  13  j  ^  Pi  entapreehende  ytralilen  sind,  und  wir  um  p 
und  p,  ein  Paai'  entsprechender  Ebenen  H,  der  Bündel 
drehen,  dals  die  Schnittlinie  ||  §, j  =  (/  aiiub  einen  Kegel  '2.  0. 
beselireibeu  wiitl ,  weil  die  Ebeueubllschel  p[S]  und  ^j,  [||] 
projektivisch  sind,  und  ihre  Axen  in  )f  sich  ti'eiFen;  die  Schnitt- 
linie (/  ==  I  g  g,  I  ist  aber,  wie  wir  wissen,  alleniül  eine  Sekante 
der  ü*^',  also  sind  alle  durch  den  Punkt  ()  der  ü'^>  gehenden 
Sekanten  Kegelstrahlen  eiuea  Kegels  2.  0.,  d.  h.  »venn  man 
einen  beliebigen  festen  Punkt  einer  Raumknrve  C" 
mit  allen  übrigen  durch  Strahlen  verbindet,  ao  er- 
hält man  sämtliche  Kegelstrahlen  eines  Kegels 
zweiter  Ordnung.    {S.  231). 

Nimmt  man  einen  beliebigen  andern  Funkt  o  der  Kaum- 
kurve  CP^  und  führt  dieselbe  Kunstruktiun  aus,  so  erhält  man 
einen  zweiten  Kegel  o'^' ;  die  beiden  Kegel  o<^'  und  i)>*i  haben 
den  gemeinsamen  Kegelstralil  |ül3|  und  als  übrigen  Schnitt 
die  B-aiimliurve  C'^l;  folglich  werden  auch  o  und  p  als  die 
Mittelpunkte  zweier  Bündel  gewälilt  werden  können,  die  in 
kollinearer  Beziehung  stehen,  und  deren  entsprechende  Sti-ahlen 
sich  in  den  Punkten  der  G^>  treuen.  Wir  können  nunmehr 
das  Jiesultat  aussprechen: 

Irgend  zwei  Punkte  einer  Uaumkurve  dritter 
Ordnung  6'*^>  können  immer  als  die  Mittelpunkte 
zweier  kollinearen  Bündel  aufgefal'st  werden,  deren 
entsprechende  Strahlen  sich  in  den  Punkten  der 
Raumkurve  treffen. 

Hieraus  geht  hervor,  dafs  die  Kaumkurve  O"'  in  der 
mannigfaltigsten  Weise  durch  zwei  kollineare  Bündel  erzeugt 
werden  kann,  wie  der  Kegelschnitt  durch  zwei  projektivische 
Büschel  erzeugt  wird.  Es  folgt  ferner,  dal's  die  Raum- 
kurve C'  durch  sechs  unabhängig  von  einander 
gegebene  Punkte  des  Kaumes  vollständig  bestimmt 


y  Google 


S  Gl.    Die  Raumkurve   3.  0.  als  Erzeugnis  zwcipr  kollin.  Bündel.    445 

wirtl;  denn  wählen  wir  zwei  derselben  au  Mittelpunkten  der 
erzeugenden  Bündel  und  verbinden  dieselben  mit  den  vier 
übrigen  durch  Strahlenpaare,  so  erhalten  wir  vier  Paare  ent- 
sprechender Strahlen,  wodurch  gerade  die  kollineare  Beziehung 
der  beiden  Bündel  fesigolegt  wird. 

Nelimen  wir  jet7.t  einen  beliebigen  Punkt  1^  im  Rjiume, 
der  nicht  auf  der  Raumkurve  C*'  liegt,  so  werden  die  St.rahleu 
|Ov|  =P  "^wl  l^iVl  =  2i  nicbt  entsprechende  Strahlen 
der  erzeugenden  kollinearen  Bündel  sein;  ihnen  entsprechen 
in  beiderlei  Sinn  die  Strahlen  p,  und  q,  folglich  werden  die 
Ebenen  Q)  q]  und  j  j),  5i]  entsprechende  sein,  und  ihre  Schnitt- 
linie g  ist  eine  Sekante  der  Raurakurve,  welche  offenbar 
durch  den  Punkt  Jp  geht,  nnd  zwar  ist  dies,  wie  aus  der  Kon- 
struktion hervorgeht,  die  einzige  Sekante  der  0^>,  welclie 
durch  den  gegebenen  Punkt  );>  geht,  d.  h.: 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  l.'  des  Raumes, 
der  nicht  auf  einer  als  Erzeugnis  zweier  kolli- 
nearen Bündel  gegebenen  llaumkurve  dritter  Ord- 
nung liegt,  giebt  es  immer  eine  einzige  Sekante 
derselben;  dieselbe  wird  erhalten  dadurch,  dafs 
wir  üen  Punkt  ^i  mit  den  Mittelpunkten  OO,  der 
erzeugenden  Bündel  durch  die  Strahlen  p  und  q, 
verbinden,  die  entsprechenden  Strahlen  p,  und  q 
aufsuchen  und  durch  ]>  den  einzigen  Strahl  ziehen, 
welcher  p,  und  q  gleichzeitig  trifft.  Hierdurch  haben 
wir  eine  sehr  einfache  Lösung  der  Aufgabe  erhalten: 

Eine  Eaumkurve  C"  wird  durch  sechs  unab- 
hängig von  einander  gegebene  Punkte  bestimmt;  es 
soll  durch  einen  gegebenen  siebenten  Punkt  die 
(einzige) Sekante  der  Raumkurve  Ci^i gezogen  werden. 

Die  besonderen  Strahlen  f  und  c, ,  welche  den  in  der 
Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  vereinigten  Strahlen  e  =  /j 
=  |00||  der  beiden  erzeugenden  kollinearen  Bündel  ent- 
sprechen, haben  eine  leicht  erkennbare  Beziehung  zu  der 
erzeugten  Raumkurve  C^';  da  nämlich  je  zwei  Verbindui>gs- 
strahlen  [O  j:|  nnd  |0i  vi  der  Mittelpunkte  mit  einem  veränder- 
lichen Kurvenpunkt  immer  zwei  entsprechende  Strahlen  der 
koUinearen  Bündel  sind,  so  wird,  wenn  y  nach  O  hinein- 
röckt,   die   Sekante   |D):|   die   Tangente  der   Ranmkurve  im 
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Punkte  £>  werden,  d.  h.  der  dem  Strahle  /",  entsprechende 
Strahl  f  berührt  die  Raumkurve  in  SD,  und  der  dem  Strahle  e 
entsprechende  Strahl  e,  berührt  die  ßannikiirve  im  Punkte 
0( ,  also : 

Sind  bei  zwei  kolHnearen  Bündeln  OO,,  deren 
Erzeugnis  eine  .Ttaiiniknrvo  O^'  ist,  in  der  Verbin- 
dungslinie der  Mittelpunkte  die  Strahlen  e  nnd  /i 
vereinigt,  so  entsprechen  ihnen  in  beiderlei  Sinn 
(/'und  e,)  die  Tangenten  derEauuikurve  in  den  Mittel- 
punkten der  erzeugenden  Bündel.  Der  Ebene  [ee^], 
als  dem  durch  e  gelegten  Ebenenbfiachel  des  Bün- 
dels O  angehörig,  entspricht  die  durch  e,  gehende 
Schniieguugsebone  der  Raumknrve  im  Punkte  O, 
und  der  Ebene  \ff,],  als  dem  Bündel  O,  angehörig 
entspricht  im  Bündel  O  die  dnroh  f  gehende 
Schmiegungsebene    der  EiRumkurve    im   Punkte  O- 

Die  Rechtfertigung  der  letzten  Behauptung  geht  ans 
folgender  Benaerkung  hervor: 

Einer  um  den  Strahl  e^  |0  0||  gedrehten  Ebene  |  im 
Bündel  D  entspricht  im  Bündel  O,  eine  um  den  Stralil  e^, 
die  Tangente  der  Kaumkurve  in  Oj,  sich  drehende  Ebene  g,, 
und  zwar  ist  der  Schnittstrahl  zweier  entsprechenden  Ebenen 
]|li|  allemal  eine  durch  Oj  gehende  Sekante  der  6'<^*,  d.  h. 
wenn  wir  ei]ien  veränderlichen  Punkt  >■  auf  der  Raumkurve  C^' 
laufen  lassen,  so  werden  die  Ebenen  [cj;]  =  |  und  [e,  j-]  =  |, 
allemal  zwei  entsprechejide  Ebenen  der  beiden  projektivischen 
Ebenenbüschel  sein,  deren  Axen  c  und  e,  sind;  gelangt  nun 
insbesondere  der  vai'iahle  Punkt  y  nach  O, ,  so  geht  die 
Ebene  £,  in  die  Ebene  [ee,|  über  und  die  entsprechende  in 
die  Scbmiegnngaebene  der  Raunikurve  C'^'  im  Punkte  O,, 
weil  der  dritte  Schnittpunkt  y  einer  durch  die  Tangente  e, 
der  Raumliurve  gelegten  Ebene  mit  derselben  in  den  Be- 
rührungspunkt selbst  hineinrückt.  Wir  erlcennen  hieraus 
auch,  dalö  die  Sehraiegnngsebene  in  O,  die  Berührungsebene 
des  Kegels  ist,  der  lon  O,  durch  die  Raumknrve  gelegt 
werden  kann  längs  deijenigen  JCegelstralils  e^,  welcher  Tan- 
gente der  ßanmkmve  im  Punkte  Ö,  ist.  Das  Analoge  gilt 
naturlieh  auch  für  den  Punkt  .0.  Da  jede  zwei  Punkte 
einer  Baumkui\p  C^^\  wie  wir  gesehen  haben,  als  Mittelpunkte 
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zweier  kollinearen  Bündel  zur  Erzeugung  tler  C*^'  gewählt 
werden  können,  so  läfst  sich  hiernach  an  jedem  Punkte  tler 
CI5)  die  Tangente  und  die  Schmiegungsebene  konstniieren ; 
aber  auch  die  Aufgabe: 

Wenn  eine  Bannikurve  dritter  Ordnung  C^'  als 
das  Erzeugnis  zweier  koliinearon  Bündel  DO,  ge- 
geben ist,  in  einem  beliebigen  Punkte  y  derselben 
die  Tangente  und  die  Schmiegungsebene  ?a\  kon- 
struieren, 
läfst  sich  unmittelbar  lösen,  wie  folgt: 

Wir    haben   gesehen,    dal's   dum  dojipelt    aufzurassenden 
Strahle: 

|oo.!  =  c  =  /, 

die  beiden  Tangenten  e,  und  f  der  Raumkurve  0^*  in  den 
Punkten  O]  und  O  entsprechen,  also  durch  die  gegebenen 
koliinearen  Bündel  bekannt  sind.  Ferner  sind  e  und  e,  die 
Axen  zweier  entsprechenden  Ebenenbüschel  in  den  koliinearen 
Bündeln,  und  da  e  e,  sich  in  O,  treffen,  so  sind  die  Schnitt- 
linien entsprechender  Ebenen  dieser  beiden  projektivischen 
EbenenbHscliel  die  Strahlen  eines  Kegels  2.  0.  K!)f,  welcher 
von  sämtlichen  durch  Oj  gehenden  Sekanten  der  6'*^'  gebildet 
wird,  weil  jede  Schnittlinie  zweier  entsprechenden  Ebenen 
der  kollinearen  Bündel  eine  Sekante  der  C"  ist.  Wir  wissen 
sodann,  daf's  der  Ebene  [ee,],  im  Ebenenbüschel  (e)  aufgefalst, 
die  durch  e,  gehende  Schmiegungsebene  2ir,  der  6'<^>  im 
Punkte  Oj  entsprechen  mtifs,  welche  zusammenfällt  mit  der 
Berührungs ebene  des  Kegels  D<^>  längs  des  Kegelstralils  ß, ; 
aber  derselben  Ebene  [ffC,],  im  Ebenenbüschel  e,  aiifgefafst, 
entspricht  die  Ebene  [/"ej,  welche  zusammenfällt  mit  der 
Berfllirungsebene  des  Kegels  >0f)  längs  des  Kegelstrahls  f^  =  e, 
und  diese  Ebene  [/'e]  geht,  wie  wir  sehen,  durch  den  Strahl  f, 
d.  h.  durch  die  Tangente  der  C'^'  im  Punkte  £).  Wir  schliefsen 
also:  Die  Berührungsebene  am  Kegel  £)'/'  längs  des 
Kegelstrahls  |0,0|  geht  durch  die  Tangente  der 
(,'(3)  Iyh  Punkte  O,  und  ebenso  geht  die  Berührungs- 
ebene am  Kegel  D'-^^  längs  des  Kegelstrahls  |DOi  | 
durch  die  Tangente  der  6''^'  im  Punkte  O, . 

Nehmen    wir  jetzt  einen  beliebigen  Punkt  j  der  Raum- 
kurve C>,  so  müssen 
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entsprechende  Strahlen  der  gegebenen  kollinearen  Bündel 
sein.  Dieselben  werden  daher  die  Axen  entsprechender  pro- 
jektivisclier  Ebenen Itfischel  sein  in  den  gegebenen  Bündeln 
O  O, ,  nnd  je  zwei  entsprechende  Ebene]i  |  i,  schneiden  sich 
in  einem  Kegolstrahl  eines  Kegels  2.  0.  j:'^,  welcher  den 
Punkt  X  zi'in  Mittelpunkt  nnd  die  dnrch  denselben  gehenden 
Sekanten  der  C'  zu  Ivegelstiahlen  hit 

Um  die  Tangente  tx  m  dem  Punl  te  \  dei  Raurakm  \  e 
C<*'  zu  konstruieren,  biinthen  wir  mch  dem  voiigen  '■^a.t/.e 
nur  den  Punkt  j.  einmal  mit  ^  und  dos  indeie  Mal  mit  Ci 
zu  vertauschen,  d    h 

Man  konstruiere  die  Berilhrungsebene  des  Ke- 
gels O'*'  länge  des  Kegelstrahls  |0>'|  =  3^  und  die 
Berührungsebene  des  Kegels  Of  längs  des  Kegel- 
stralils|Ojj:|  =  a:j,  dann  sehneiden  sich  diese  beiden 
Berührnngsehencn  in  der  gesuchten  Tangente  t^ 
der  Raumkurve  C^'  am  Punkte  x- 

Um  die  Schmiegungsebene  Tj  in  dorn  Punkte  x  der 
ßanmkurve  C^  zu  konstruieren,  brauchen  wir  nur  die  Be- 
rührungaebene  dos  Kegels  j:<^'  längs  des  Kegelstrahls  t^  auf- 
zusuchen. Von  diesem  Kegel  >■<*!  kennt  mau  aber  den  Kegel- 
strahl  Ij^OI  und  seine  Berühmugsebene  [yf],  den  Kegelstrahl 
\xOj\  und  seine  Berflhrungsebene  [yn^]  und  anl'serdem  den 
Kegelstralil  (j,  dessen '  B er Ührungs ebene  Tj  denuiach  in  be- 
kannter Weise  konstruiert  wird: 

Man  bestimme  die  Schnittlinie  der  Ebenen 
[(jOJ  und  [>/■],  zweitens  die  Schnittlinie  der  Ebe- 
nen [^D]  und[>,-e,];  die  Ebene,  welche  beide  Geraden 
verbindet,  schneidet  die  Ebene  [xx,]  in  einem 
Strahle,  welcher  mit  t^  durch  eine  Ebene  verbun- 
den dio  gesuchte  Schmiegungsebene  r^  der  llaum- 
kurve  ft^'  im  Punkte  >■  liefert. 

Hierdurch  sind  wir  nun  auch  auf  dem  Standpunkte  an- 
gelangt, von  welchem  unsere  Untersuchung  auf  S.  266  und 
276  ansging,  die  zu  dem  Identitätsbeweise  der  R.aurakurven 
3,  O.  und  dritter  Klasse  und  zu  den  wesentlichsten  Eigen- 
schaften dieser  Raumkurven  fahrte.    Wir  können  daher  hier 
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auf  die  früheren  BetracMungen  verweisen  und  bemerken  nur 
noeh,  dafs  auch  die  Erzeugung  der  ßaumkurve  C'^^  durch 
zwei  koliineare  Büudel  D  und  0|  zu  den  verschiedenen  Kon- 
struktionen führt,  von  denen  einige  in  §  32  und  §  33  gegeben 
wurden.  In  der  That  erkennt  man  sofort,  dafs  sechs  beliebig 
gegebene  von  einander  unabhängige  Punkte  zur  Bestimmung 
der  ßaumkurve  C'^>  notwendig  und  hinreichend  sind;  denn 
wählt  man  zwei  derselben  O  Ot  ^u  Mittelpunkten  zweier 
Bündel  und  verbindet  die  vier  übrigen  durch  Strahlenpaare 
mit  jenen,  so  ist  die  kollineare  Beziehung  der  beiden  Bündel 
durch  diese  vier  Paare  entsprechender  Strahlen  gerade  be- 
stimmt, also  auch  die  Raumkurve  zu  konstruieren.  Ebenso 
unmittelbar  ergiebt  sich  auch  die  Konstruktion  der  Raumkurve 
durch  zwei  Punkte  und  vier  Sekanten  derselben  (S.  442), 
sowie  durch  drei  Punkte  und  drei  Sekanten,  und  endlich  durch 
fünf  Punkte  und  eine  Sekante,  indem  wir  jedesmal  zwei  von 
den  Punkten  zu  Mittelpunkten  zweier  Bündel  wählen  dürfen 
und  die  kollineare  Beziehung  derselben  entweder  durch  vier 
Paare  entsprechender  Ebenen  oder  durch  ein  Paar  entspre- 
chender Strahlen  und  drei  Paare  entsprechender  Ebenen ,  oder 
endlich  durch  ein  Paar  entsprechender  Ebenen  und  drei  Paare 
entsprechender  Strahlen  herstellen  (S.  352),  die  allemal 
durch  die  übrigen  Bestimm ungsstiicke  geradezu  gegeben  sind. 
Dagegen  stellt  sich  auch  hier,  wie  in  §  33,  heraus,  dafs  durch 
vier  Punkte  und  zwei  Sekanten  keine  Raumkurve  C*'  gelegt 
werden  kann,  weil,  wenn  wir  zwei  von  den  Punkten  zu 
Mittelpunkten  OO,  der  Bündel  wählen,  die  kollineare  Be- 
ziehung derselben  durch  die  übrigen  Bestimmungsstücke  nicht 
hergestellt  werden  kann  (S.  352).  Die  Aufgabe,  durch  einen 
Punkt  und  fünf  Sekanten  eine  C<^>  zu  legen,  welche  oben 
(S.  257)  gelöst  ist,  läl'st  sich  auch  hier,  von  der  Erzeugung 
durch  zwei  kollineare  Bündel  aus,  losen,  doch  Überlassen  wir 
diese  Ausführung  dem  Leser. 

Dagegen  wollen  wir  noch  auf  zwei  besondere  Fälle  auf- 
merksam machen,  in  denen  die  Raumkurve  C^*  zerfallt: 

1)  Wenn  die  beiden  gegebenen  kollinearen  Bündel  O  und 
O,  insbesondere  eine  solche  Lage  zu  einander  haben,  dafs,  wäh- 
rend den  in  |  O  O ,  |  =  e  =  Z",  vereinigten  Strahlen  die  Strahlen 
^1  und  f  entsprechen ,  die  Ebene  [eß  mit  der  entsprechenden 
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Ebene  [ei/"j]  zusammenfällt,  also  die  Tangenten  e,  und  f  in 
den  Punkten  O^  und  O  in  einer  Ebene  liegen,  dann  zerfällt 
das  Erzeugnis  C^',  denn  in  den  zusammenfallenden  Ebenen 
[(?/■]  und  [Ci/i]  sind  O  und  O,  die  Mittelpunkte  zweier  ent- 
sprechenden projektivisehen  Strahlenbüschel ,  von  denen  je 
zwei  entsprechende  Strahlen  x  a;,  sich  treffen  müssen ;  ihre 
Schnittpunkte  j:  liegen  daher  auf  einem  Kegelschnitt  C<^i, 
welcher  ein  Teil  des  Ortes  C^'  ist.  Zweitens  werden  aber 
auch  die  projektivisehen  Ebenenbüschel  in  den  beiden  kolli- 
nearen Bündeln,  deren  Axen  e  und  e^  sind,  perspektivisch 
liegen,  weil  ihre  Axen  sieh  treffen  und  in  der  sie  verbindenden 
Ebene  zwei  entsprechende  Ebenen  vereinigt  sind  (S.  7), 
folglich  zerfällt  der  Kegel  D^^',  auf  welchem  die  Raumkurve 
liegen  mui's,  in  ein  Ebenenpaar,  von  welchem  [ee,]  eine  Ebene 
ist;  aus  gleichem  Grunde  zerfallt  auch  der  Kegel  O'*',  das 
Erzeugnis  der  beiden  projektivisehen  Ebenenbüschel  mit  den 
Axen  f  und  f^,  in  ein  Ebenenpaar,  von  welchem  die  vorige 
Ebene  [ff^  ein  Teil  ist.  Die  beiden  Kegel  Oi^'  Of'  haben  also 
aufser  den  zusammenfallenden  Ebenen  [ee,]  =  [^f'f^  noch  die 
Schnittlinie  der  beiden  übrigen  Ebenen,  d,  h.  eine  Gerade 
l  gemeinsam.  Diese  wird  aufserhalb  jener  Ebene  liegen, 
aber  notwendig  dem  vorigen  Kegelschnitt  C<*'  in  einem 
Punkte  begegnen;  denn  sei  von  dem  in  ein  Ebenenpaar  zer- 
fallenden Kegel  O'^'  der  von  [ef]  verschiedene  Teil  die 
Ebene  a,  welche  dem  Kegelschnitt  C^'  aufser  in  O  in  einem 
zweiten  Punkte  3Ü  begegne,  so  wird  die  Ebene  8  auch  als 
eine  dem  Bündel  O  angehürige  aufgefafst  werden  können, 
und  die  ihr  entsprechende  Ebene  «j  im  Bündel  O,  wird  dann 
notwendig  diejenige  Ebene  sein,  welche  von  dem  in  ein 
Ebenenpaar  zerfallenden  Kegel  Of  der  von  [e^f]}  verschiedene 
Teil  ist,  also  ist  die  Schnittlinie: 

denn  da  l  ein  Teil  der  Ci^)  jg^^  go  werden  alle  Sti-ahlen- 
paare  von  O  und  D,  nach  den  Punkten  von  l  hin  ent- 
sprechende Strahlen  sein  in  den  beiden  koliinearen  Bündeln, 
folghch  auch  s  und  c,  entsprechende  Ebenen  und  da  die 
Schnittlinie  von  s  mit  \ef\  entsprechend  sein  mufs  der 
Schnittlinie  von  c,  mit  [e,  /',],  diese  beiden  Strahlen  sich  aber 
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auf  dem  Kegelschnitt  O^'  schneiden  müssen,  so  folgt,  dafa  l 
durch  den  Pnnkt  iS  gehen  mufs  oder  den  Kegelschnitt  0'*' 
trifft.  In  diesem  Falle  artet  also  die  ßaumknrve  C'^) 
aus  in  einen  K&gelschnitt  C^'  nnd  eine  Gerade  (, 
weiche  dem  Kegelschnitt  in  einem  Punkte  be- 
gegnet. 

2)  Wenn  die  beiden  gegebenen  koUineareu  Btindel  O 
und  D,  insbesondere  eine  solche  Lage  zu  einander  haben, 
dafs  in  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  £)  0[  zwei  ent- 
sprechende Strahlen  hineinfallen  )  O  O,  |  ^  e  =  /i  =  ^i  =  /j 
dann  zerfällt  die  Kurve  C'^'  wiederum,  indem  diese  Gerade 
jr)r)j|  =  ;  einen  Teil  der  Kurve  bildet;  denn  jeder  Punkt 
der  zusammenfallenden  entsprechenden  Strahlen  kann  als  ein 
Punkt  des  Ortes  C*^l  augesehen  werden.  Ferner  sind  aber 
die  zusammenfallenden  Strahlen  e  e^  die  Axen  entsprechender 
projekti vischen  Ebenenbaschel  in  den  kolliuearen  Bündeln, 
und  da  diese  Ebenenbaschel  koaxial  liegen,  so  haben  sie  ein 
reelles  oder  konjugiert-imaginäres  Paar  Doppelebenen  (S.  15). 
Sind  diese  reell,  so  haben  wir  iu  einer  derselben  zwei  pro- 
jektivische  Strahlenbüschel  um  D  und  O,,  die  perspektivisch 
liegen  müssen,  weil  in  die  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte 
zwei  entsprechende  Strahlen  hineinfallen,  folglich  liegen  die 
Schnittpunkte  aller  übrigen  Paare  entsprechender  Strahlen 
auf  einer  Geraden  g,  die  daher  dem  Orte  O^'  angehört;  aus 
gleichem  Grunde  erhalten  wir  in  der  zweiten  Doppelebene 
eine  Gerade  c/'.  In  diesem  Falle  artet  also  die  ßaum- 
kurve  C^'  in  drei  gerade  Linien  Ig^  aus,  von  denen 
eine  1  den  beiden  übrigen  g g'  begegnet,  die  Ebenen 
[lg]  und  [lg']  können  auch  konjugiert  nndgindi  sem,  in  wel- 
chem Falle  die  Geraden  g  und  g'  nicht  leell  sind 

Das  dem  Erzeugnis  zweier  kollinearen  Bündel  dual-gegen- 
überstehende  Erzeugnis  zweier  kollmearen  Felder  ist  die 
Eaumkurve  dritter  Klasse,  deren  Identität  mit  der  Raum- 
kurve C'^'  wir  oben  (S,  272)  nachgewiesen  haben,  d.  h.  die- 
selbe Raumkurve,  als  Aufeinanderfolge  von  Punkten  aut'gefafst, 
ist  die  Raumkurve  dritter  Ordnung,  als  Aufeinanderfolge  von 
Schmiegungs ebenen  aufgefafst,  die  ßaumknrve  dritter  Klasse, 
und  ihre  Erzeugung  ist  nunmehr  folgende: 

Sind  die  Ebenen  s  und  £^   die  Träger  zweier  im 

29* 
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Kaume  beliebig  gegebenen  kollinearen  Felder,  so 
wird  nicht  jeder  Strahl  x  (in  der  Ebene  e)  seinem 
entsprechenden  x^  (in  der  Ebene  *,)  begegnen,  wohl 
aber  findet  dies  bei  einer  (einfachen)  Unendlich- 
keit von  Strahlenpaaren  statt,  und  sämtliche  durch 
solche  Strahlenpaare  bestimmten  Ebenen  sind  die 
Schmiegungsebenen  einer  Eaumknrve  dritter  Klasse. 
Jede  Verbindungslinie  zweier  entsprechenden  Punkte  der  beiden 
kollinearen  Felder  ist  SehHittlinie  zweier  reellen  oder  kon- 
jugiert-imaginären  Schmiegungsebenen,  und  die  Totalität  aller 
solchen  Schnittlinien  ist  so  im  Räume  verbreitet,  dafs  in  jeder 
beliebigen  Ebene  eine  und  nur  eine  derselben  liegt,  die  auf 
folgende  Art  gefunden  wird :  Eine  beliebige  Ebene  a  schneide 
die  ebenen  Träger  e  e,  der  gegebenen  kollinearen  Felder  in 
den  beiden  Strahlen  x  und  y,,  denen  in  beiderlei  Sinn  ent- 
sprechend seien  die  Strahlen  x^  und  j/;  verbindet  man  die 
Punkte,  in  welchen  diese  beiden  Strahlen  a;,  und  y  der  Ebene 
K  begegnen,  so  ist  die  Verbindungslinie  die  gesuchte  Schnitt- 
linie zweier  Schmiegungsebenen. 

Die  ganze  der  obigen  duäl-gegenüberatehende  Unter- 
suchung des  Erzeugnisses  zweier  kollinearen  Felder  in  all- 
gemeiner Lage  kann  derselben  in  bekannter  Weise  nachgebil- 
det werden,  so  dafs  wir  die  Ausführung  füglich  unterlassen 
dürfen,  zumal  ein  Teil  der  hier  auftretenden  Resultate  bereits 
früher  in  den  §§  31— .59  hervorgehoben  ist. 

§  52.  Die  Oberfläche  zweiter  Ordnung  als  Erzeugnis 
zweier  reziproken  Bündel. 
Wenn  zwei  reziproke  Bündel  D  und  O,  beliebig  im 
Räume  gegeben  sind,  so  dafs  einem  beliebigen  Strahle  x  des 
Bündels  O  eine  bestimmte  Ebene  g,  des  Bündels  C,  und 
gleichzeitig  einem  beliebigen  Strahle  x^  des  Bündels  O,  eine 
bestimmte  Ebene  %  des  Bündels  O  und  umgekehrt  entspricht, 
und  die  entsprechenden  Elemente  in  der  oben  (S.  351)  be- 
schriebenen Abhängigkeit  der  reziproken  Beziehung  zu  ein- 
ander stehen,  dann  kann  man  fragen  nach  dem  gesamten 
Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender  Elemente 
und  diesen  Ort  als  das  Erzeugnis  der  gegebenen  rezi- 
proken Bündel  definieren. 
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Dafs  im  allgemeinen  auf  einer  beliebigen  Geraden  g  im 
Räume  zwei  Punkte  des  gesuchten  Ortes  enthalten  sind,  er- 
kennen wir  leicht  aus  folgender  Betrachtung: 

Wenn  wir  auf  der  Geraden  g  einen  veränderlichen  Punkt 
F  laufen  lassen,  so  beschreibt  |Oyj  ein  ebenes  Strahl enbüschel, 
welchem  ein  bestimmtes,  mit  ihm  projektivisches  Ebenen- 
büschel im  Bündel  D,  entspricht;  die  Ebenen  dieses  Bü- 
schels schneiden  auf  der  Geraden  g  eine  zweite  mit  j:  pro- 
jektivische  Punktreihe  aus,  und  die  Doppelelemente  dieser 
beiden  zusammenliegenden  projektivi sehen  Punktreihen  sind 
offenbar  Punkte   des   gesuchten  Ortes.     Wir   schliefsen   also: 

Auf  einer  beliebigen  Geraden  im  Räume  sind 
im  allgemeinen  zwei  Punkte  des  gesuchten  Ortes 
vorhanden,  die  entweder  beide  reell  sind,  oder 
zusammenfallen,  oder  konjugiert-imaginär  sein 
können;  sollten  insbesondere  drei  Punkte  des 
Ortes  auf  einer  Geraden  g  liegen,  dann  müssen 
sämtliche  Punkte  derselben  dem  Orte  angehören, 
denn  alsdann  müssen  die  auf  einander  liegenden  projoktivi- 
schen  Punktreihen  identisch  sein,  also  jeder  Punkt  ein  Doppel- 
punkt derselben. 

Wir  schliefsen  hieraus,  dafs  der  gesuchte  Ort  eine  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  ist,  und  können  dies  weiter  be- 
stätigen, wie  folgt: 

Irgend  einer  durch  den  Mittelpunkt  Q  des  einen  Bündels 
gelegten  Ebene  ^  entspricht  ein  bestimmter  Strahl  x^  des 
Bündels  Ol  und  den  durch  D  in  der  Ebene  |  gezogenen 
Strahlen  eines  ebenen  Strahlenbüschels  die  durch  a^j  gehenden 
Ebenen  eines  Ebenenbüschels,  welches  mit  dem  vorigen  Strah- 
lenbüschel projektivisch  ist;. die  Schnittpunkte  entsprechen- 
der Elemente  solcher  zwei  Gebilde  sind  daher  in  der  Ebene  | 
gelegen,  nämlich  die  Punkte  eines  Kegelschnittes  |l^',  der 
durch  die  Punkte  O  und  i  =  (|,  x^)  hindurchgeht,  und  dessen 
Tangenten  in  diesen  Punkten  leicht  bestimmt  werden  können. 
Der  Ebene  [ar^O]  i'm  Bündel  O,  aafgefafst  enlapricbt  näm- 
lich ein  bestimmter  Strahl  im  Bündel  O,  welcher  offenbar 
die  Tangente  im  Punkte  D  am  Kegelschnitt  |l^'  ist,  und  dem 
Strahle  |Oj:i,  im  Bündel  O  aufgefafst,  entspricht  eine  be- 
stimmte  durch  a;,   gehende  Ebene   des   Bündels  Oj,   welche 
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die  Ebene  |  in  der  Tangente  des  Kegelschnittes  |*^i  im  Punkte 
■^  schneiden  wird. 

Wir  schliefsen  also : 

Jede  durch  einen  der  beiden  Mittelpunkte  der  ge- 
gebenenBiindel,  etwadurcliO,he!iebiggelegteEbene 
I  enthält  unendlich  viele  Punkte  des  gesuchten 
Ortes,  welche  auf  einem  durch  £)  gehenden  Kegel- 
schnitte  gw    liegen.     Wird  die  Ebene  |  im  Bündel 

0  von  dem  entsprechenden  Strahle  x,  des  Bündels 
O,  in  dem  Punkte  x  getroffen,  und  zieht  man  den 
Strahl  jO^I  =  y,  so  entspricht  ihm  eine  Ebene  ijj  im 
Bündel  Oj-,  die  Schnittlinie: 

ist  allemal  Taugente  des  Kegelschnittes  |'^>;  sie  ist 
also  auch  Tangente  der  Ortsoberfläche,  d.  h.  sie  ent- 
hält zwei  zusammenfallende  Punkte  derselben.  Hieraus  be- 
stätigt sich  nochmals  das  früher  erkannte  Eesnltatj  nämlich 
dafs  der  Ort  aller  Schnittpunkte: 

(1=.,) 

identisch  ist  mit  dem  Ort  aller  Schnittpunkte: 

nämlich  dasselbe  Erzeugnis  der  beiden  gegebenen  reziproken 
Bündel,  mag  man  das  eine  als  Strahlen-,  das  andere  als 
Ebenenbändel  auffassen  oder  umgekehrt. 

Verändern  wir  beliebig  die  durch  O  gelegte  Ebene  |, 
so  verändert  sieh  auch  der  Kegelschnitt  ^f^',  aber  wenn  a^j 
der  der  Ebene  |  entsprechende  Strahl  des  Bündels  Oi  ist, 
wie  oben,  so  entspricht  allemal  der  Ebene  [iC,©]  im  Bündel 

01  die  Tangente  am  Kegelschnitt  ^'^*  im  Punkte  D.  Da  nun 
alle  diese  Ebenen  [a;,  O]  beständig  durch  den  festen  Strahl 
|OjO|  gehen,  so  liegen  jene  Tangenten  sämtlich  in  einer 
Ebene;  wir  nennen  diese  die  Berührungsebene  der  er- 
zeugten Oberfiäehe  im  Punkte  O-     Wir  sehUefsen  also: 

Legt  man  durch  einen  der  beiden  Mittelpunkte, 
der  gegebenen  Bündel,  etwa  durch  O,  beliebig  viele 
Ebenen  |,  so  enthält  jede  derselben  einen  Kegel- 
schnitt l'^i,  der  dem  gesuchten  Orte  angehört.    Die 
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Tangenten  aller  dieser  Kegelschnitte  im  Punkte  O 
liegen  in  einer  und  derselbea  Ebene,  nämlicli  der- 
jenigen, welche  dem  Strahle  I0|0|  als  dem  Bündel 
Oi  angehörig  im  Bündel  D  entspricht,  und  das 
Gleiche  gilt  für  0|,  also: 

Dem  in  der  Yerbindimgslinie  der  Mittelpunkte 
O  D|  der  gegebenen  Bündel  vereinigten  Strahle 
der  beiden  Bündel  entsprechen  in  beiderlei  Sinn 
die  Berührungsebenen  der  erzeugten  Oberfläche 
in  den  Punkten  O  Of. 

Der  früheren  Terminologie  gemäls  bezeichnen  wir  den 
Strahl  jOOjl  in  doppeltem  Sinne: 

und  die  ihm  entsprechenden  Ebenen,  d.  h.  die  Berührungs- 
ebenen  in  £),  und  O,  durch 

«,     und     <p. 

Aus  den  Untersuchungen  des  §  50  geht  nun  ganz  all- 
gemein hervor,  dafs  in  einer  beliebig  angenommenen  Ebene 
unendlich  viele  Punkte  des  gesuchten  Ortes  enthalten  sind, 
die  auf  einem  Kegelschnitt  liegen;  denn  fassen  wir  eine  will- 
kürlich gelegte  Ebene  doppelt  auf  und  lassen  sie  von  den 
Strahlen  und  Ebenen  der  beiden  gegebenen  Bündel  O  O^ 
treffen,  so  haben  wir  zwei  zusammenliegende  reziproke  ebene 
Felder,  und  die  incidenten  Elemente  derselben  werden  dem 
gesuchten  Orte  angehören,  d.  h,  diejenigen  Punkte,  deren 
entsprechende  Strahlen  durch  sie  selbst  gehen.  Wir  haben 
aber  gesehen,  dafs  diese  Punkte  im  allgemeinen  einen  (reellen 
oder  imaginären)  Kegelschnitt  erfüllen,  den  wir  durch  ein 
mittels  ;^e eller  Konstruktion  herzustellendes  ebenes  Polar- 
sjstem  zu  ersetzen  gelernt  haben.  Hiernach  tritt  also  das 
allseitig  begründete  Resultat  hervor: 

Zwei  beliebig  im  Haume  liegende  reziproke 
Bündel  O  O,  erzeugen  eine  Oberfläche  2.  0.,  d.  h. 
entspricht  jedem  Strahl  x  des  Bündels  D  eine  Ebene 
1^  des  Bündels  Ol  und  umgekehrt,  so  ist  der  gesamte 
Ort  des  Schnittpunkts  {x^i)  oder  (a^j|)  die  Fläche 
J^'^';  sie  geht  insbesondere  durch  die  Mittelpunkte 
der  beiden  Bündel  und  wird  in  diesen  Punkten  von 
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denjenigen  Ebenen  berührt,  welche  dem  in  der 
Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  vereinigten 
Strahle  in  doppeltem  Sinne  entsprechen. 

Bevor  wir  die  Fläche  2.  0.  rücksichtlich  ihrer  Durch- 
schnitte mit  beliebigen  Ebenen  näher  betrachten  und  ins- 
besondere solche  ebene  Schnitte  aufsuchen,  die  in  Linien- 
paare zerfallen,  wollen  wir  einige  allgemeine  Folgerungen 
ziehen  aus  der  Erzeugung  der  Fläche  2,  0.  F^^>  durch  zwei 
reziproke  Bündel.  Da  vier  von  einander  unabhängige  beliebig 
gewählte  Eiemeutenpaare  die  reziproke  Beziehung  der  beiden 
Bündel  bestimmen  {S.  351),  so  folgt: 

Wenn  durch  einen  beliebigen  P  unkt  O  im  ßaame 
vier  Strahlen  abcd,  von  denen  keine  drei  in  einer 
Ebene  liegen,  gezogen  werden,  und  durch  einen 
zweiten  Punkt  d  vier  Ebenen  k,  ß,  y^  Sj,  von  denen 
keine  drei  sich  in  derselben  Geraden  schneiden, 
gelegt  werden,  und  wenn  jene  Strahlen  diesen 
Ebenen  in  irgend  einer  Weise  entsprechend  ge- 
setzt werden,  wie  die  entsprechenden  Buchstaben 
es  bezeichnen,  so  liegen  die  vier  Schnittpunkte; 

(«,«j   (s,/i,)   fen)   W«,), 

•  erner  die  sechs  Schnittpunkte: 

([«HI«.AI)  ([««].  I«.)'.l)(['"i],l«,«il) 

(P«],lft7il)  ([M],|ft»,|)([t4|7,ä,|), 
d.  h.  die  Punkte,  in  welchen  eine  Ebene,  die  zwei 
der  gegebenen  vier  Strahlen  verbindet,  von  dem 
Strahle  getroffen  wird,  in  welchem  die  entspre- 
chenden beiden  Ebenen  sich  schneiden,  mit  den 
beiden  Mittelpunkten: 

O     und     Oj , 
also     zusammen    KWÖif    Punkte     auf    einer    Fläche 
2.  0.  F<^\ 

Nehmen  wir  dagegen  nur  drei  Paare  entsprechender 
Elemente  der  beiden  reziproken  Bündel  an:  ab  c  und  a^  /5,  y,, 
so  ist  die  Beziehung  nicht  vollständig  bestimmt,  und  wir 
können  das  vierte  in  mannigfaltigster  Weise  verändern;  alle 
dabei  erzeugten  Flächen  i^'^'  gehen  dann  offenbar  durch  die- 
selben acht  Punkte: 
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D    O, 

(»,«,)    (i,ft)    (c,r,) 
([»«],  Ifty,!)   ([»«1,  Ir,",!)    (["»1,  l«./»ii)- 

Aber  es  läfst  sich  auch  allgemeiner  nachweisen,  dals  irgend 
eine  in  anderer  Weise  durch  zwei  reziproke  Bündel  erzeugte 
Fläche  Fiä>,  sobald  sie  durch  sieben  von  diesen  Punkten  geht, 
notwendig  auch  durch  den  achten  gehen  mufs. 

In  der  That  bezeichnen  wir  die  drei  Ebenen,  welche  die 
Strahlen  ah  c  paarweise  verbinden ; 

[hc]  =  K     [cft]  =  ß     [ab]  =  y, 
so  lassen  sich  die  vorigen  acht  Punkte  als  Schnittpunkte  von 
je  drei  Ebenen  so  darstellen: 

D  =  (aßy)     D,  =  (ß,^,j'0 
a  =  icc,ßy)     6  =  («^,y)      c  =  {(^ßy,) 
a=(ßß,y,)    V  =  (f^,ßy,)     t^{a,ß,y). 
Aus   dieser  mehr  symmetrischen  Bezeichnung  erkennen  wir, 
dafs  diese  Gruppe  von  acht  Punkten  sowohl  in  dem  Bbenen- 
paar  au^,    als  auch  in   dem   Ebenenpaar  ßß^    und   in  dem 
Bbenenpaar  yy^   liegt;    also    die  Durch schnittsp unkte   dieser 
drei  Ebenenpaare  sind  die  vorigen  acht  Punkte.     Sie  stehen 
zugleich  in  solcher  Abhängigkeit  von  einander,  dafs,  wenn 
wir  sie  in  die  vier  Paare  teilen: 

OOi,  an',  W,  cc', 
wir  durch  dieselbe  Konstruktion,  durch  welche  wir  von 
ODi  ausgehend  zu  den  sechs  übrigen  Punkten  gelangten, 
auch  von  einem  der  andern  Paare  ausgehend  zu  den  sechs 
übrigen  gelangen  mittels  derselben  drei  Ebenenpaare  a  a^ 
ßßi!  Vy\\  j^  durch  blofse  Vertauschung  der  Ebenen  inner- 
halb eines  Paares  erkennen  wir,  dafs  wir  von  irgend  zweien 
dieser  acht  Punkte  ausgebend  immer  durch  eine  gleiche  Kon- 
struktion zu  den  sechs  übrigen  gelangen,  eine  besondere 
Eigentümlichkeit  dieser  räumlichen  Figur. 

Denken  wir  uns  nun  irgend  eine  Fläche  .F'^'  durch  sieben 
dieser  Punkte  gelegt,  so  wird  sie  die  Ebene  «,  welche  die 
vier  Punkte  enthält: 

O  6  c  a', 
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iü  einem  Kegelschnitt  schneiden,  der  durch  diese  vier  Punkte 
gehen  murs,  und  wenn  sich  die  Fläche  i^^',  welche  beständig 
durch  die  sieben  Punkte  O  «  a' 6  b' c  c' gehen  soll,  verändert,  so 
wird  der  Kegelschnitt  ein  Büschel  mit  den  vier  festen  tirnnd- 
punkten  D  &  C  n'  heschreihen.  Die  Ebene  cc, ,  welche  die  drei 
übrigen  Punkte  6'  c'  a  enthält,  wird  aber  von  der  Fläche  F<-'^> 
auch  in  einem  Kegelschnitt  geschnitten,  der  durch  die  drei 
festen  Punkte  &'  c'  rt  gellt  iind  aufserdem  die  Schnittlinie  j««!  [ 
in  demselben  Punktepaare  schneidet,  in  welchem  der  der 
F^-'^i  ungehörige  Kegelschnitt  iu  der  Ebene  «  dieselbe  trifft; 
denn  die  Schnittlinie  \ceaj\  wird  von  J^^'  nur  in  einem 
Punktepaar  geschnitten.  Bei  der  Veränderung  von  i^l^l 
schneidet  nun  das  Kegelschnittbüschel,  dessen  vier  feste 
Grundpunkte  O  6  c  a'  sind,  auf  der  Geraden  | «  Kj  |  bekanntlich 
eine  Punktinvolution  aus,  und  die  Kegelschnitte  in  der  Ebene 
cc^  müssen  offenbar  durch  die  drei  festen  Punkte  1i'  c'  fi  und 
je  zwei  Punkte  dieser  Punktinvolution  auf  lffß,|  gehen, 
woraus  folgt,  dafs  sie  noch  durch  einen  vierten  festen  Punkt 
gehen  müssen  (Th.  d.  K.  8.  235),  also  ein  Büschel  in  der 
Ebene  «,  bilden;  durch  diesen  vierten  festen  Punkt  in  der 
Ebene  a^  müssen  daher  auch  sämtliche  j^l^*  gehen,  welche 
durch  die  vorigen  sieben  Punkte  gehen ;  es  ist  aber  leicht  zu 
erkennen,  dafs  derselbe  kein  anderer  als  O,  ist.  Denn  das 
durch  die  vier  Punkte  O  b  C  a'  gelegte  Linienpaar  |  O  1 1  und 
|c  n'l  trifft  die  Schnittlinie  ja«,  |  in  einem  Punktepaar,  welches 
so  ausgedrückt  werden  kann: 

(|06|,  »,)-(«  »-«O-C'.Mc'O 

und 

dca'l,«,)  =  (»^,  «,)-(".  10, t-1), 
folglich  ist  das  Linienpaar  |üc'!  und  ;Ojlj'|  ein  Kegelschnitt 
des  Büschels  in  der  Ebene  ß^.  Zweitens  schneidet  das  durch 
die  vier  Punkte  O  6  c  a'  gelegt«  Linienpaar  |0  c|  und  |n'b| 
die  Schnittlinie  |k«i|  in  einem  Punktepaar,  weiches  so  aus- 
gedrückt werden  kann: 

CjDcl,»,)  -  (ß/i»,)  -  C«,l«6'|) 

(i6a|,«,)-(»ft«,)-  C«,|0,t1), 

folglich    ist    das    Linienpaar     |a  li'|    und    jd  c'|    ein    zweiter 

Kegelschnitt  des  Büschels  in  der  Ebene  «j,  und  diese  beiden 
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Kegelschnitte  liabou  aiilBer  den  drei  Punkten  b'  t  it  noch  den 
vierten  Punkt  D,  gemein ;  folglich  ist  O,  der  gesuchte  achte 
feste  Punkt  in  der  Gruppe,  und  wir  können  den  Sata  aus- 
sprechen : 

Wenn  durch  einen  Punkt  O  drei  boiiubige 
Strahlen  abc  gezogen  werden,  die  nicht  in  einer 
Ebene  liegen,  und  durch  einen  Punkt  O^  drei  Ebe- 
nen «[  (5[  /[  gelegt  werden,  die  nicht  durch  einen 
Strahl  gehen,  so  liegen  die  acht  Schnittpunkte: 
O  O, 
(«,«,)     (6,(3,)     {c,y,) 

immer  so  im  Räume,  dafsjede  Oberfläche  zweiter 
Ordnung,  welche  durch  sieben  derselben  geht,  auch 
durch  den  achten  gehen  muTs- 

Vermittelst  dieses  Satzes  kann  man  zu  dem  bemerkens- 
werten Schlufs  gelangen,  dafs  eine  gegebene  Fläche  F*-^*  aiif 
unendlich  viele  Arten  als  das  Erzeugnis  zweier  reziproken 
Bßndel  aufgefafat  werden  kann,  indem  man  zwei  beliebige 
Punkte  derselben  zu  Mittelpunkten  der  Bündel  wählen  darf 
und  die  reziproke  Beziehung  derselben  in  bestimmter  Weise 
herstellen  kann. 

Sei  nämlich  i^l"  eine  gegebene  Fläche  2.0.  (hergestellt 
durch  zwei  reziproke  Bündel)  und  nehmen  wir  zwei  beliebige 
Punkte  O  und  Oj  derselben  und  aufserdem  irgend  welche 
andere  Punkte  der  Fläche  a  b  c  b ,  welche  mit  O  ver- 
bunden die  Strahlen: 

|Oa|=<i  1061  =  0  |Oc|  =  c  \m\=ä.., 
liefern;  legen  wir  femer  durch  [0|a|  eine  beliebige  Ebene  «,, 
welche  nicht  durch  O  gehen  soll,  dann  wird  dieselbe  die 
Fläche  Ff^^  in  einem  Kegelschnitte  sehneiden,  welcher  durch 
0|  und  a  geht;  die  Ebenen  [ai]  [ixc]  [ad]  .  .  .  mögen  diesen 
Kegelschnitt  in  den  Punkten 

V    c     b'  . .  . 
treffen,  und  die  durch  je  drei  Punkte  gelegten  Ebenen: 
[Oibb'3    [OicO     [Oibb']... 
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ß,   r,   «,■■•, 

dann  werden  die   Paare  von  Stralilen  und  Ebenen; 

a  a, ,       h  ßi,       c  yi,      d  d^,  .  .  . 
entsprechende  Elemente  zweier  reziproken  Bündel  sein. 

In  der  That,  einmal  bilden  Ebenen  [«&]  [ac]  [ad]  ein 
Ebenenbilsehel ,  dessen  Äxe  a  ist  und  welches  projektivisch 
ist  mit  dem  Yon  den  Strahlen  [k, /5j|  Ißil-il  Iki^J  ,  .  .  gebil- 
deten Strahlenbüschel,  denn  das  Ebenenbüschel  schneidet  die 
Ebene  «,  in  einem  Strahlen büschel  mit  dem  Mittelpunkte  a, 
und  dieses  Strahlenbüachet  ist  mit  dem  vorigen,  dessen  Mittel- 
punkt Oj  ist,  projektivisch,  weil  sich  entsprechende  Strahlen 
in  den  Punkten  &'  c'  b'  .  ■  ■  eines  Kegelschnitts  treffen..  Zwei- 
tens wird  aber  auch  die  Ebene  ß^  die  Fläche  i^<^'  in  einem 
Kegelschnitt  schneiden,  und  es  werde  dieser  von  den  Ebenen 

[ftffl]     [bc]     [bd]... 
getroffen  in  den  Punkten; 

V     c"     h"  ...  . 
Nach  dem  vorhin  bewiesenen  Satze  mufs  nun  der  Punkt 
c"   in   der  vorigen  Ebene   y,   liegen.      Denn    zu    den   sieben 
Punkten  der  Fläche  Fi^i : 

O     a    6    c    6'    c'    Ol 
gehört  notwendig  ein  achter   Punkt,  der   nach   dem   Obigen 
dadurch    gefunden    wird,    dafs    wir   die   Lage    dieser   sieben 
Punkte  betrachten;  es  liegen 

0  a  6  6'  in  einer  Ebene  [ab'], 
fem  er 

D  a  c  c'  in   einer  Ebene  [ac] 
und 

01  b'  c'  a  in  einer  Ebene  «i; 

folglich  wird  der  notwendige   achte   Punkt  als  der  Schnitt- 
punkt der  drei  Ebenen: 

[Obc]     [Oi^'j     [0,cc'] 
gefunden;  dies  sind  aber  die  Ebenen: 
[&c]    ß,    y„ 
und   ihr  Schnittpunkt   ist   der   Punkt  c";  folglich    liegt  der 
notwendig     der    Fläche    F^^^    angehörige    Punkt    c"    in    der 
Ebene  y^  und  ebenso   der  der  Fläche  Fi'^>  angehörige  Punkt 
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b"  in  der  Ebene  S^  u.  s.  w.  Die  Schnittlinien  \ß,ci^\  ||3|j'il 
I  (3,  ö,  I . . .  bilden  daher  ein  ebenes  Strahlenbüschel  in  der  Ebene 
/5|,  welches  mit  dem  Ebenen büschel  b[acd  .  .  .']  projektiviscli 
sein  mufs,  weil  die  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen 
sich  in  den  Punkten  eines  Kegelschnitts  treffen. 

Aus  diesen  beiden  Bedingungen  folgt  aber  (S.  351)  die 
reziproke  Beziehung  des  Strahlen bündels  0\ahcd  .  .  .\  mit 
dem  Ebenenbündel  Di[«i(5i5'i'*i  ■  ■  Oi  ™'^^^  nämlich 

a[bcd...]7\>^,]ß,yA  ■■■'. 
und  gleichzeitig 

b[acd  .  .  .]7\  ßi  W-,y,^i  ■  ■  ■    ist. 

Da  nun  die  beiden  Bündel  D  und  0,  in  reziproker  Be- 
ziehung stehen,  wie  wir  nachgewiesen  haben,  so  erzeugen 
sie  eine  Fläche  2.  0,,  welche  mit  der  vorgelegten  Fläche  F*^* 
soviel  Punkte  a  &  C  b  .  • .  gemeinschaftlich  hat,  als  wir  wollen, 
mithin  ganz  mit  derselben  zusammenfällt.  Wir  haben  also 
folgendes  Ergebnis: 

Ist  eine  Oberfläche  2.  0.  durch  zwei  reziproke 
Bündel  erzeugt,  so  kann  dieselbe  auf  unendlich 
viele  andere  Arten  erzeugt  werden,  indem  man 
zwei  beliebige  Punkte  O  O,  der  Fläche  Ff^)  zu 
Mittelpunkten  zweier  erzeugenden  Bündel  wählen 
darf,  ferner  einem  beliebigen  Strahle  |Oa|  = «, 
welcher  nach  einem  Punkte  a  der  Ft^i  hingeht, 
irgend  eine  durch  den  Strahl  |S)|a|  gelegte  Ebene 
«1  (welche  nicht  gleichzeitig  durch  D  geht)  ent- 
sprechen läfst,  alsdann  entspricht  jedem  andern 
Strahle  x  des  Bündels  O  eine  bestimmte  Ebene  |, 
des  Bündeis  Oj,  und  der  Ort  sämtlicher  Schnitt- 
punkte (x^f)  der  beiden  reziproken  Bündel  ist 
die  gegebene  Fläche  F<^K  Die  dem  Strahle  x  entspre- 
chende Ebene  1,  wird  aber  gefunden,  indem  man  zuerst  den 
Punkt  y  bestimmt,  in  welchem  der  Strahl  x,  aufser  in  Z), 
zum  andern  Male  der  J^(*'' begegnet,  ferner  den  Punkt  j:',  in 
welchem  die  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  [ax]  und  «j, 
aufser  in  et,  zum  andern  Male  der  i^'*'  begegnet;  dann  ist 
die  durch  die  drei  Punkte  O,  %  ff  gelegte  Ebene  [O, );>:']  =  1, 
die  entsprechende. 
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Wir  haben  also  bei  einer  gegebenen  F*-^  zur  Erzeugung 
derselben  durch  zwei  reziproke  Bündel  aufser  der  willkttr- 
lichen  Wahl  zweier  ihrer  Punkte  O  Oi  zu  Mittelpunkten 
der  erzeugenden  Bündel  noch  eine  VVillkürlichkeit  frei,  n'äm- 
lich  die  Wahl  der  einem  Strahle  |Oa|  =  a  entsprechenden 
Kbene  a^,  welche  durch  den  Strahl  \£ii<x\  beliebig  gelegt 
werden  kann,  nur  nicht  durch  £>  gehen  darf,  weil  sonst  alle 
Punkte  des  Strahles  a  der  Oberfläche  .F'^'  angehören  müfsten. 
Diese  Erzeugung  einer  Oberfläche  2.  0.  durch  zwei  rezi- 
proke Bändel  ist  eine  Erweiterung  sehr  bekannter  Eigen- 
schaften der  Elementargeometrie.  Denken  wir  uns  durch 
einen  Punkt  O  alle  Strahlen  x  gezogen  und  durch  einen 
beliebigen  andern  Punkt  0|  des  Raumes  alle  Ebenen  ^j,  so 
dais  allemal  der  Strahl  x  auf  der  Ebene  li  normal  steht,  so 
wird  bekanntlich  der  gesamte  Ort  des  Schnittpunktes  (x^^)  eine 
Kugel  sein,  welche  |£)£)|  |  zum  Durchmesser  hat.  Nun  treffen 
die  Strahlen  x  die  unendlich-entfernte  Ebene  s^  in  Punkten 
1)°°  und  die  enteprechenden  Normalebenen  §,  schneiden  e^ 
in  Strahlen  y'°^  und  wegen  der  Rechtwinkligkeit  sind  l)*  und 
y"  Fol  und  Polare  eines  besonderen  ebenen  Polarsyst^ms 
auf  4^,  welches  von  einem  orthogonalen  Polarbündel  (S.  45) 
auf  6^  ausgeschnitten  wird.  Die  Kernkurve  dieses  Polar- 
systems ist  der  unendlich-entfernte  imaginäre  Kreis  ffi^'. 
Das  Polarsystem  in  e^  besteht  aber  aus  zwei  in  besonderer 
Weise  zusammenliegenden  reziproken  Feldern  (S.  357),  folg- 
lich werden  auch  das  mit  den  Strahlen  y'^  perspektivisch 
liegende  Ebenenbündel  0,[li]  und  das  mit  den  Funkten  1)* 
perspektivisch  liegende  Strahlenbündei  £)\x\  in  reziproker 
Beziehung  stehen,  und  wir  haben  die  Kugel  als  das  Erzeugnis 
zweier  besonderen  reziproken  Bündel,  Zugleich  folgt  hieraus 
das  schon  früher  (S.  46)  hervorgehobene  Resultat,  dafs  alle 
Kugeln  im  Räume  denselben  unendlich- entfernten  imaginären 
Kreis  gemeinschaftlich  haben. 

§  53.  Konstruktion  der  .f  ^'  durch  neun  gegebene  Punkte. 
Sind  O  und  £),  die  Mittelpunkte  zweier  reziproken 
Bündel,  welche  eine  Oberfläche  2.  0.  F*'^>  erzeugen,  und  ent- 
spricht einem  Strahle  a  des  Bündels  O  die  Ebene  «,  des 
Bündels  0„  so  wird  die  Ebene  «i  die  Fläche  F^^'  in  einem 
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Kegelschnitt  a[^>  schneiden.  Ziehen  wir  in  der  Ebene  a^ 
einen  beliebigen  Strahl  i,  durch  Oi,  so  entspricht  demselben 
in  dem  Bündel  O  eine  bestimmte  Ebene  ß,  imd  es  mufs,  da 
der  Strahl  h^  in  der  Ebene  «,  liegt,  die  Ebene  ß  durch  den 
Strahl  a  gehen  wegen  der  Reziprozität  der  beiden  Bündel 
(S.  350).  Die  Ebene  ß  schneidet  aber  die  Fläche  F<^^  in 
einem  Kegelschnitt  ß'-^i,  und  es  ist  ersichtlich,  dafs  die  beiden 
Schnittpunkte : 

a -(««,)  6  =  (6,« 
den  beiden  Kegelschnitten  af^  und  ^(^'  gleichzeitig  angehören 
müssen,  indem  sie  auf  der  Schnittlinie  ihrer  Ebenen  liegen. 
Da  ein  Kegelschnitt  im  allgemeinen  durch  fünf  Punkte  be- 
stimmt wird,  und  die  beiden  Kegelschnitte  af>  und  ß'-^'  zwei 
Punkte  gemeinschaftlieh  haben,  so  repräsentieren  sie  zu- 
sammen 2.5  —  2^8  Punkte  der  Fläche  i^(^';  durch  diese 
acht  Punkte  ist  .F'^'  ebensowenig  bestimmt,  wie  die  reziproke 
Beziehung  der  beiden  Bündel  D  D|  durch  die  bis  jetzt  an- 
genommenen Paare  entsprechender  Elemente  bestimmt  wird, 
denn  wir  haben  nur  ein  Ebenenbüschel  mit  der  Axe  a  und 
ein  ihm  projektivisches  Strahlenbüschel  in  der  Ebene  a^,  ein 
Ebenenbüschel  i^  und  ein  ihm  projektivisches  Strahlenbüschel 
in  der  Ebene  ß;  dies  reicht  aber  zur  Bestimmung  der  rezi- 
proken Beziehung  noch  nicht  aus.  Denn  denken  wir  uns 
an  den  beiden  Kegelschnitten  af*  und  j3*^l  die  Tangenten  in 
den  Punkten  a  und  t  gezogen,  so  ist  jeder  der  beiden  Kegel- 
schnitte durch  zwei  Tangenten  mit  ihren  Berührungspunkten 
a  und  b  und  aufserdem  einen  fünften  Punkt  O  resp,  Oi  voll- 
ständig bestimmt;  es  entsprechen  aber,  wie  wir  wissen  (S.  454), 
nicht  nur  den  Strahlen  [Oa|  =  a  und  lO^ii  =  ö,  die  Ebenen 
«1  und  ß,  sondern  auch  dem  Strahle  [Oi|  die  durch  Di  und 
die  Tangente  in  h  an  dem  Kegelschnitte  |3(^'  gelegte  Ebene, 
dem  Strahle  [  O,  o  |  die  durch  O  und  die  Tangente  in  «  an 
dem  Kegelschnitte  afi  gelegte  Ebene;  wir  haben  also  zwar 
vier  Paare  entsprechender  Elemente  beider  Bündel,  aber  solche 
Paare,  die  nicht  zur  Bestimmung  der  reziproken  Bündel  aus- 
reichen (S.  352),  nämlich  in  jedem  Bündel  zwei  Strahlen 
und  zwei  Ebenen. 

Nehmen    wir  jetzt   einen   beliebigen   Punkt  ^j   der  F'-^*, 
welcher  nicht  auf  den  Kegelschnitten  af^   und  ^'*'  liegt,   als 
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neuntes  BestimmungsstÜck  der  Flache  hinzu,  so  wird  die 
reziproke  Beziehung  der  beiden  Bündel  dadurch  vollständig 
hestirmot.  Denn  dec  Ebene  [af],  welche  den  Kegelschnitt  af* 
in  einem  bestimmten  Punkte  o'  zum  andern  Male  (aufser  in  a) 
schneiden  mui's,  entspricht  der  Strahl  lOja'!  im  Bünde!  O,; 
da  nun  der  Strahl  |0^|  in  der  Ebene  [«p]  liegt,  so  muI's 
dem  Strahle  |iD!p|  eine  Ebene  des  Bündels  O,  entsprechen, 
die  durch  |D,  a'|  geht;  diese  Ebene  mufs  aber  auch  durch  )/> 
gehen,  weil  ^)  ein  Punkt  der  J^(^'  sein  soll,  folglich  entspricht 
dem  Strahle  jO^J]  die  Ebene  [Oia'^JJ,  und  jetzt  haben  wir 
in  dem  Bündel  D  drei  Strahlen,  die  nicht  in  einer  Ebene 
liegen,  und  deren  entsprechende  Ebenen,  in  dem  Bündel  O, 
einen  Strahl  6j  und  seine  entsprechende  Ebene  ß,  wodurch 
die  reziproke  Beziehung  bestimmt  ist. 

Wir  erkennen  hieraus,  daTs  neun  Punkte  zur  Bestim- 
mung einer  Oberfläche  2.  0.  notwendig  und  hinrei- 
chend sein  werden;  dies  geht  auch  unmittelbar  daraus  her- 
vor, dafs,  wenn  wir  die  beiden  Kegelschnitte  a^*  und  ß'-^'>  der  i^l*> 
nehmen,  welche  auf  der  Schnittliuie  ihrer  Ebenen  ein  gemein- 
schaftliches Punktepaar  besitzen,  also  nur  als  acht  Punkte 
zur  Bestimmung  der  Fläche  zählen,  und  aufserdem  einen  be- 
liebig im  Räume  liegenden  neunten  Punkt  ^,  jede  durch  f 
gelegte  Ebene  von  den  beiden  Kegelschnitten  in  vier  Punkten 
getroffen  wird,  die  mit  ^  zusammen  einen  Kegelschnitt  ge- 
rade bestimmen,  welcher  der  J^'^'  angehören  mufs.  Wir 
können  also  auf  sämtlichen  durch  \i  gelegten  Ebenen  die 
Kegelschnitte  der  F'^*  konstruieren,  mithin  die  ganze  Fläche. 

Aber  die  zur  Bestimmung  der  i^*^l  zu  wählenden  Punkte 
liegen  hier  in  besonderer  Weise  verteilt,  nämlich  zweimal  je 
fünf  in  einer  Ebene,  und  es  entsteht  daher  die  allgemeinere 

Aufgabe: 

Durch  neun  unabhängig  von  einander  im 
Räume  gegebene  Punkte  (von  denen  keine  drei 
auf  einer  Geraden,  keine  vier  in  einer  Ebene 
liegen)  eine  Oberfläche  2.  0.  F*^^  zu  legen. 

Da  drei  Punkte  eine  Ebene  bestimmen,  so  verteilen  wir 
die  gegebenen  neun  Punkte  in  drei  Gruppen  zu  je  dreien: 
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011(1  legen  durch  je  drei  Punkte  die  drei  Ebenen: 

a     ß     Y, 
welche  sich  in  den  drei  Geraden: 

\ßy\  =  a    \ya\^b     [aßl^e 
schneiden,  die  durch  den  Punkt  o  laufen. 

Die  gesuchte  Fläche  J'<^l  wird  in  jeder  der  drei  Ebenen 
K  ß  y  einen  Kegelschnitt  ausschneiden,  von  dem  drei  Punkte 
bekannt  sind ,  und  da  sie  jede  der  drei  Geraden  ab  c  nur 
in  je  zwei  (reellen  oder  konjugiert- imaginären)  Punkten 
treffen  kann,  so  müssen  die  drei  Kegelschnitte  auf  den  Schnitt- 
linien ihrer  Ebenen  gemeinschaftliche  Punktepaare  ausschnei- 
den, d.  h,  diese  Schnittlinien  paarweise  zu  gemeinschaftlichen 
Sekanten  Iiaben.  Durch  diese  Bedingung  werden  die  Kegel- 
schnitte bestimmt  werden. 

Nehmen  wir  luf  a  einen  willkürlichen  Punkt  \)  und 
legen  duich  die  vier  Punkte  i,  Cj  l,  \.  ein  Kegelschnitt 
bösehel,  '.o  schneidet  dasselbe  die  Gerade  a  anisei  in  dem 
testen  Punkte  p  noch  m  einer  Punktreihe  j:  die  Geiade  b 
abei  m  t.inei  Involution  von  Punktepaaren  )j  l)  beide  Oe 
bilde  belinden  sich  m  demselben  Kegelschnittbü sehet  (CiC^C  !p) 
und  werden  duich  dieses  in  eme  Abhängigkeit  von  einander 
gesetzt,  so  dals  zu  jedem  Punkte  }  ein  bestimmtes  Punkte 
piar  1i1)  zugehört,  und  luch  umgekehit  Diese  Abhängig 
keit  wird  daduich  am  einfachsten  veimittelt  dals  wii  die 
Punktmvolution  (l)l))  auf  eine  einfache  Punktieihe  leduzieren 
indem  wir  zu  iigend  einem  beliebig  gewählten  festen  Punkte 
des  Tiagers  und  7U  dem  verinderhchen  Punktepaai  1)1)  den 
dem  er^teren  zugeordneten  vierten  haimoniachen  Punkt  t 
nehmen,  dann  wird  t  eine  einfache  Punktieihe  beschieiben, 
die,  welches  inch  dei  gewählte  feste  Punkt  sei,  immer  pio 
jektivisth  bleilt  mit  der  von  j  beschnebenen  Punktieihe  *) 

*)  Wir  stutzen  nns  liieibei  anf  einige  bekannte  Satze  iub  der 
Tlieoiie  der  Kegel  schnitte    die  hier  kmz  angefühlt  werten  mögen 

"Wenn  man  em  Regel schnittbuBchel  mit  vier  festen  Gl  mdpankten 
hat  und  man  von  einem  behebigp»  Punkte  1.  die  Polaren  in  Bezug  auf 
aainthche  li egelschnitte  des  Büschels  Itoiiatiuieit  so  lauten  dieselben 
duiuh  einen  feettn  Punkt  O  beBchreiben  also  ein  Strahlenbüsehel 
Geht  man  lon  e  uPm  beliebigen  andern  Punkte  ^S   aus    so  erhalt  man 
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Wir  legen  jetzt  zweitens  durch  die  drei  festen  Punkte 
a,  Qj  fl;,  und  die  beiden  veränderlichen  Punkte  l)  i/  der  Puukt- 
involnfcion  einen  Kegelschnitt  (aja^ajl)!)'),  welcher  bekannt- 
lich (Th.  d.  K.  S.  235)  durch  einen  vierten  festen  Punkt 
gehen,  also  ein  Büschel  besclireiben  mufs  in  der  Ebene  cc 
und  daher  der  Geraden  c  in  dem  veränderlichen  Punktepaare 
jj'  einer  Punktiuvolution  begegnen  wird.  Die  Punktinvo- 
lutionen  (l)l)')  und  (jj'),  welche  in  demselben  Kegelschnitt- 
biischel  enthalten  sind,  werden  durch  dasselbe  in  Abhängig- 
keit zu  einander  gesetzt,  so  dafs  die  Punktreihen,  auf  welche 
sie  sich  reduzieren  lassen,  projektivisch  sind. 

Enillich    nehmen  wir  in  der  dritten  Ebene  ß   zunächst 

ein  Strahlenbüschel  Cl'.  Die  beiclen  Stralilenlidschel  O  und  O'  sied 
alleroal  projektivisch,  indem  die  Polaren  von  ^  und  ^'  in  Bezug  auf 
denaelbeu  Kegelschnitt  des  Büschels  sich  entsprechen  (Th.  d.  K.  8. 299). 
Die  Verbindungslinie  |¥$'|  begegnet  selbst  den  Kegelschnitten  des 
Büschels  in  Punktepaaren  einer  Puiiktinvolution,  und  die  Polaren  von 
sp  und  $'  begegnen  der  Geraden  in  den  vierten  hamioniBcheu  Punkten 
rüeksiehtlich  jedes  Punktepaars;  also  bilden  diese  vierten  harmoni- 
sfilien  Punkte  ebenfalls  zwei  projektiv iaehe  Punktreihen.  Wie  man 
auch  die  Punkte  *B  verändern  mag  auf  dem  festen  Träger  der  Punkt- 
involution, immer  bleibt  diePnnktreihe  der  vierte»  harmonischen  Punkte 
mit  sich  projektivisch,  und  wir  haben  dadurch  die  Punktinvolution 
auf  eine  einfache  Puuktreihe  reduziert.  Diese  Punktreihe  ist  insbeson- 
dere auch  projektivisoh  mit  dem  Strahlenbüschel  der  Tangenteu  in 
einem  der  Grundpuukte  des  Büschels  an  i^ämtlicheu  Kegelschnitten  des- 
selben, denn  diese  Tangenten  sind  nichts  anderes,  als  die  Polaren 
dieses  Grundpunktes.  Da  dieses  Strahlen büsohel  der  Tangenten  aber 
auch  projektivisch  ist  mit  einer  Punktreihe,  welche  durch  die  Kegel- 
schnitte des  Büschels  auf  einer  beliebigen  Geraden,  die  durch  einen 
der  Gcundpunkte  des  Büschels  geht,  ansgesohuitten  wird  (Th.  d.  K. 
S.  S40),  so  wird  die  Punktveihe,  auf  welche  eine  durch  das  Kegel- 
Bchuittbüschel  ausgeschnittene  gerade  Punktinvolutiou  redu^ert  wird, 
allemal  projektivisch  sein  mit  irgend  einer  einfachen  Punktreihe, 
welche  das  Kegelschnittbüachel  auf  einer  durch  einen  Grandpunkt  ge- 
zogenen Geraden  ausschneidet.  Folglich  werden  auch,  wenn  wir 
irgend  zwei  gerade  Transversaleu  durch  das  Kegetschnittbüschel  ziehen, 
die  Punktinvolutionen,  welche  durch  dasselbe  ausgeschnitten  werden, 
sich  auf  einfache  Puuktreihen  reduzieren  lassen,  weiche  unter  einander 
projektivisch  sein  n  sse  W  k  nnen  mithin  auch  kUrzer  die  beiden 
Puuktinvolutionen  selbst  als  i  o  ektiviscli  bezeichnen  und  als  ^ro-  " 
spektivisch  liegen  1  wenn  s  e  m  demselben  Eegelschnittb fische I  ent- 
halten sind.    (Vgl    Matl    Ann   Bd  V.  S.  63ff.) 
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nur  zwei  der  gegebenen  Punkte  6j  Üi,  und  legen  durch  die 
fünf  Punkte  ^t  bj  1)  5  ä'  einen  Kegelschnitt,  der  dadurch  gerade 
bestimmt  wird;  da  er  durch  drei  teste  Punkte  fc,  tj  p  geht 
und  durch  das  veränderliche  Punktepaai-  j  s'  «^ioer  Puukt- 
involution,  so  beschreibt  er  ebenfalls  ein  Kegelschnittbösehel. 
Trifft  er  uuii  die  Gerade  a  aulaer  in  ^j  zum  andern  Mal  in  f, 
so  mufs  f  eiue  Puuktreihe  beschreibe]i,  welche  mit  der 
Piinktreihe  projektivisch  ist,  auf  welche  ilie  Punktiuvolution 
(^ä)  reduziert  weiden  kann  Wii  haben  demnath  auf  u  zwei 
Panktieihen  auf  einandei  hegend  die  von  x  und  x  beschrieben 
werden,  dieselben  müssen  piojektiviscli  sein,  weil  sie  succes 
tive  mit  den  Punktreihen  piojektivisch  sind,  luf  welche  die 
Involutionen  (i)l))  undt^;;)  sich  leduzieien  lissen 

Die  beiden  aut  einander  liegenden  piojektivjscheu  Punkt 
reihen  welche  i  und  }  lut  a  beaUueiben,  hiben  zwei  Doppel 
elem^nte,  von  denen  eisichtlich  eines  der  Punkt  o  ist,  m 
welchem  sich  die  Ebenen  a  ß  y  odei  die  Gen,den  a  b  c 
achneiden,  denn  lassen  wir  msbisondeie  \  nach  c  gelangen, 
so  wird  dei  Kegelschnitt  (Cii-^ij^o)  die  Gerade  i  m  o  und  ^, 
der  Kegelschnitt  (<i,ajajOl))  die  Gerade  c  in  o  und  j  aehneiden 
und  endlich  der  Kegelschnitt  Cbibj^joj)  der  Geraden  a  aufser 
iu  ^j  zum  andern  Male  in  o  ^  V  begegnen ;  es  fallen  also 
in  0  zwei  entsprechende  Punkte  der  beiden  projekti vischen 
Punktreihen  j:  und  if  zusammen;  der  andere  Doppelpunkt, 
welcher  linear  zu  konstruieren  ist,  sei  1)'.  Ist  derselbe  ermit- 
telt, so  legen  wir  einen  Kegelschnitt  durch  die  fünf  Punkte: 

welcher  6  in  q  und  q'  trifft,  einen  zweiteu  Kegelschnitt ; 

3Ci^)  =(g,  n.a^qq'), 
welcher  der  Geraden  c  in  v  und  r'  begegnet,  dann  mufs  der 
durch  (ti|  b^Tr'lp)  gelegte  Kegelschnitt  S*^>  zugleich  durch  p' 
gehen;  die  drei  Kegelschnitte: 

,    (im  =  (c,  Ca  C3  1)  V'  q  0 
erfüllen  also   die  zu  Anfang  geforderte  Bedingung,   auf  den 
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drei  Schnittlinien  abc  gemeinschaftliehe  Punktepaare  aus- 
zuschneiden oder  diese  Schnittlinien  zn  gemeinschaftlichen 
Sekanten  zu  haben;  es  lafst  sich  daher  durch  dieselben  eine 
P(«)  legen,  weiche  die  acht  gegebenen  Punkte  c^  t,  Cj  «(  fl.j  Ci^ 
&,  tij  enthält. 

Der  Punkt  ^j  war  willkürlich  auf  der  Geraden  a  an- 
genommen, und  von  ihm  hängen  die  übrigen  fünf  Punkte 
qq'rr'v'  ah.  Nehmen  wir  einen  zweiten  Punkt  ■p^  auf  der 
(Jeraden  a  an  und  führen  dieselbe  Konstruktion  nochmals 
aus,  so  erhalten  wir  die  neuen  Punkte  ((|i  4il  Vi  rl  VO  ^^^  ''»'ß' 
neue  Kegelschnitte  6^**  3l'^^'  35^',  die  in  demselben  Zusammen- 
hange mit  einander  stehen,  wie  die  vorigen  &^'>  91'^'  ^<^'  und 
ebenfalls  auf  einer  Fläche  Ff*  liegen,  die  durch  die  gegebe- 
nen acht  Punkte  c,  Cj  C3  «1  «j  Oj  t,  IJj  hindurchgeht.  Die  beiden  . 
Kegelschnitte  gl^'  und  (§!f* ,  welche  die  drei  Punkte  Ci  c^  Cj 
gemeinschaftlich  haben,  müssen  noch  einen  vierten  Punkt  c,, 
gemein  haben,  der  linear  zu  konstruieren  ist;  sie  bestimmen 
ein  Kegelschnittbüachel  mit  den  vier  ti-rundp unkten  (CiCjCjCo); 
ebenso  bestimmen  die  Kegelschnitte  3t<^'  und  2(}^'  ein  Kegel- 
schnittbÜBchel,  indem  sie  aul'ser  den  drei  gemeinschaftlichen 
Punkten  a,  a,  a^  noch  einen  vierten  gemeinschaftlichen  Punkt 
On  haben.  Endlich  bestimmen  die  beiden  Kegelschnitte  33'^' 
und  2*5*'  ein  drittes  Kegelschnittbfischel  und  haben  auPser  den 
gemeinschaftlichen  Punkten  6,  fcj  noch  zwei  andere  (reelle 
oder  konjugiert-imaginäre)  Punkte  t^  %  gemein.  Femer  be- 
stimmen die  beiden  Punktepaare  'pfi'  und  fiip'i  auf  a  eine 
Puuktinvolution,  welche  mit  den  beiden  Kegelschnittbfischeln 
(Ci  C.J  C3  Co)  und  (b,  ta'^iiK)  perspektivisch  liegt;  die  beiden 
Punktepaaro  C|  C|'  und  fn  q'i  bestimmen  eine  PunktinvolutJon 
auf  h,  welche  mit  den  beiden  Kegelschnittbüscheln  (iii  a^  a^  (1^) 
und  (Cj  c-i  C3  Cfl)  perspektivisch  liegt,  und  endlich  bestimmen 
die  beiden  Punktepaare  x  x'  und  Ti  ri  eine  Punktinvolution 
aufc,  welche  mit  den  beiden  Kegeischnittbiischeln  {diajasa,,} 
und  (t,  tij  t)(|  bo)  perspektivisch  liegt;  d.  h.  irgend  ein  Kegel- 
schnitt eines  solchen  Büschels,  welcher  durch  einen  Punkt 
der  Punktinvolution  geht,  mufs  auch  durch  den  konjugierten 
Punkt  derselben  gehen. 
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Bestimmen  wir  nun  von  den  drei  Punktinvolutionen  auf 
ah  c  noch  je  ein  drittes  Paar,  welches  in  o  einen  gemein- 
schaftlichen Punkt  hat,  d.  h.  von  der  Punttinvolution  auf  a 
das  Paar  konjugierter  Punkte  üi},,  von  der  Punktin volufciou 
auf  h  das  Paar  n  Oj  uud  von  der  Punktinvolutiou  auf  c  das 
Paar  0Ü3,  dann  ist  klar,  dafa  ein  Kegelschnitt  Sjj^'  des 
Büschels  (Ci  Cj  ig  Cq),  der  durch  u  geht,  auch  durch  ü,  und  Oj 
gehen  mol's,  ein  Kegelschnitt  3t^^'  des  Büschels  (0,0203^0), 
der  durch  ü  g<!ht,  auch  durch  o,  und  Os,  gehen  uiul's,  und  ein 
Kegelschnitt  Sf .  des  Büschels  (b,  t.j  'bg  V^),  der  durch  0  geht, 
auch  durch  O3  und  o,  gehen  mufs;  die  drei  neuen  Kegel- 
schnitte Ug^'Stj^'iB^^'  stehen  also  in  demselben  Zusammen- 
hange mit  einander,  wie  die  früheren,  d.  h.  sie  hahen  eben- 
falls die  Geraden  ahc  paarweise  ku  gemeinschaftlichen 
Sekanten  und  liegen  daher  auf  einer  neuen  Fläche  F^  1  welche 
durch  dieselben  acht  gegebenen  Punkte  geht,  wie  die  früheren. 

Die  drei  Punktinvolutionen  auf  den  Tragern  abe, 
welche  paarweise  mit  den  drei  Kegelschnittbüscheln  in  den 
Ebenen  a  ß  y  perspektivisch  liegen,  werden  durch  dieselben 
in  eine  gegenseitige  Abhängigkeit  gesetat,  so  dal's  einem  be- 
liebigen Punktopaar  der  einen  Punktinvolution  nur  ein  ein- 
ziges bestimmtes  Punktepaar  einer  andern  Punktinvolution 
u.  s.  f,  entspricht;  es  entsprechen  sich  nämlich  die  Punkte- 

d.  h.  in  der  Ebene  y  schneiden  die  drei  Kegelschnitte 
6*^'  ef  6f  des  Büschels  [c,  Cj  C3  c^]  die  Geraden  a  und  b  in 
entsprechenden  Punktepaaren  p^'  imd  i\((,  l)i  ^j'i  und  qiq5, 
OD,  und  oo.j;  in  der  Ebene  a  schneiden  die  drei  Kegel- 
schnitte 9t"'  3tf  9[f  des  Büschels  (a,  a.^  aj  n,,)  die  beiden  Ge- 
raden b  und  c  in  entsprechenden  Punktepaaren  c;  q'  und  x  r', 
C|iq[  und  Vi  ri,  jj  0,  imd  n  o^;  endlich  in  der  Ebene  ß  schneiden 
die  drei  Kegelschnitte  Sß<"58f©f  des  Büschels  (b,  fe^lifl  %) 
die  Geraden  c  und  a  in  entsprechenden  Punktepaaren  r  v'  und 
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^^)',  ti  r'i  und  ^Ji^i,  0  O3  und  ü  Oj-  Die  Abhängigkeit  der 
drei  Punktinvohitioncn  auf  ah c  ist  daher  eine  solche ,  dafs 
immer  nur  zwei  entsprechende  Piinktepaare  zweier  Tnvohi- 
tionen  auf  einem  Kegelschnitte  eines  der  drei  Büsche!  liegen 
können.  Nehmen  wir  nämlich  ein  beliebiges  Paar  konjugierter 
Punkte  pB  pi  der  Punfetinvolution  auf  a  und  legen  den  Kegel- 
schnitt (Ci  Cj  C3  Co^Jip'i),  so  bestimmt  derselbe  auf  h  das  ent- 
sprechende Punktepaar  q,,  q^,  und  die  beiden  Punktinvolutionen 
(yix  p'x)  und  (q,,  ^x)  liegen  perspektivisch  in  demselben  Eegel- 
schnittbüschel  (Ci  Cj  C3  Co),  d.  h.  wenn  wir  sie  in  der  oben  an- 
gegebenen Weise  auf  einfache  Punktreihen  reduzieren,  indem 
wir  die  vierten  harmonischen  Punkte  zu  jedem  Punktepaar  nnd 
irgend  einem  festen  Punkte  (z.  B.  0)  nehmen,  so  sind  die  dadurch 
erhaltenen  einfachen  Punkfcroihen  projektivisch.  Legen  wir 
jetzt  den  Kegelschnitt  (Oi  a.j  Ü3  C]»  C|i),  so  schneidet  derselbe 
die  Gerade  c  in  dem  Punktepaar  r«  x'^  der  dritten  Punkt- 
involution, welche  aus  gleichem  Grunde  mit  der  Punktinvo- 
lution (q^,  qi)  perspektivisch  liegt.  Folglich  müssen  auch  die 
beiden  Punktinvolutionen  (tj,  ri)  und  (^jj;  p^)  oder  die  ein- 
fachen Punktreihen,  auf  welche  sie  reduziert  werden  können, 
projektivisch  sein.  Da  aber  drei  Paare  konjugierter  Punkte, 
nämlich  ^j^)',  pi  ^jj  und  00,  mit  r  t',  riTi  und  ctg  auf  den 
drei  Kegelschnitten  !B'^'  Sf  «f  desselben  Kegelschnitt- 
biischels  (i,  ßj  i^  6Ö)  liegen ,  so  müssen  auch  alle  Übrigen 
Paare  entsprechender  konjugierter  Punkte  r^  x'x  und  p^  ^j^  alle- 
mal auf  einem  Kegelschnitt  dieses  Büschels  liegen.  Wir 
erhalten  also  unendlich  viele  Tripel  von  Kegelschnitt-en 
S'^' 91^  33f ,  die  in  demselben  Zusammenhange  mit  einander 
stehen,  wie  die  ersten  drei,  nämlich  paarweise  die  Schnitt- 
linien ah  c  zu  gemeinschaftlichen  Sekanten  haben.  Wir 
schliefsen  also: 

Alle  Flächen  i^f ,  welche  durch  dieselben  acht  gegebe- 
nen Punkte  tti  ttj  ag  c,  Cj  C3  &,  h-j  gehen,  gehen  gleichzeitig  durch 
einen  vierten  festen  Punkt  Oo  der  Ebene  a,  einen  vierten 
festen  Punkt  c«  der  Ebene  y  und  zwei  feste  Punkte  \  %  der 
Ebene  ß  oder,  was  dasselbe  ist,  schneiden  jede  der  drei 
Ebenen  a  ß  y  in  einem  Kegels chnittbüschel  mit  vier  festen 
Grundpunkten. 
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Verlangen  wir  endlich,  dafs  die  Fläche  F^^  noch  durch 
den  neunten  gegebenen  Punkt  b^  gehen  soll,  so  legen  wir 
den  einzigen  Kegelschnitt  ^J^'  durch  die  fünf  Punkte 
(6j  i,  1)3  to  iÖ)  i  dieser  bestimmt  auf  a  und  c  die  Punkte- 
paare ^3(,l)o  und  v„  t'o,  welche  wiederum  die  Kegelschnitte 
ajf'  =  (a,  aj  aj  rn  rö)  und  ©f  =  (c,  tj  C3 1)«  VÖ)  bestimmen, 
die  sich  in  demselben  Punktopaar  ii^  i]ö  auf  ö  schneiden 
müssen.  Die  drei  Kegelschnitte  Slf^''' ® j,^' 6^^'  bestimmen  aber 
die  gesuchte  Fiäche  F'^^  eindeutig,  wodurch  die  vorgelegte 
Aufgabe  gelöst  ist. 

Wir  haben  hierdurch  zugleich  eine  zweite  Aufgabe  mit- 
gelöat.  Wenn  wir  nämlich  die  Ebene  ß  um  die  Verbindungs- 
linie der  beiden  festen  Punkte  b,  6^  drehen,  so  verändert 
sich  das  Punktepaar  ß,,  Vo  und  beschreibt  einen  geometrischen 
Ort  von  Punkten,  welche  sämtlich  auf  allen  den  Flächen 
i""*^'  gemeinschaftlich  liegen  müssen,  die  durch  die  acht  ge- 
gebenen Punkte  a,  a^  %  c,  C2  c^  bj  tij  gehen.  Dieser  Ort  ist  eine 
Itaumkurve  vierter  Ordnung,  weil  nicht  nur  jede  durch 
6,  tij  gelegte  Ebene  vier  Punkte  des  Ortes  enthält,  sondern 
überhaupt  jede  beliebige  Ebene  des  Raumes  ihr  im  allge- 
meinen in  vier  Punkten  begegnen  niufs.  Dies  ergiebt  sich  aus 
folgender  Betrachtung: 

Eine  beliebige  Ebene  s  schneidet  nämlich  die  drei  vorigen 
Ebenen  a  ß  y  in  drei  Geraden: 

(«[-«,   Ußi-b,    \sr\-'r, 

auf  diesen  drei  Geraden  werden  durch  die  drei  Kegelschnitt- 
büschel, welche  die  Kegelschnitte  31^  ©J,  U^  beschreiben, 
bei  der  Veränderung  von  FJ  drei  Punktinvolutionen  aus- 
geschnitten und  zugleich  in  eine  eindeutige  Abhängigkeit 
zu  einander  gesetzt,  indem  der  Kegelschnitt  6'^'  zwei  ent- 
sprechende Punktepaare  der  Involutionen  auf  a,  und  &, 
bestimmt,  der  Kegelschnitt  3(^^'  allemal  zwei  entsprechende 
Punktepaare  der  Involutionen  auf  &,  und  e, ,  und  endlich  der 
Kegelschnitt  ^'^'  zwei   entsprechende  Punktepaare  der  Invo- 
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lutioneu  auf  c,  und  u^  bestinimU  Die  drei  Kegelschnitte 
9l'^'  S*^'  &'*'  stehen  aber  in  dem  Zusammönhango  mit  ein- 
ander, dafs  je  Kwei  von  ihnen  die  Schnittliriie  ihrer  Ebenen 
zu  ihrer  gerne  ins  chaftlichon  Seliante  haben.  Die  Involutionen 
auf  a,  und  ö,  sind  daher  projekfciviseh  mit  der  den  Kegel- 
schnittbüscheln [?t^^'3  und  [S^^']  gemeinschaftlichen  Involution 
auf  c,  folglich  auch  unter  sich  projektivisch;  ebenso  auch  die 
Involutionen  auf  6,  und  e,  und  die  Involutionen  auf  c,  und  ö,; 
oder,  wenn  wir  alle  diese  Involutionen  in  der  oben  angegebe- 
nen bekannten  Weise  auf  einfache  Punktreihen  reduzieren, 
so  sind  diese  einfachen  Pimktreihen  unter  sich  projektivisch. 
Jede  Fläche  i*"'^'  schneidet  die  Ebene  e  in  einem  Kegelschnitt« 
S'^',  welcher  demnach  allemal  durch  drei  entsprechende  Punkte- 
paare der  drei  projekti vischen  Punktin voiutionen  auf  a^  6,  f, 
gehen  mufs. 

Diese  drei  projektivischen  Punktiuvolutionen  auf  «,  6,  c, 
besitzen  aber  noch  die  besondere  Eigentümlichkeit,  dafs  der 
Schnittpunkt  der  Träger  von  zweien  derselben  allemal  zwei 
entsprechenden  Piinktepaaren  dieser  beiden  Involutionen  an- 
gehört; denn  unter  sämthcheu  i'^JJ'  durch  die  gegebenen  acht 
Punkte  giebt  es  nur  eine  bestimmte,  welche  aufserdem  durch 
den  neunten  Punkt  {aßs)  geht,  und  diese  schneidet  die  Ebene 
£  in  einem  Kegelschnitte,  welcher  auf  «^  und  6,  entsprechende 
Punktepaare  der  Involutionen  ausschneidet,  denen,  der  Punkt 
(aßt)  gemeinschaftlich  ist.  Dasselbe  gilt  für  jede  der  beiden 
übrigen  Ecken  des  Dreiseits  »j  b,  c,.  Hieraus  folgt,  dafs,  wenn 
nur  zwei  entsprechende  Punktepaare  zweier  Involutionen,  z.  B. 
auf  (üj  und  6,,  bekannt  sind,  ein  drittes  Paar  dadurch  mitge- 
geben ist,  nämlich  dasjenige,  welchem  der  Schnittpunkt  (.«16]) 
in  beiden  Involutionen  angehört;  da  aber  durch  drei  Paare 
die  ganze  projektivische  Beziehung  festgelegt  wird,  so  ist  die- 
selbe hier  schon  durch  zwei  solcher  Paare  bestimmt.  Nehmen 
wir  daher  die  beiden  Kegelschnitte,  in  welchen  die  Ebene  s 
von  zwei  Flächen  i^'^'  und  F^^^  geschnitten  wird,  so  bestim- 
men dieselben  ein  Kegelschnittbüsehel,  welches  nicht  nur  auf 
«,  &,  (.■,  die  drei  Punktinvolutionen  fixiert,  sondern  auch  deren 
projektivische  Beziehung  zu  einander ;  denn  der  diesem  Kegel- 
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schiiittbiischel  angeliörige  Kegelschnitt,  welcher  durch  den 
Punkt  (aße)  geht,  bestimmt  auf  a^  und  ii,  ein  drittes  Paar 
entsprechender  Punktepaaro  aus  diesen  Involution eii,  und  jeder 
weitere  Kegelschnitt  dieses  ■  Büschels  weitere  entsprechende 
Paare  der  beiden  projektiviachen  Punktinvolutionen;  dasselbe 
gilt  für  i&i  und  c, ,  wie  für  Cj  und  a,.  Daher  müssen  auch 
umgekehrt  sämtliche  Kegelschnitte,  in  welchen  die  Ebene  e 
von  allen  Elächen  F^^^  geschnitten  wird,  ein  Kegelsclinitt- 
büschel  bilden  mit  vier  festen  (reellen  oder  konjugiert-iniagi- 
n'ären)  Grundpunkten.     Wir  schliel'sen  also; 

Sämtliche  Oberflachen  2.  0.  J'f ,  welche  durch 
acht  von  einander  unabhängig  gegebene  Punkte 
des  Raumes  gehen,  schneiden  sich  in  einet  Raum- 
kurve  4.0.  0*',  welche  im  all  gern  ei  neu  jeder  Ebene 
£  in  vier  Punkten  begegnet.  Diese  sämtlichen 
Flächen  J?''^'  bilden  ein  Büschel  und  schneiden  eine 
beliebige  Ebene  e  in  einem  KegelschnittbÜschel, 
dessen  vier  Grundpunkte  die  Schnittpunkte  der 
Ebene  e  mit  0*1  sind,  jede  beliebige  Gerade  des 
Raumes  in  einer  Punktinvolution.  Die  Baumkurve 
C'*!  ist  durch  acht  von  einander  unabhängig  ge- 
gebene Punkte  des  Raumes  vollständig  bestimmt, 
und  ihre  Konstruktion  ist  in  dem  Vorstehenden 
enthalten.  Durch  einen  beliebigen  neunten  Punkt 
des  Raumes  geht,  wofern  derselbe  nicht  auf  der 
C'*'  selbst  liegt,  alleraal  nur  eine  Fläche  i-'f  des 
Büschels,  Um  diese  Oberfläche  zu  erhalten,  brauchen  wir 
nur  durch  den  neunten  Punkt  eine  variable  Ebene  zu  legen 
und  in  derselben  den  Kegelschnitt  zu  konstruieren,  welcher 
durch  den  neunten  Punkt  und  die  vier  Schnittpunkte  der 
Ebene  mit  (?*'  gerade  bestimmt  wird;  alle  diese  Kegel- 
schnitte erfüllen  die  gesuchte  Fläche. 

Die  im  Vorstehenden  auseinandergesetzte  Konstruktion 
der  Oberfläche  2.  0.  durch  neun  gegebene  Punkte  ist  von 
Chasles  angegeben  (Comptes  rendus  24.  Decembre  1855),  aber 
daselbst  auf  ein  Prinzip  gestützt,  welches  in  der  dort  aus- 
gesprochenen Allgemeinheit  nicht  haltbar  ist,   obwohl  es  in 
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den  Fällen,  auf  welche  es  dort  angewendet  wird,  Gültigkeit  hat. 
Eine  Analyse  dieser  Konstruktion,  welche  im  wesentlichen  mit 
der  obigen  übereinkommt,  hat  H.  Müller  (Clebsch  undNeu- 
mann,  Math.Anualen  Bd.  1,  S,  627)  gegeben,  ohne,  wie  es 
scheint,  die  Ohaales'sche  Konstraktion  gekannt  zu  haben.  Auf 
denselben  Betrachtungen  beruht  auch  diejenige  Konstruktion, 
welche  0.  F.  Geiser  aus  den  hinterlassenen  Papieren  Jacob 
Steiner's  mitteilt  (Borchardt's  Journal  f.  r.  u.  ang.  Math. 
Bd.  68,  S.  191.)  und  die  schon  1836  von  ihm  gefunden,  aber  nicht 
veröffentlicht  wurde.  Die  Steiner'sche  Konstruktion  unter- 
scheidet sich  von  der  Ühasles'schen  nar  dadurch,  dafs  nach 
der  obigen  Bezeichnung  der  vierte  feste  Grundpunkt  Cy  des 
Kegelschmttbäschel8(CiC2C3Cü)  durch  zwei länienpaare  ermittelt 
wird,  welche  dieses  Kegel  seh  nittbüschel  enthalten  mufs,  während 
er  bei  Chasles  dnreh  Konstruktion  zweier  beliebigen  Kegel- 
schnitte dieses  Büschels  bestimmt  wird.  Das  Prinzip,  auf 
welchem  beide  Konstruktionen  beruhen,  ist  aber  ganz  das- 
selbe und  so  aufserord entlich  einfach,  dafs  die  Konstruktion 
den  Vorzug  verdient  vor  anderen,  welche  dieses  seiner  Be- 
deutung wegen  so  vielfach  behandelte  Problem  gefunden  hat. 
Eine  von  0.  Hesse  angegebene  Konstruktion  {Crelle's  Jour- 
nal f.  Math.  Bd.  24,  S.  36)  stützt  sieh  auf  die  Polareigcnsehaften 
eines  Bündels  von  Flachen  2.  0.,  welche  durch  dieselben  sieben 
Punkte  gehen,  eine  von  Th.  Heye  in  seiner  ,, Geometrie 
der  Lage"  {2.  Aufl.,  S.  153  u.  160)  gegebene  Konstruktion 
auf  die  Polareigenaehaften  eines  Flächenbüschels.  Beide  be- 
nutzen die  Hyperboloide,  welche  durch  die  Grundpunkte  des 
Bündels  und  durch  die  Grundkurve  C'*'  des  Büschels  sich 
legen  lassen.  Will  man  aber  schon  die  Polareigenschaften 
einer  Fläche  2.  0.  als  bekannt  voraussetzen,  so  erseheint  es 
natürlicher,  an  die  Stelle  der  Konstruktion  der  Pläche  i^<^> 
sogleich  die  Konstruktion  des  räumliehen  Polarsjstems  zu 
setzen,  dessen  Kemfläche  jene  ist.  Am  natürHchsten  wäre 
es,  aus  der  Erzeugung  der  i*"*''  durch  zwei  reziproke  Bündel 
die  Konstruktion  derselben  durch  neun  gegebene  Punkte  ab- 
zuleiten. Eine  solche  ist  von  F.  Seidewitz  (Grunert's  Ar- 
chiv f.  Math.u.Phys.  Bd.  9,  S.  158  ff.)  und  von  dem  Verfasser 
(Borchardt's  Journal  f.  Math.  Bd.  62,  S.  215)  ausgeführt. 
Es  werden  dabei  zwei  von  den  gegebenen  neun  Punkten  zu 
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Mittelpuokteu  der  Bündel  gewählt  und  die  reziproke  Beziehung 
derselben  so  bestimmt,  dafs  den  Strahlen,  die  von  dem  ersten 
Mittelpuukte  nach  den  übrigen  gegebenen  Punkten  hingehen, 
Ebenen  entsprechen,  welche  bez.  durch  diejenigen  Strahlen 
gehen,  welche  von  dem  zweiten  Mittelpunkte  nach  denselben 
übrigen  Punkten  gehen.  Diese  Bestimmung  ist  ausführbar, 
aber  umständlidi  uud  wenig  übersichtlich.  Wir  unterdrücken 
daher  die  Wiedergabe  derselben  und  überlassen  es  dem  Losei-, 
dieser  Bestimmnngsart  eine  geschmeidigere  Form  zu  geben, 
indem  mr  nur  noch  bemerken,  dafs  man  auch  anf  andere 
Weise  die  erzeugenden  Bändel  herzustellen  versuchen  könnte, 
indem  man  zwar  aus  den  gegebenen  nenn  Punkten  zwei  zu 
Mittelpunkten  der  Bündel  O  und  C ,  wählt,  die  übrigen  Punkte 
aber  nicht  durchweg  als  Durchschuittspunkte  von  Strahlen 
des  Bündels  £)  und  Ebenen  des  Bündels  O,  auffafst,  sondern 
teilweise  als  Durchschnittspuukte  von  Sti^ahlen  des  Biludek 
O  mit  Ebenen  des  Bündels  O,,  teilweise  als  Durchschnitts- 
punkte von  Strahlen  des  Bündels  Oj  mit  Ebenen  des  Bün- 
dels O,  und  dadurch  die  reziproke  Beziehung  der  beiden 
Bündel  festzustellen  sucht.  Ferner  kötmte  man  nur  einen 
Mittelpunkt  der  erzeugenden  Bündel  in  einen  der  gegebenen 
neun  Punkte  verlegen  und  den  Mittelpunkt  des  andern  Bün- 
dels dadurch  zu  ermitteln  suchen,  dafs  die  Übrigen  gegebenen 
Punkte  Durchschuittspunkte  von  Strahlen  und  entsprechenden 
Ebenen  der  beiden  reziproken  Bündel  werden  sollen  u.  a.  w.*) 

§  54.    Die  Berühr ungsebenen  einer  Oberfläche  2.  O. 

Es  ist  bereits  anf  S.  454  hervorgehoben ,  dafs  bei  der  Er- 
zeugung der  F*^^>  durch  zwei  reziproke  Bündel  O  und  Oi  die 
dem  Verbindungsstrahle  \OD,\  in  doppeltem  Sinne  ent- 
sprechenden Ebenen  der  reziproken  Bündel  die  Berührungs- 
ebenen der  Fläche  F^^l  in  den  Punkten  Dj  und  O  sind,  d.  h. 
die  sämtlichen  Ebenen  |,  welche  durch  O  gelegt  werden 
können,  schneiden  die  Fläche  i^<^'  in  Kegelschnitten,  deren 
Tangenten   im  Punkte  O  alle  in   einer   Ebene  liegen;  diese 

*)  Wahrend  des  Druckes  ist  in  Schlömilch'B  Zeitschrift  flu  Math, 
u.  Phys.  Jhi'gg.  'ib,  S.  98  eine  Arbeit  von  Heger:  „Zur  Konstruktion 
einer  Fl'aclie  zweiter  Ordnung  aus  neun  gegebenen  Punkten"  erschienen, 
welche  eine  weitere  Ausführung  der  C  h  a  s  l  e  s  'sehen  Konstruktion  enthalt. 
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heilst  die  Bei iihtim|fi ebene  m  C  uud  ist  im  Bündel  C"  die 
jenige  weither  der  Sti  ilil  |Oi5D|  im  Bündel  ^  enlspiicht 
vtimOj,e  der  rezipioken  Beziehung 

Diese  Berühiungsebenen  dei  FUche  F  *  m   leu  PEnkten 

0  und  O,  besiUen  eine  charikteiisti&che  tiigen&chatt  aut 
welche  wir  jttzt  eingehen  wellen  Drehen  wir  mmlich  um 
den  Verbmdungsatiahl 

|OD,|-e-/, 
eine  variable  Ebene  |,  welche  dem  Bündel  ^  angehoit  so 
entspiK-ht  ihi  m  dem  Bündel  O  ein  vu-mdeilichet  Stuhl 
j  ^,  der  m  dti  festen  Beruht  ungsebene  £  welche  dem  Strahle 
e  entspricht  ein  '^tiahlenbubchel  beschteibt  piojektivisch  mit 
dem  von  |  he&chiiebeueu  Bbenenbuschel     bchneidet  die  Ebene 

1  die  Btriihrungsebene  f,  m  dem  Stiahle  A,  so  bilden  i,  und 
r,  zwei  piojektivische  und  konzentrische  Stiahlenbusthel  in 
lei  EbeuL  f  um  den  Mittelpunkt  O,  Hi  i  1  onnen  nundiei 
Fälle  eintreten,  nämlich: 

1)  die  von  x  und  Xy   beschriebenen  Sfcrahleubüachel   haben 
zwei  reelle  Üoppelstrahlen , 

2)  sie  haben  zwei  ausammenfallende,  d.  h.  nur  einen  reellen 
Doppelstrahl , 

3)  sie  haben  keinen  reellen  Doppelstrahl. 

In  dem  ersten  Falle  giebt  es  also  zwei  besondere  Ebenen 
I,  welche  die  ihnen  entsprechenden  Strahlen  ganz  enthalten; 
letztere  sind  eben  die  Doppelstralilen ,  und  alle  ihre  Punkte 
müssen  daher  Punkte  der  Fläche  F'^l,  des  Erzeugnisses  der 
beiden  reziproken  Bündel  sein,  d,  h.  die  Berührungsebene 
s^  der  Fläche  F'^'>  im  Punkte  Dj  sehneidet  die  Fläche 
in  einem  Linienpaare,  dessen  Schnittpunkt  der 
Berührungspunkt  O,  ist.  Dasselbe  gilt  von  der  Be- 
rührungsebene (p  des  Bündels  O,  welche  dem  Strahle  lOjOi 
=  /■,  im  Bündel  O,  entspricht;  denn  seien  Z,  und  p,  die 
beiden  Doppelstrahlen  in  der  Ebene  *, ,  und  wird  die  Schnitt- 
linie !  e,  Q5  ■  =  s  von  ihnen  in  den  Punkten  l  'und  g  getroffen, 
so  wissen  wir,  dafs  dem  Strahle  ü,  im  Btlndel  O,  die  Ebene 
[O^j]  im  Bündel  O  entspricht;  folglich  niufs  auch  der  durch 
l^  gehenden  Ebene  [Oi,]  im  Bündel  O,  ein  in  der  Ebene 
[0?i]  liegender  Strahl  im  Bündel  O  entsprechen  wegen  der 
reziproken  Beziehung,   und  dieser  mufs  zugleich  in  der  Be- 
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rülirungsebene  fp  liegen;  folglieh  ist  es  der  Strahl  'OI|  ^ [1, 
und  ebenso  entspricht  der  Ebene  [Df/il  im  Bündel  O,  der 
Strahl  IO9I  =  /  im  Bändel  O;  folglich  haben  wir  ein  wind- 
schiefes Vierseit  auf  -F'*',  dessen  Ecken  £)  Ü  Oj  ji,  imd  dessen 
auf  einander  folgende  Seiten  die  vier  Strahlen: 

9  \  9^  l 
aind.  Die  Strahlen  g  l  gehen  durch  O  und  liegen  in  der 
Ebene  <f>,  die  Strahlen  g^  i,  gehen  durch  O,  und  liegen  in 
der  Ebene  fj;  jedem  dieser  vier  Strahlen  entiSpricht  diejenige 
Ebene,  welche  durch  ihn  und  den  Mittelpunkt  des  andern 
Bündels  gelegt  werden  kann,  der  nicht  auf  ihm  Hegt. 

Legen  wir  jetzt  durch  den  gefundenen  Strahl  g  eine  be- 
liebige Ebene  g  im  Bündel  D,  welcher  der  Strahl  a;,  im 
Bündel  SD,  entspricht,  dann  wird  x^  der  Geraden  g  begegnen 
müssen,  weil  er  mit  ihr  in  einer  Ebene  liegt.  Halten  wir 
das  Elementenpaar  |  und  a;,  zunächst  fest  und  drehen  in  der 
Ebene  |  einen  veränderlichen  Strahl  ic  um  D,  so  entspricht 
ihm  die  Ebene  |,,  welche  um  die  feste  Axe  a;,  sich  dreht 
und  ein  projektivisches  Ebenenbüschel  beschreibt  mit  dem 
von  X  beschriebenen  Strahlenbüschel;  dieses  Ehenenbüschel 
durchschneidet  die  Ebene  |  in  einem  Strahlenbüschel  x\  und 
die  beiden  Strahlenbüschel,  welche  x  und  x\  beschreiben,  sind 
nicht  nur  projektivisch  wegen  der  reziproken  Beziehung,  son- 
dern liegen  auch  perspeictivisch,  weil,  wenn  x  nach  g  gelangt, 
auch  x'i  in  die  Lage  von  g  kommt;  also  ist  der  Ort  des 
Schnittpunktes  {x^^  eine  gerade  Linie  l^,  welche  nicht  nur 
der  Geraden  g,  sondeni  auch  der  Geraden  ^,  begegnen  muls; 
denn  der  in  das  Linienpaar  g  l^  zerfallende  Kegelschnitt,  in 
welchem  die  Ebene  |  die  F'-^'  schneidet,  mufs  den  Punkt  der 
F'^^  enthalten,  in  welchem  die  Ebene  |  der  Geraden  g^  be- 
gegnet; also  liegt  dieser  auf  l^.  Es  war  auch  0,  priori  zn 
erkennen,  dafa  jede  durch  g  gelegte  Ebene  nur  noch  in  einer 
Geraden  l^  die  i^'l^'  schneiden  kann,  weil  sie  in  einem  Kegel- 
schnitt schneiden  muls,   von  welchem  g  bereits  ein  Teil  ist 

Drehen  wir  nun  die  Ebene  S  um  die  Gerade  g,  so  ver- 
ändert sich  mit  ihr  auch  die  Gerade  /j^;  es  ist  aber  klar,  dafs 
keine  zwei  verschiedenen  l^  im  Baume  sich  treffen  können; 
denn  wäre  dies  der  Fall,  so  müiste  die  sie  verbindende  Ebene 
sowohl  die  Gerade  g,  als  auch  die  Gerade  ^^  enthalten,  was 
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unmöglich  ist,  weil  g  und  ff^  die  gegenüberliegendeu  Seiten 
eines  windschiefen  Vieraeits  sind.  Wir  erhalten  also  auf  J*'!^' 
eine  Schar  von  unendlich-vieleu  Geraden  l^,.,  von  denen  keine 
zwei  sich  trefl'en. 

In  ganz  derselben  Weise  können  wir  anstatt  von  der 
Geraden  y  von  der  Geraden  l  ausgehen  und  gelangen  da- 
durch zu  einer  zweiten  Schar  von  Genuleu  (/x,  die  den  beiden 
Geraden  l  und  l^  begegnen,  von  denen  aber  keine  zwei  ver- 
schiedenen sich  treffen  können.  Endlich  ist  klar,  dafs  jede  Ge- 
rade Ix  jeder  Geraden  y^  begegnen  mufs;  denn  legen  wir  eine 
Ebene  |  durch  g  und  eine  Ebene  tj  diircli  (,  so  schneiden 
sich  dieselben  in  einer  Geraden,  welche  durch  O  geht  und 
nur  noch  in  einem  zweiten  Punkte  der  F^^^  begegnen  kann 
und  mufa;  durch  diesen  Punkt  müssen  aber  diejenigen  beiden 
Geraden  l^  und  jr,,  gehen,  welche  in  den  Ebenen  §  und  tj 
enthalten  sind ;  und  umgekehrt  bestimmen  irgend  zwei  Strah- 
len ?j  und  fft:  aus  den  beiden  Scharen  zwei  Ebenen  ^  und  »j, 
die  aufser  O  nur  noch  einen  Punkt  mit  F*--*  gemein  haben 
können,  der  notwendig  in  ^^  und  U  gleichzeitig  liegen  mufs. 
Wenn  wir  jetzt  eine  beliebige  Gerade  g^,  aus  der  Schar  jr^ 
festhalten,  so  geht  durcli  jeden  Puukt  derselben  eine  und  nur 
eine  h,  welche  sowohl  y,  als  auch  gi  trifft;  die  beiden  Ebenen 
[glx]  und  [3|L]  beschreiben  also  bei  der  Veränderung  von 
Ix  zwei  Ebenenbüsehel  mit  den  festen  Äsen  g  und  g^,  und 
die  entsprechendeil  Ebenen  gehen  durcli  die  Punkte  einer 
geraden  Punktreihe  auf  g^.  Diese  beiden  Ebenenbüsehel 
sind  daher  projektivisch  und  erzeugen,  wie  wir  wissen,  (8.  87), 
ein  einfaches  Hyperboloid,  von  welchem  l^  und  ^^^  die 
beiden  ßegelscharen  durchlaufen.  Das  Erzeugnis  der  beiden 
reziproken  Bündel  O  und  Oi  ist  also  in  diesem  Falle  nichts 
anderes,  als  die  uns  bekannte  in  §  14^24  untersuchte 
Fläche  des  einfachen  Hyperboloids  mit  ihren  beiden  ßegel- 
scharen g^  und  Ix  und  den  sämtlichen  Berühruiigsebenen,  deren 
jede  einen  in  ein  Linienpaar  l^  und  g^  zerfallendem  ifegel- 
"schnitt  der  Fi^>  enÜiält. 

Da,  wie  wir  g^ehen  haben  (S.  461),  eine  Flache  F*-^^  auf 
unendlich  viele  verschiedene  Arten  erzeugt  werden  kann,  in- 
dem irgend  zwei  Punkte  derselben  als  Mittelpunkte  erzeugen- 
der Bündel  gewählt  werden  dürfen,  da  ferner  der  Verbindungs- 
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liiiie  der  Mittelpnulfte  in  doppeltem  Sinne  clie  BerüJinmgs- 
ebenen  in  diesen  Punkten  der  Fläche  eufsprecben  und  diese 
Berührungsebenen  nur  in  einem  reellen  oder  zusammen  fallen- 
den oder  imaginären  Liuienpaare  die  jfl^'  schneiden  können, 
so  sehliefsen  wir: 

Wenn  es  einmal  vorkommt,  dal's  eine  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  in  einem  ihrer  Punkte 
eine  Berührungsebene  hat,  deren  Schnittkurve  mit 
der  Fläche  in  ein  reelles  Linieupaar  zerfällt,  so 
ist  dies  immer  der  Fall,  und  die  Fläche  ist  ein  ein- 
faches Hyperboloid,  deren  beide  Regelscharen  aus 
den  Strahlen  jener  Linienpaare  bestehen. 

Wir  gehen  jetzt  zu  dem  zweiten  Falle  über,  der  als  eine 
Specialisierung  des  vorigen  anzusehen  ist.  Fallen  nämlich 
die  beiden  Strahlen  Ü,  und  .9,  in  der  Kbene  s,  zusammen, 
so  müssen  auch  die  Punkte  {  und  g  auf  s,  mithin  auch  die 
Strahlen  l  und  g  zusammenfallen,  und  es  begegnen  sieh  die 
Strahlen  li{ffi)  und  l[ff)  in  einem  Punkte  ©,  Dieser  ist  ein 
ausgezeichneter  Funkt  der  Fläche  F'-^K  Denn  eine  beliebige 
durch  g  gelegte  Ebene  kann  die  Fläche  nur  noch  in  einer 
Geraden  l^  schneiden,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  und  in 
unserem  Falle  mufs  L  durch  den  Punkt  ©  gehen;  denn 
ginge  4  nicht  durch  ©,  so  würde  sie  die  Berührungsebene 
6i  in  einem  Punkte  treffen,  der  nicht  in  dem  Strahle  jO,  (| 
läge.  Die  Ebene  £,  hat  aber  keine  andern  Punkte  mit  der 
Fläche  i^^'  gemein,  als  den  Doppelstrahl  ]D|l|;  daher  niuls 
Ix  durch  15  geheu;  ebenso  hätten  wir  zeigen  können,  dafs 
alle  ffx  durch  ©  gehen  müssen;  es  schneiden  sich  also  sämt- 
liche Geraden  Ix  und  g^  in  demselben  Punkte  ©  und  die 
Oberfläche  2.  0.  i^*'  degeneriert  daher  in  einen  Kegel,  dessen 
Mittelpunkt  ©  ist  und  dessen  Strahlen  die.  beiden  Regel- 
scharen Ix  und  g^  in  sich  vereinigen.  Wir  haben  in  diesem 
zweiten  Falle  folgendes  Ergebnis: 

Wenn  es  einmal  vorkommt,  dai's  eine  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  in  einem  ihrer  Punkte  eine 
Berührungsebene  hat,  deren  Schnittkurve  mit  der 
Fläche  ein  zusammenfallendesLinienpaar(d.  h.  nur 
eine  gerade  Linie)  ist,  dann  ist  dies  immer  der 
Fall:  alle  diese  geraden  Linien  gehen   durch  einen 
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festen  Punkt  wnd  sind  die  Strahlen  eines  Kegeis 
zweiter  Ordnung,    in   welchen   die  F*-^'    degeneriert. 

Eine  noch  weitere  Specialisierung  wäre  denlibar  und 
würde  eintreten,  wenn  die  um  |COi]  =  e  gedrehte  Ehene 
I  mit  dem  entsprechenden  Strahle nbUschel  Xj  in  der  Ebene 
£j  perspektivisch  läge,  so  dafs  jede  Ebene  |  durch  den  ent- 
sprechenden Strahl  iCi  ginge.  In  diesem  Falle  würde  die 
ganKe  Ebene  e^  einen  Teil  der  F'-^>  bilden;  da  aber  auch 
lOiOl«/",  die  Ebene  (p  zur  entsprechenden  hat,  der  Ebene 
1^1 /i]  ^^"^  Strahl  [gg)[  entspricht,  und  die  erstere  mit  ^  zu- 
sammenfällt, so  muTs  auch  die  ganze  Ebene  q>  einen  Teil 
der  Fläche  F<.^  bilden;  dieselbe  zerfällt  also  in  ein  Ebenen- 
paar, und  andere  Punkte  derselben  können  nicht  vorkommen; 
auch  kann  das  Ebenenpaar  als  ein  besonderer  Fall  des  Kegels 
anfgefaist  werden  und  beide  sind  besondere  Fälle  der  gerad- 
linigen Oberfläche  zweiter  Ordnung. 

Jetzt  bleibt  uur  noch  der  dritte  Fall  übrig,  der  nun  in 
der  That  zu  einer  neuen  Gattung  von  Flächen  zweiter 
Ordnung  führt,  die  keine  geraden  Linien  enthalten. 
Wenn  die  erzeugenden  Bündel  O  und  O,  so  liegen,  dal's 
eine  um  den  Verbindunga strahl  |OOi|  =  e  gedrehte  Ebene 
I,  deren  entsprechender  Strahl  a:^  in  der  Ebene  «j  sich  um 
Ol  dreht,  niemals  durch  diesen  entsprechenden  Strahl  a^, 
hindurchgeht,  also,  wofern  [ g f,  |  ==  ic  bezeichnet  wird,  die 
projektivischeu  Strahlenbüschel  x,  x^  keine  reellen  Doppel- 
strahlen  haben,  dann  enthält  das  Erzeugnis  der  reziproken 
Bündel  keine  geraden  Linien.  Denn  gehijrte  irgend  eine  Ge- 
rade Ix  der  Fläche  J^^'  an,  so  mülste  die  Ebene  [l;^  O]  die 
Fläche  in  einer  zweiten  durch  O  gehenden  Geraden  g  und 
die  Ebene  [hO,}  die  .P^l  in  einer  zweiten  durch  Oj  gehen- 
den Geraden  jr,  schneiden;  es  mülste  ferner  die  Ebene  [^O,] 
die  i^^'  in  einer  zweiten  durch  D,  gehenden  Geraden  l^  und 
die  Ebene  [jf,  O]  die  .P^'  in  einer  zweiten  durch  O  gehenden 
Geraden  l  schneiden.  Die  beiden  Ebenen  [gl]  und  [g^  i,] 
enthielten  also  die  in  Linienpaare  zerfaHendeii  Kegelschnitte 
der  i^<^',  welche  in  O  und  O,  ihre  Doppelpunkte  haben;  es 
müf'sten  also  [y^]  =  9*  nnd  f*/, /,] -=  e,  die  Beriihrungsebenen 
in  £>  und  D,  sein  und  Liuienpaare  enthalten ,  was  gegen  die 
Voraussetzung  ist.    Wir  schliefsen  also  für  diesen  dritten  Fall: 
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Wenn  es  eiumat  vorkommt,  dafs  eine  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  in  einem  ihrer  Punkte 
eine  Berühniugsebene  hat,  welche  mit  der  Fläche 
keinen  weiteren  Punkt  als  diesen  Berührungspunkt 
gemein  hat  (oder  in  einem  imaginären  Linienpaar 
mit  reellem  Doppelpunkt  die  Flüche  schneidet),  so 
ist  dies  immer  der  Fall;  die  Fläche  enthält  über- 
haupt keine  geraden  Linien. 

Hier  tritt  nun  ein  wesentlicher  Unterschied  auf  gegen 
den  früheren  Hauptfall.  Während  wir  beim  Hyperboloid  mit 
Hilfe  der  durch  O  und  O,  gehenden  Linienpaare  g  l  und  p,  i, 
die  in  den  Berührungaebenen  liegen,  auch  das  durch  jeden 
beliebigen  Punkt  der  F*^'  gehende  Linienpaar  g^l^  finden 
konnten,  indem  wir,  wenn  j;  ein  Punkt  der  Fläche  Fi^>  ist, 
die  Schnittlinie  der  Ebenen  [ßj:]  und  [^, );],  welche  sich  in 
l^  schneiden,  sowie  der  Ebenen  [?j:]  und  [l]V]t  welche  sich 
in  ff;c  schneiden,  konstruieren,  fehlt  jetzt  dies  Hilfsmittel; 
wir  haben  nur  die  beiden  Berühi'imgseheuen  (p  und  £,  in  den 
Mittelpunkten  der  Bündel  00|,  welche  iu  doppeltem  Sinne 
dem  Yerbindungsstrahl  |iODj|  entsprechen,  und  es  wird  sich 
zunächst  die  Aufgabe  darbieten: 

In  einem  beliebigen  Punkte  y  des  Erzeugnisses 
zweier  reziproken  Bünde!  O  und  D,  die  Berüh- 
rungsebene  zu  konstruieren. 

Diese  Aufgabe  läfst  sich  auch  so  aussprechen:  Durch 
einen  gegebenen  Punkt  >■  einer  nicht- geradlinigen  Fläche 
J''*^'  eine  solche  Ebene  tj  zu  legen,  welche  mit  F'-^^  den 
einzigen  reellen  l'unkt  ;i'  gemeinschaftlich  hat,  d,  h.  die  F*^> 
in  einem  imaginären  Linienpaar  schneidet,  dessen  reeller 
Doppelpunkt  y  ist;  es  wird  zuerst  die  Vorfrage  zu  beantwor- 
ten sein,  ob  es  eine  solche  Ebene  wirklich  giebt.  Eine  Ebene, 
die  durch  einen  gegebenen  Punkt  >■  gehen  soll,  wird  bestimmt 
sein  durch  zwei  von  x  ausgehende  gerade  Linien,  welche 
in  ihr  liegen  sollen.  Nach  der  Forderung  der  Aufgabe 
müssen  zwei  solche  Gerade  a  und  b  Tangenten  der  F^^^  sein, 
d.  h.  die  beiden  Schnittpunkte  einer  solchen  Geraden  mit 
F^l  müssen  in  den  Punkt  y  hineinfallen.  Ist  dies  nun  der 
Fall  für  die  Gerade  a  und  für  die  Gerade  b,  so  ist  [ab]  eine 
Ebene,  die  F^^  in   einem  Kegelschnitt  schneiden  mufs,  wie 

ScHiiOTER,  TLsov   d.  Olierfl.  3.  Ordu.  31 
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im  allgemeinen  jede  Ebene.  Dieser  Kegelschnitt  hat  aber 
die  besondere  Eigenschaft,  dal'a  y  ein  solcher  Punkt  desselben 
ist,  in  welchem  es  zwei  verschiedene  Tangenten  dieses  Kegel- 
schnitts giebt,  und  dies  ist  nur  möglich,  wenn  der  Kegel- 
schnitt aus  einem  reellen  oder  imaginären  Linienpaar  besteht, 
dessen  Doppelpunkt  j:  ist;  in  unserem  Falle  kann  das  Linien- 
paar nur  ein  imaginäres  sein,  weil  die  i*"'*'  keine  geraden 
Linien  enthalten  darf.  Diese  Eigenschaft  der  durch  a  und  h 
bestimmteil  Ebene  [ab']  =  Tj  zeigt  nun,  dafs  auch  jede  an- 
dere durch  j  in  der  Ebene  t^  gezogene  Gerade  nur  den  ein- 
zigen Punkt  f  mit  der  Fläche  i^'l^l  gemein  haben  kann,  also 
eine  Tangente  derselben  sein  mufs.  Aber  auch  umgekehrt 
müssen  sämtliche  Tangenten,  die  mau  im  Punkte  j:  an  der 
Fläche  F'^'  ziehen  kann  in  einer  und  dereelben  Ebene  Tj 
Hegen,  Denn  gäbe  es  noch  eine  Tangente  c  im  Punkte  j: 
der  i^<^*,  die  nicht  in  der  Ebene  z^  l^e,  so  würde  jede  durch 
c  gelegte  Ebene  ebenfalls  in  einem  imaginären  Linieupaare 
die  F*-^*  schneiden  müssen,  und  Überhaupt  jede  durch  j;  ge- 
legte Ebene,  welche  durch  zwei  Gerade  in  den  Ebenen  [«&] 
und  [«c]  bestimmt  wird,  die  durch  y.  gehen,  müfste  die 
gleiche  Eigenschaft  besitzen,  in  einem  imaginären  Linien- 
paare die  F^^>  zu  schneiden.  Die  ganze  Fläche  i^'^  würde 
also  nur  den  einzigen  reellen  Punkt  j;  haben,  d.  h.  sich  auf 
einen  imaginären  Kegel  mit  dem  reellen  Mittelpiinkt«  j:  re- 
duzieren (8.  42).     "Wir  scbliefsen  also: 

Sämtliche  Tangenten,  die  man  in  einem  Punkte 
j;  einer  Oberfläche  2.  0.  i^f^'  an  derselben  ziehen 
kann,  liegen  in  einer  Ebene  Tj,  welche  die  Berüh- 
rungsebene  der  JF'^'  im  Punkte  j:  heifst  und  die- 
selbe in  einem  reellen  oder  zusammenfallenden 
oder  imaginären  Linienpaare  schneidet.  Neu- 
nen wir  in  jedem  dieser  drei  Fälle  die  Berührungs ebenen 
hyperbolischer,  parabolischer  oder  elliptischer 
Art,  so  zeigt  die  vorige  Untersuchung,  dafs  bei  eiuer  ge- 
gebenen F^^>  die  sämtlichen  B  er  Uhr  ungs  ebenen  immer  der- 
selben Art  aeiu  müssen,  dafs  also  ■/..  B.  bei  einer  F'^i  nicht 
gleichzeitig  Berührungs  ebenen  hyperbolischer  und  elliptischer 
Art  vorkommen  können. 

In  unserem  Falle  nun  sind  sämtliche  Berührungsebeuen 


y  Google 


g  M.    Die  Bemhrungselieneii  einer  Oberfläche  2.  0.  483 

elliptischer  Art,  und  es  genügt,  um  in  einem  gegebenen 
Punkte  j:  der  J^®  die  Beriilirungsebene  rj  zu  ünden,  irgend 
zwei  Tangenten  derselben  in  dem  Punkte  j:  zu  ermitteln  und 
durcb  eine  Ebene  zu  verbinden.  Eine  Tangente  im  Punkte 
y  haben  wir  sebon ,  früher  gefunden  (S.  454).  Wenn  wir  in 
den  beiden  erzeugenden  Bündeln  O  und  O,  die  Strahlen 
lOyl  =^  s  und  |Oi>:|  ^  j/i  ziehen,  ao  entsprechen  ihnen 
gemäfs  der  reziproken  Beziehung  zwei  Ebenen  ^i  und  i;, 
deren  Schnittlinie  \iii]\  durch  y:  gehen  und  eine  Taugente 
der  Fläche  i^i^'  in  dem  Punkte  >■  sein  mul's.  Wenn  wir 
zweitens  die  Ebene  [OD,):]  legen,  so  schneidet  dieselbe  die 
Fläche  F*^^  in  einem  Kegelschnitt,  der  durch  [ODiJ]  geht, 
und  dessen  beide  Tangenten  in  O  und  O,,  die  Schnittlinien 
seiner  Ebene  mit  den  Berührungsebenen  <p  und  fi,  also  be- 
kannt sind;  um  die  Tangente  dieses  Kegelschnitts  im  Punkte 
y  zu  erhalten,  wenden  wir  die  bekannte  Konstruktion  aus 
der  Theorie  der  Kegelschnitte  au;  sei  der  Schnittpunkt: 

ClDrl, .,)-»      (|o,vi,  9)-b 

(lOO.I,  |al|)  =  c, 

SD  ist  \yz\  die  gesuchte  Tangente;  die  Ebene,  welche  durch 
die  SchuittHnie  \ijij\  und  den  Punkt  c  gelegt  werden  kann, 
ist  also  die  gesuchte  Berührungsebene  t^  im  Punkte  j:  der  F^^K 
Koch  kürzer  wird  die  Konstruktion,  wenn  wir  ein  für  alle- 
mal die  Schnittlinie  der  beiden  Berührungsebenen  in  O 
und  Ol 

ziehen,  durch  ]sj,-|  eine  Ebene  legen,  welche  |ODi|  in  dem 
Punkte  c'  begegnet  und  zu  |OOiC'|  den  vierten  harmonischen 
Punkt  c  konstruieren,  welcher  dem  c'  zugeordnet  ist;  dann 
ist  die  durch  |||i;|  und  c  gelegte  Ebene  die  gesuchte  z^,  wie 
unmittelbar  einleuchtet. 

Aber  es  genügt  für  unsern  Fall,  in  welchem  alle  Be- 
rührungsebenen der  F'-'^^  elliptischer  Art  sind,  nicht,  dafs  wir 
für  jeden  Punkt  j:  der  jPI^I  die  Berührungsebene  r^  kon- 
struieren können,  sondern  wir  müssen  auch  in  dieser  Ebene 
das  imaginäre  Linienpaar  ermitteln,  welches  die  Durchschnitts- 
kurve  von  Tj  mit  F^'^'  ist,  ebenso  wie  wir  in  dem  Falle  des 
Hyperboloids  das  Linienpaar   g^l^    der  beiden   Regelscharen 
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ermittelt  haben.  Ein  imaginäres  Linienpaar  wird  vertreten 
durch  eine  eHiptische  Strahleüinvolution,  deren  imaginäre 
Doppel  strahlen  ein  solches  Linienpaar  bilden;  unsere  Auf- 
f^abe  kommt  demgemäfa  darauf  hinaus,  in  jeder  Berüh- 
rungsebene  r^  die  eHiptische  Strahleninvolution 
durch  y  zu  ermitteln,  deren  Doppelstrahlen  das 
gesuchte  imaginäre  Linienpaar  sind.  Hierzu  genügt 
es  für  die  beiden  Beröhningsebenen  e,  und  <p  in  den  Mittel- 
punkten O,  und  O  der  erzeugeudeu  Bündel  die  zugehörigen 
Strahlen! uvolutioneu  zu  finden,  was  in  folgender  Weise  ge- 
schehen kann :    Drehen  wir  um  den  Verbindungs strahl 

100,1  =  6  =  /-, 
eine  veränderliche  Ebene  |,  welcher  als  dem  Bündel  O  an- 
gehörig der  Strahl  Xj  des  Bündels  O,  entspricht,  der  in  der 
Berührungsebene  f,  liegen  mufs,  weil  ^  durch  e  geht,  dann 
beschreiben  wegen  der  reziproken  Beziehung  auf  der  Schnitt- 
linie : 

\rpe,]=s 

die  Du rchschnittsp unkte  der  Ebene  |  und  des  Strahles  x^ 
zwei  projektivische  Punktreihen,  welche  wir  mit  r  und  jr, 
bezeichnen  wollen.  Da  der  Ebene  [/",):,]  im  Bündel  O, 
wegen  der  reziproken  Beziehung  der  Strahl  |Of|  im  Bündel 
ö  entsprechen  mul's,  so  folgt,  dafs  wir  dieselben  beiden  pro- 
jektiyischen  Punktreiheu  auf  s  auch  erhalten,  weuu  wir  um 
|00,|  eine  veränderliche  Ebene  ijj  drehen,  welcher  als  dem 
Bündel  O,  angehorig  der  Strahl  j/ "des  Bündels  O  entspricht, 
der  in  der  Berfihrungsebene  «p  liegen  mufs,  weil  ij,  durch  /J 
geht;  dann  beschreiben  wegen  der  reziproken  Beziehung,  auf 
der  Schnittlinie  s  die  Schnittpunkte  der  Ebene  *;,  und  des 
Strahles  y  zwei  projektivische  Punktreihen  l),  und  i),  die  mit 
deil  vorigen  Punktreiheu  >■,  und  j  zusammenfallen. 

Wir  haben  also  auf  s  zwei  projektivische  Punktreihen, 
die  durch  die  reziproke  Beziehung  der  Bündel  OOj  gegeben 
sind.  Drehen  wir  um  |OD||  die  veränderliche  Ebene  5  =  *Ii 
der  in  doppeltem  Sinne,  als  den  Bündeln  £)  und  £),  an- 
gehörig, die  Strahlen  Xi  und  y  in  den  Ebenen  e,  und  g> 
entsprechen,  bezeichnen  wir  die  Durchsehnittsp unkte  der 
Ebene  K?],)  mit  s  durch  f:{Xi,)  die  Treffpunkte  der  Strahlen 
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3^1  und  y  -mit  s  durch  T[  ind  tj  und  konstruieren  den  vierten 
harmonischen  Punkt  zu  x^Vi  und  r(5i),  dem  letzteren  zu- 
geordnet, il.  h.  den  Punkt  y  ,  so  dal's  (V|l)Vt')=  —  1  ist, 
dann  durchläuft  das  Punktepaar  j:v'  bei  der  Bewegung  eine 
Punktinvolution  auf  s  (S.  15ff.),  welche  mit  O  und  SDj  vev- 
hnndeu  zwei  Strahleninvolutionen  in  den  Ebenen  ip  und  e^ 
liefert,  deren  Doppel  strahlen  l  und  i/,  gy  und  ?,  die  Linien- 
paare dieser  Berührungsebenen  sind.  In  unserem  Falle  ist 
die  Punktinvolution  auf  a  eine  elliptische,  also  die  Linien- 
paare sind  imaginär  und  werden  vertreten  durch  die  kon- 
struierten Strahlen  in  volutioiien  in  den  Ebenen  rp  und  s^. 
Wenn  wir  jetzt  eine  beliebige  Ebene  |  im  Kaume  nehmen, 
welche  ilie  2'''^'  in  einem  (reellen  oder  imaginären")  Kegel- 
schnitt l^-^'  schneidet,  so  wird  §  die  beiden  Straliien  in  volu- 
tioiien in  fp  und  f,  längs  Punktinvolutionen  schneiden,  die 
dem  Kegelschnitt  ^(^'  offenbar  zugehöreu  müssen,  weil  die 
Schnittlinien  \%q)\  und  ||£, |  der  i''!*'  in  (reellen  oder  imagi- 
nären) Punktepaaren  begegnen,  die  durch  jene  Punktinvolu- 
tionen vertreten  werden.  Haben  wir  also  insbesondere  einen 
Punkt  j:  der  i*''^'  und  die  Berührnngsebene  Tj  in  demselben 
konstruiert  (s.  o.),  so  schneidet  dieselbe  die  Berührungs- 
ebenen fp  und  f|  in  Strahlen,  welche  die  Träger  bekannter 
Punktinvolutionen  sind,  die  von  den  Strahlen  Involutionen  in 
tp  und  e,  ausgeschnitten  werden.  Der  Punkt  f  mit  der  einen 
oder  der  andern  Punktinvolution  verbunden  liefert  daher 
eine  Strahlen  Involution  in  der  Ebene  Tj,  welche  das  (reelle 
oder  imaginäre)  Linienpaar  vertritt,  das  in  dieser  Berührungs- 
ebene enthalten  ist.  Dadurch  ist  die  vorgelegte  Aufgabe  ge- 
löst auch  für  den  Fall  der  nicht  geradlinigen  Fläche  i^'^'. 

§  55.  Die  Polareigenschaften  der  F^^''. 
Wenn  eine  beliebige  Gerade  g  der  Fläche  2,  0.  i*''*'  in 
zwei  reellen  Punkten  begegnet,  so  mui's  jede  Ebene,  welche 
durch  g  gelegt  wird,  die  J''*'  in  einem  Kegelschnitt  schneiden, 
der  durch  dieselben  beiden  Punkte  geht,  d.  h.  alle  diese 
Kegelschnitte  müssen  g  zur  gemeinschaftlichen  Seliante  haben. 
Wir  können  diese  Eigenschaft  erweitern  auch  für  den  Fall 
nicht  reeller  Schnittpunkte  auf  g,  indem  wir  das  Punktepaar 
durch   eine  (hyperbolische   oder   elliptische)   Punktinvolution 


y  Google 


486  §  55.     Die  Poliiieigenächaften  der  F'^K 

vertreten  lassea,  die  immer  reell  konstruiert  werden  kann 
vermittelst  der  gegebenen  die  i^'^*  erzeugenden  reziproken 
Bündel  O  und  Di- 

Wenn  wir  auf  der  Geraden  g  einen  veränderlichen  Punkt 
):  bewegen,  so  entspricht  dem  Strahle  [OjI  im  Bündel  O 
eine  Ebene  ^|  im  Bündel  O,,  welche  g  in  V|  treffe,  und 
bei  der  Bewegung  müssen  infolge  der  reziproken  Beziehung 
f  und  j,-,  projektiviscbe  Punktreihen  beschreiben.  Dieselben 
beiden  projektivisehen  Punktreihen  erhalten  wir  auch,  wenn 
wir  den  Strahl  lOiFil  iin  Bündel  Oi  nehmen,  dem  eine 
Ebene  |  im  Bündel  O  entsprechen  wird,  welche  durch  den 
vorigen  Punkt  j:  gehen  mufs,  denn  weil  der  Strahl  |Oi):|  =  a:^i 
in  der  Ebene  S^  liegt,  so  mufs  die  entsprechende  Ebene  ^ 
durch  |Opj  =  X,  also  durch  den  Punkt  y  gehen.  Wir  haben 
also  auf  g  zwei  projektivische  Punktreihen;  bezeichnen  wir 
jetzt  einen  beliebigen  Punkt  der  g  in  doppeltem  Sinne  auf- 
gefafst  als  ).■=  ^i,  so  entspricht  ihm,  als  der  einen  Piinkt- 
reihe  angehörig,  der  Punkt  Xj  '^6'*  andern  und,  als  der  andern 
Punktreihe  angehörig,  der  Punkt  i)  der  ersten;  nehmen  wir 
zu  den  drei  Punkten  j:,  i)  und  }:(=^  1),)  den  vierten  harmoni- 
schen dem  letzteren  zugeordneten  Punkt  j;',  so  daCs 

ist,  dann  werden  bei  der  Bewegung  y  und  v'  konjugierte 
Punkte  einer  Punktinvolution  sein,  deren  Doppelpunkte  zu- 
gleich die  Doppelpunkte  der  zusammenliegenden  projektivi- 
schen  Punktreihen  auf  g,  ä.  h.  die  Durchschnittspunkte  der 
Geraden  g  mit  der  Fläche  -F'^l  sind  {S.  15).*)     Wir   haben 


*)  Wollen  WH  iinfc  bolL  direlt  loii  der  ■lUBgespioclieui'ii  Be 
hauptung  überzeugen,  so  kann  dies  aut  folgende  Ait  gesciiehen 

Wu  vorbinden  den  doppelt  geducliten  Tiager  dei  beiden  pro 
jethvisthpn.  Pmiktreihen  i  i,  mit  iigend  zwei  Punkten  o  und  Oi,  die 
jn  emei  libene  mit  ihm  liegen,  durcb,  Strahlenbaschel  (o)  und  (o,'), 
welche  einen  Eegelaiiinitt  erieugeii  rnuBsen  weil  i  i|  projektiviaihe 
Punktreihen  durchlaiiten  Komaidieten  nun  i  =•  \i„  und  Bind  deitn  ent- 
spiechende  Punkte  j,  and  5,  bO  weiden  die  Schnittpunkte 

(lor),|o,i'il)  =  P        (lo«MoiD,|)  =  q 
anf  dem  vorigen  Kegelschnitte  iCi^l  liegen,  und  wir  erhalten  ein  deni- 
Belben  einbeschriebeneE  Viereck 

0    D,    p    q, 
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dadurcli  eine  bestimmte  Punktinvolution  auf  g  konstruiert, 
welche  immer  das  (reelle  oder  konjugiert-imaginäre)  Punkte- 
paar der  Durchschnittspunkto  von  g  niit  J'''^*  vertritt.  Wir 
wollen  diese  die  der  Goraden  g  in  Bezug  auf  F^^i  zugehö- 
rige Punktinvolution  nennen  und  wissen  von  ihr,  dal's  jedes 
Paar  konjugierter  Punkte  derselben  zugleich  ein  Paar  kon- 
jugierter Punkte  in  Bezug  auf  jeden  Kegelschnitt  i&t,  in 
welchem  irgend  eine  diireli  g  gelegte  Ebene  die  JF'^'  schneidet. 
Nehmen  wir  jetzt  einen  beliebigen  Punkt  ^}]  des  Raumes 
und  legen  durch  denselben  zwei  beliebige  Ebenen  a  und  ß, 
die  sich  in  einer  Geraden  g  schneiden,  so  ist  dem  Punkte  5ß 
der  Geraden  g  ein  bestimmter  Punkt  %'  in  der  zugehörigen 
Punktinvolution  konjugiert,  und  es  mul's  die  l'ulare  des 
Punktes  ^  sowohl  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  k''^',  in 
welchem  die  Ebene  ß  die  i*''^*  schneidet,  als  auch  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt  ^'^>,  in  welchem  die  Ebene  ß  die  J'''^' 
schneidet,  durch  den  Punkt  ^'  gehen;  die  beiden  Polaren 
von  ^45,  welche  wir  mit  l„  und  Ip  bezeichnen  wollen,  treffen 
sich  also  in  dem  Punkte  -^S'  und  liegen  daher  in  einer  Ebene. 
Legen  wir  eine  beliebige  dritte  Ebene  y  durch  den  Punkt  *P, 
und  schneidet  dieselbe  die  i^'"'  in  dem  Kegelschnitte  ;''^','ist 
ferner  ly  die  Polare  des  Punktes  5^  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt yi^',  so  mufs  nach  dem  Vorigen  ly  sowohl  la  als  auch 
lg  treffen,  und  da  beide  in  einer  Ebene  liegen,  so  mufs  auch 
ly  in  derselben  liegen.     Drehen    wir    die   Ebene   y   beliebig 

von  welchem 

(loBliIßill)  =  !■  ■-  IJi 
ein  Diagonalpunkt  ist.  Die  Polare  dieses  Punktes  x  ~~  ^i  ist  daher  die 
Verbindungslinie  der  beiden  übrigen  Diagonal  punkte,  und  diese  geht 
durch  den  vierten  harmonischen  Punkt  v'  »u  den  dreien  Xi  0  r(i)i),  d.  h. 

(viDnO 1; 

veräiidorn  wir  also  v  auf  g,  so  wird  x'  allemal  der  Schnittpunkt  der 
Polare  von  j:  in  Bezug  auf  S(3)  mit  der  Geraden  g  sein;  folglich  durch- 
lauft das  Piinktepaar  xx'  zufolge  der  bekannten  Polareigenschafteu 
eines  Kegelschnitte  diejenige  Punktinvolution  auf  p,  welche  dem  Eegel< 
schnitt  ßl2)  zugehört,  d.  h,  die  Doppelpunkte  dieser  Punktinrolution 
koiuzidieren  mit  den  Sohnittpnnkteu  von  g  und  ^(^)  oder  mit  den 
Doppelpunkteu  der-  ursprünglich  gegebenen  projektivischen  Pnnkt- 
reihen,  welche  1;  und  r,  auf  3  durehlanfen. 


y  Google 


488  g  55,     Die  Polareigenschaften  der  F'^*. 

um    den    festgehaltenen    Funkt   '4?,    mo   erhalten    wir   folgen- 
den Satz; 

Wenn  man  durch  einen  Punkt  '^  im  Räume  be- 
liebig viele  Ebenen  |  legt,  deren  jede  einer  gege- 
benen Fläche  2.  0.  F(i"  in  einem  Kegelschnitte  |W 
begegnet,  und  man  allemal  die  Polaro  des  Punktes 
*ß  in  Bezug  auf  den  Kegelaclmitt  |<^'  konstruiert,  mo 
liegen  diese  sämtlichen  Geraden  in  einer  und  der- 
selben Ebene  ji;  also  wird  auch  umgekehrt  jede  durch  '■^i 
gelegte  Ebene  |  die  Kbene  jr  in  einer  Geraden  aehneiden, 
welche  die  Polare  von  $  ist  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
g'^',  in  wokhem  die  Ebene  f,  die  -fl^'  schneidet.  Wir  wollen 
diese  zu  dem  Punkt  5|3  konstruierte  Ebene  z  die  Polar- 
ebene  des  Punktes  ^  in  Bezug  auf  die  Fläche  Fl^> 
nennen.     Wir  können  dies  Resultat  auch  so  ausapreehen: 

Wenn  man  durch  einen  Punkt  *$  des  Raumes 
beliebig  viele  Strahlen  zieht  und  auf  jedem  der- 
selben den  zu  •)^  konjugierten  Punkt  in  derjenigen 
Punktinvolution  bestimmt,  welche  dem  Strahle  in 
Bezug  auf  eine  gegebene  F'^>  zugehört,  so  liegen 
alle  diese  konjugierten  Punkte  in  einer  und  der- 
selben Ebene,  der  Polarebene  des  Punktes  5!p  in 
Bezug  auf  -F'^'.  Sind  die  Punktinvolutionen  hyperbolisch, 
also  ihre  Doppelpunkte  die  Schnittpunkte  des  Strahles  mit-F'^>, 
so  werden  dieselben  harmonisch  getrennt  durch  jedes  Paar 
konjugierter  Punkte;  wir  erhalten  also  die  Polarebene  von 
5p  auch  dadurch,  dafs  wir  durch  !^  Strahlen  ziehen  und  zu 
den  Schnittpunktpaaren  mit  F<-^>  die  zu  ^  zugeordneten  vierten 
harmonischen  Punkte  bestimmen.  Drei  solcher  Pnnkte  be- 
stimmen schon  die  Polarebene  a.  Wenn  zu  dem  Punkte  *ß 
die  Polarobene  n  konsti-uiert  ist,  und  wir  einen  beliebigen 
Punkt  ^^'  der  letzteren  nehmen,  so  sind  auf  dem  Verbindui^s- 
strahle  |^^45'|  diese  beiden  Punkte  konjugiert  in  der  zugehö- 
rigen Punktinvolution,  folglich  mul's  die  Polarebene  ro'  des 
Punktes  '^J'  durch  den  ersten  Punkt  ^i  hindurchgehen.  Wir 
können  also  folgenden  Satz  aussprechen: 

Wenn  man  auf  der  Poiarebene  jt  eines  Punktes 
^  einen   beliebigen   Punkt  '■)^'  nimmt,    so  mufs   die 
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Polarebene  ro'  desselben  durcli  den  aüfaüglichen 
Punkt  ^  hindurchgehen. 

Ziehen  wir  jetzt  die  Verbindungslinie  |'^5p'|  =  g  und 
nennen  die  Schnittlinie  der  beiden  Polarebenen  \7tn'\  =  g', 
so  wird  eine  beliebige  durch  ff,  also  durch  beide  Punkte  ^ 
und  ^'  gelegte  Ebene  §  die  Ebenen  a  und  ji'  in  zwei  Ge- 
raden schneiden,  welche  die  Polaren  der  Punkte  ^  und  ''^' 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  |'^'  sind,  iu  welchem  die 
Ebene  g  die  J^'^'  schneidet;  diese  beiden  Polaren  schneiden 
sich  in  dem  Punkte,  in  welchem  die  Gerade  g'  der  Ebene  ^ 
begegnet;  dieser  Punkt  O  ist  daher  der  Pol  der  Gemden 
l^^'l  =  S*  in  Bezug  auf  |'^',  also  miil's  die  Pularebene  von 
D  durch  g  gehen.  Und  auch  umgekehrt,  wenn  wir  einen 
beliebigen  Punkt  O  der  Geraden  g'  nehmen,  so  wird  seine 
Polarebene  durch  g  gehen  müssen,  denn  die  Ebene  [Qß] 
schneidet  rc  und  n  in  den  Polaren  der  Punkte  'p  und  5p'  in 
Bezug  auf  den  Durchschnittskegelschnitt ;  folglich  ist  für 
diesen  auch  g  die  Polare  von  O,  also  geht  die  Polarebene 
von  Q  durch  g.  Verändern  wir  den  Punkt  Q  auf  g,  so 
sehen 'wir,  dafs  für  sämtliche  Punkte  von  g'  die  Polar  ebenen 
durch  ff  gehen. 

Nehmen  wir  endlich  zu  O  den  konjugierten  Punkt  O' 
in  der  zu  g'  zugehörigen  Punkt  Involution ,  so  ist  zu  Q'  die 
Polarebene  die  Ebene  [f/Q].  Wir  haben  jetzt  vier  Punkte 
^  '^'  O  O',  die  in  eigentümlicher  Verbindung  stehen,  sie 
bilden  nämlich  die  Ecken  eines  Tetraeders  und  haben  zu 
Polarebenen  die  gegenüberliegenden  Seitenflächen  desselben 
(Polaitetiaeder  S  153)  Da  nun,  wie  wir  gesehen  haben,  von 
samthchen  Punkten  der  deiaden  g  die  Polaiebenen  dutch  g 
gehen  müssen  und  g  als  eine  ^anz  willkuiliche  (.lerade  nn 
Räume  mfzulassen  ist  (denn  wir  brauchen  nur  umgekehrt 
duich  die  willkürliche  Gerade  g  irgend  znei  Ebenen  zu 
legen  und  die  Pole  von  g  m  Bezug  auf  die  Durch schnitts- 
kegelschnitte  ^u  veibinden,  um  die  voiige  Figur  /u  erhalten), 
'-o  weiden  auch  die  Polarebenen  von  siratlicheu  Punkten  der 
deiiden  ff  durch  eine  und  dieselbe  neue  Geiade  liufen; 
diese  ist  dbei  g  denn  die  Polaiebenen  von  den  beiden 
Punkten  ^j  und  \  achneiden  sich  in  g  die  Geiaden  (f  und 
y    heifseu   aus    diesem    Giunde   konjugierte   Geiade    in 
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Bezug  auf  die  Fläche  J"'*'  und  besitze«  folgende  Eigea- 
schoft : 

Von  sämtlichen  Punkten  einer  Geraden  g  lau- 
fen die  Polarebenen  durch  eine  und  dieselbe  Ge- 
rade (/',  und  von  den  Punkten  der  Geraden  g  laufen 
wiederum  die  Polarebenen  sämtlich  durch  die  Ge- 
rade g;  solche  zwei  Gerade  imRaume  heiTsen  kon- 
jugiert. 

Nehmen  wir  jetzt  zwei  beliebige  Gerade  g  und  h,  die 
sich  in  einem  Punkte  '^  treffen,  so  müssen  die  zu  ihnen 
konjugierten  Geraden  g'  und  Ji  in  der  Polarebene  ji  des 
Punktes  '4^  liegen,  folglich  sich  auch  in  einem  Punkte  O 
treffen,  dessen  Polarebene  [ghj^'m  ist.  Fügen  wir  aber 
eine  beliebige  dritte  Gerade  l  in  der  Ebene  [gh]  hinzu, 
welche  in  g  und  Ij  den  Geraden  g  und  h  begegnet,  so  muTs 
die  konjugierte  Gerade  l'  sowohl  in  der  Polarebene  von  (^ 
liegen,  die  durch  g'  geht,  als  auch  in  der  Polarebene  von  l), 
die  durch  h'  geht.  Die  beiden  Polarehenen  schneiden  sich 
daher  in  einer  Geraden,  die  durch  den  Schnittpunkt  (^'A')=J!) 
gehen  mufs.     Wir  schliefsen  also: 

Wenn  zwei  Gerade  g  und  h  im  ßaume  sich 
treffen  (oder  in  einer  Ebene  liegen),  so  liegen 
auch  die  konjugierten  Geraden  i/  und  /('  in  einer 
Ebene  (oder  treffen  sich  in  einem  Punkte).  Die 
Ebene  [(/Ä]  ist  die  Polarebene  des  Punktes  (g'k'), 
und  die  Ebene  [(fh'}  ist  die  Polarebene  des  Punktes 
(gh).  Die  sämtlichen  Geraden,  welche  in  einer 
Ebene  je  liegen,  haben  zu  konjugierten  Geraden 
solche,  die  sämtlich  durch  einen  und  denselben 
Punkt  ^  laufen,  dessen  Polarebene  %  ist. 

Hierdurch  wird  einer  beliebigen  Ebene  si  des  Raumes 
ein  bestimmter  Punkt  *p  zugeordnet;  dieser  heilst  der  Pol 
der  Ebene  ^  in  Bezug  auf  die  Fläche  J^'^l  und  hat 
zu  seiner  Polarebene  die  anfängliche  Ebene  %.  Hieraus  folgt 
weiter : 

Wenn  von  irgend  einer  Ebene  n;  im  ßaume  der 
Pol  '■^  ist,  so  mufs  von  jeder  durch  *p  gelegten 
Ebene  je'  der  Pol  '^'  in  der  Ebene  je  liegen.  Von 
sämtlichen   Ebenen,   die  durch   eine  beliebige   Ge- 
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rade  g  des  Raumes  gelegt  werden,  liegen  die  Pole 
auf  der  konjugierten  Geraden  g.  Von  sämtlichen 
Ebenen,  die  durch  einen  beliebigen  Punkt  dea 
Eaumes  gehen,  liegen  die  Pole  in  einer  und  der- 
selben Ebene,  der  Polarobene  jenes  Punktes. 

Wir  haben  hierdurch  eine  vollständige  Zuordnung  Kämt- 
licher  Elemente  des  Haumes  in  Bezug  auf  die  Fläche  2''<^' 
erlangt:  Jedem  Punkt  des  Raumes  entspricht  eine  bestimmte 
Ebene,  seine  Polarebene,  jeder  Geraden  eine  bestimmte  Ge- 
rade, ihre  konjugierte  Gerade,  und  letzterer  wieder  die  erstere, 
jeder  Ebene  ein  bestimmter  Punkt,  ihr  Pol,  dessen  Polar- 
ebene wieder  diese  Ebene  ist.  Die  auf  diese  Weise  einander 
polar  zugeordneten  Elemente  des  Raumes  sind  noch  enger 
mit  einander  in  folgender  Art  verknöpft: 

Wenn  wir  einen  veränderlichen  Punkt  j:  die  feste  Gerade 
g  durchlaufen,  also  eine  gerade  Punktreihe  besehreiben  lassen, 
so  geht  seine  Polarebene  |  nicht  blofs  durch  die  konjugierte 
Gerade  g',  beschreibt  also  ein  Ebenenbüschel,  sondern  auch 
durch  den  zu  j;  konjugierten  Punkt  /  der  zu  g  zugehörigen 
Punktinvolution  in  Bezug  auf  die  Fläche  i^'^'.  Da  aber  bei 
einer  Punktinvolution  die  konjugierten  Punkte  -y.  und  i  zwei 
projektivische  Ptinktreihen  durchlaufen,  so  sind  auch  die  von 
V  beschriebene  gerade  Punktreihe  auf  g  und  das  von  %  be- 
schriebene Ebenenbüschel  mit  der  Axe  g'  pcojekti visch 
und  liegen  involutorisch.  In  gleicher  Weise  folgt,  dals, 
wenn  wir  um  g  eine  veränderliche  Ebene  |  drohen,  ihr  Pol  y 
auf  der  konjugierten  Geraden  g  eine  Punktroihe  durchläuft, 
welche  mit  dem  von  \  beschriebenen  Ebenenbüschel  pro- 
jektivisch  ist  und  involutorisch  liegt,  d.  h,  die  durch  g  ge- 
legten Ebenenpaare  \  und  \gi\  bilden  eine  Ebeneninvolution. 
Wir  schliefsen  also: 

Jede  Gerade  g  im  Räume  ist  gleichzeitig  der 
Träger  einer  bestimmten  zugehörigen  Punktinvo- 
lution und  die  Axe  einer  bestimmten  zugehörigen 
Ebeneninvolution  in  Bezug  auf  Fl^L  Die  Punkt- 
involution  wird  erhalten,  indem  wir  auf  g  einen 
veränderlichen  Punkt  i;  laufen  lassen,  dessen 
Polarebene  |  in  dem  konjugierten  Punkte  f  die  g 
trifft.    Die  Ebeneninvolution  wird  erhalten,  indem 
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wir  um  g  eine  v er Üiiderlicbe  Ebene  |  drehen  und 
deren  Pol  j:  mjt  ff  durch  die  konjugierte  Ebene  |' 
der  Ebeneninvolution  verbinden.  lat  g'  die  kon- 
jugierte Gerade  zu  ff,  so  liegt  die  Ebeneninvolu- 
tioji  der  Geraden  g  perapektiviscb  mit  der  Punkt- 
involution der  Geraden  g'  und  die  Ebeneninvolu- 
tion der  Geraden  g  perspektivisch  mit  der  Punkt- 
involiition  der  Geraden  ff.  Sobald  wir  zwei  konjugierte 
Gerade  g  ff'  haben,  sind  also  ihre  Ebenen  in  vohitionen  durch 
ihre  Punktinvolufcionen  mit  gegeben  und  umgekehrt. 

Wenn  wir  ferner  von  einem  beliebigen  Punkte  '^  des 
Raumes  die  Polarebene  7t  nehmen  und  einen  veränderlichen 
Punkt  V  in  dieser  Ebene  jt  wandern  lassen,  so  wird  seine 
Polarebene  |  die  Ebene  ir  in  einer  Geraden  l^  schneiden, 
so  dafs  p  und  ?j  Pol  und  Polare  eines  bestimmten  ebenen 
Polarsystems  bilden  (Th.  d.  K.  §  56);  denn  sobald  sich  x 
auf  einer  Geraden  ff  bewegt,  mufs  sich  l^  um  einen  festen 
Punkt  drehen,  den  Durchbohrungspunkt  der  konjugierten 
Goraden  ff'  mit  der  Ebeue  je;  die  von  ^  beschriebene  Punkt- 
reihe und  das  von  üj  beschriebene  Strahlenbüschel  sind  pro- 
jektivisch  und  liegen  involutorisch,  wodurch  die  charakte- 
ristische Eigenschaft  des  ebenen  Polarsystems  vollständig 
erwiesen  ist.  Ziehen  wir  andererseits  durch  'Jß  einen  ver- 
änderlichen Strahl  X  und  verbinden  den  konjugierten  Sti'ahl 
x  (welcher  in  der  Polarebene  rc  liegt)  mit  ^  durch  eine 
Ebene  s^,  so  sind  x  und  b^  Polarstrabi  und  Polarebene  eines 
Polarbündels  (S.  30),  welches  ^  zum  Mittelpunkt  hat  uad 
perspektivisch  liegt  mit  dem  ebenen  Polarsystem  in  der 
Ebene  ir.     Wir  haben  also  folgendes  Resultat: 

Jede  Ebene  x  im  Räume  ist  der  Träger  eines 
ebenen  Polarsystems,  für  welches  irgend  ein 
Punkt  V  und  die  Diirchscbnittslinie  l^  seiner  Polar- 
ebene  g  mit  der  Ebene  M  Pol  und  Polare  sind; 
jeder  Punkt  '^i  im  Räume  ist  der  Mittelpunkt  eines 
Polarbündels,  für  welches  irgend  ein  Strahl  x 
durch  *p  und  die  Verbindungsebene  b^  des  konju- 
gierten Strahles  x  mit  '^  Polarstrahl  und  Polar- 
ebene sind.  Ist  *p  der  Pol  der  Ebene  jt  in  Bezug 
auf   F^^\    so    liegen    das    dem   Punkte  *)3   zugehörige 
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Polai-bündel  und  das  der  Ebene  je  zn gehörige 
ebene  Polaraystem  perspektivisch. 

Ein  solches  Gebilde,  wie  wir  es  hier  vermitteist  der 
Fläche  jf*''^>  konstruiert  haben,  heifat  ein  räumliches  Polar- 
sjstem  (S.  126).  Es  bleibt  uns  jetzt  noch  übrig,  die  inci- 
denten  Elemente  tlesselheu  aufzusucheu,  nämlich  die  sämt- 
lichen Doppelelemeute  der  darin  auftretenden  Pnnkt-  und 
Ebeneninvolutionen. 

Von  vornherein  wissen  wir,  dafs  auf  jeder  Geraden  ff 
die  beiden  Doppelpunkte  der  zugehörigen  Pnnktinvolution 
diejenigen  Punkte  sind,  in  welchen  die  Gerade  g  die  Fläche 
J^'^'  schneidet,  ferner  dafs  in  jeder  Ebene  tt  der  Kenikegel- 
schnitt  des  zugehörigen  ebenen  Polarsystems  derjenige  Kegel- 
schnitt Jt'^'  ist,  in  welchem  die  Ebene  n  die  Fläche  F'-^^ 
schneidet.  Die  Gesamtheit  der  Punkte  im  räum- 
lichen Polarsystem,  deren  Polarebenen  durch  sie 
selbst  gehen,  bildet  also  die  Fläche  F^^K  Nehmen 
wir  aber  in  einer  beliebigen  Ebene  ji  einen  solchen  beson- 
deren Punkt  y,  dessen  Polare  t^  des  der  Ebene  n  zugehö- 
rigen ebenen  Polarsyatems  durch  %  selbst  geht,  so'  ist  be- 
kanntlich (j  eine  Tangente  des  Kernkegelschnitts  w'^',  in 
welchem  die  Ebene  w  die  Fläehe  JP'I^'  schneidet  und  y  der 
Berührungspunkt  dieser  Tangente;  ij  ist  also  auch  eine  Tan- 
gente der  Fläche  i^'l^'  selbst.  Nehmen  wir  nun  den  Pol  ^ 
der  Ebene  a  und  legen  eine  Ebene  t^  durch  t^  und  *)?,  so 
ist  die  Ebene  Tj  die  Polarebene  des  Punktes  y  im  räum- 
liehen Polarsystera.  Diese  schneidet  die  Flache  F*-^^  in  einem 
neuen  Kegelschnitt  von  besonderer  Art.  Dieser  mufs  näm- 
lich einmal  /,  zur  Tangente  haben,  oder  j:  und  t^  müssen 
Pol  und  Polare  für  ihn  sein  und  zweitens  müssen  auch  ^  und  i^ 
Pol  und  Polare  für  ihn  sein.  Dies  ist  aber  nicht  anders 
möglich,  als  wenn  er  zerfällt  in  ein  reelles  oder  imaginäres 
Linienpaar,  dessen  reeller  Doppelpunkt  der  Punkt  j:  ist.  Jede 
Ebene  aber,  welche  die  Flache  J^'^'  in  einem  reellen  oder 
imaginären  Linienpaar  schneidet,  ist,  wie  wir  wissen  (S.  482), 
eine  Berührungs ebene  der  Fläche  Ff^*-  also  die  Polar- 
ebenen  sämtlicher  Punkte,  die  der  Fläche  F'-^'  selbst 
angehören,  sind  die  Berührungaebenen  der  Fläche 
F^^i   und   ihre    Pole,    die  in    ihnen    liegen,    die    Be- 
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rührungspunkte  derselljen.  Dasselbe  ergiebt  sicli  auch 
aus  folgender  BetraehtuLg : 

Eine  beliebige  Gerade  g  im  Räume  ist  die  Axe  einer 
Kugehörigen  Ebenen! uvolution  in  Bezug  auf  F'^\  welche  mit 
der  der  konjugierten  Geraden  //'  zugehörigen  Punktinvolution 
perspektivisch  liegt.  Die  Doppelpunkte  der  letzteren,  mit  g 
verbunden,  liefern  also  die  Doppelebenen  der  ersteren.  Eine 
solche  Doppelebene  geht  daher  durch  ihren  Pol  selbst  hin- 
durch; bezeichnen  wir  sie  mit  Tj  und  ihren  Pol  mit  j,  so 
sehen  wir,  dafs  jede  Gerade  in  Tj  zur  konjugierten  Geraden 
eine  solche  haben  mul's,  die  durch  y  geht.  Hieraus  folgt, 
dafs  für  dasjenige  ebene  Polarsystem,  welches  der  Ebene  r^ 
angehört,  zu  jeder  beliebigen  Geraden  einer  und  derselbe 
Punkt  >■  der  Pol  ist,  und  hieraus  schliefsen  wir,  dafs  der  Kern- 
kegelschnitt dieses  besonderen  Polarsystems  ein  (reelles  oder 
imaginäres)  Linienpaar  sein  mufs,  dessen  immer  reeller 
Doppelpunkt  y  ist.  Also  ist  r^  eine  B.erührungsebene  der 
Fläche  i*'!^!  und  y  ihr  Berührungspunkt,  Einer  solcher  be- 
sonderen Geraden  g,  welche  in  der  Ebene  r^  liegt  und  zu- 
gleich durch  j  geht,  mufs  eine  Gerade  g  konjugiert  sein, 
die  durch  j:  geht,  weil  g  in  rj  liegt,  und  die  zugleich  in  Tj 
liegt,  weil  g  durch  j:  geht.  Diese  beiden  konjugierten  Ge- 
raden g  und  g'  treffen  sich  also  in  einem  Punkte  >:  und  liegen 
zugleich  in  einer  Ebene  Tj.  Drehen  wir  g  um  den  Punkt  y 
in  der  Ebene  Tj,  so  dreht  sich  auch  g'  in  derselben  Ebene 
um  denselben  Punkt.  Aus  der  Natur  des  räumlichen  Polar- 
systems folgt,  dafs  solche  besondere  Strahlenpaare  gg'  eine 
Strahleninvolution  durchlaufen,  deren  Doppelstrahlen  das 
Linienpaar  bilden,  in  welchem  die  Ebene  r^  die  Fläche  i^w 
schneidet.     Wir  schliefsen  also: 

Zwei  konjugierte  Gerade  g  und  j/'  eines  räum- 
lichen Polaraystems  treffen  sich  im  allgemeinen 
nicht  im  Räume;  sobald  sie  sich  aber  insbesondere 
treffen  iu  einem  Punkte  >:,  liegen  sie  /.ugleicli  in 
einer  Ebene  Tj;  j:  und  ttj  sind  ein  besonderes  Paar 
von  Pol  und  Polarehene,  die  incident  liegen;  der 
Punkt  j  gehört  allemal  der  Kernfläche  F^-^Ulas  räum- 
lichen Polarsyatema  an,  und  Tj  ist  die  Berührungs- 
ebene   derselben    in    diesem    Punkte.     Drehen    wir 
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um  y  eine  veränderliehe  Gerade  x  in  der  Ebene  Tj, 
so  dreht  sich  auch  die  konjugierte  Gerade  x'  in 
derselben  Ebene  Tj  um  den  Punkt  ;:.  Das  Stra,h]en- 
paar  xx  beschreibt  eine  Strahleninvolution,  de- 
ren Doppelstrahlen  ein  (reelles  oder  imaginäres) 
Linienpaar  bilden,  in  welchem  die  Ebene  ij  die 
Fläche  JPP'  schneidet. 

Wir  bemerken  noch,  was  sich  nach  dem  Vorigen  von 
selbst  versteht; 

Durch  eine  beliebige  Gerade  y  gehen  im  all- 
gemeinen zwei  Berührungsebenen  an  eine  Fläche 
y.  0.  F'^\  Diese  sind  die  Doppel  ebenen  der  Ebenen- 
involution,  welche  der  Geraden  g  im  räumlichen 
Polarsysteme  zugehört,  dessen  Kernfläche  JF'"''  ist. 
Durch  einen  beliebigen  Punkt  *):J  im  Räume  gehen 
unendlich-viele  Berührungsebenen  an  die  Fläche 
Fi^l  Diese  umhüllen  einen  Kegel  2.  0.  q3l*>,  den 
Kernkegel  des  Polarbündels,  welches  dem  Punkte 
Sp  im  räumlichen  Polarsystem  zugehört.  Die  Be- 
rührungspunkte sämtlicher  aus  einem  Punkte  ''^ 
an  eine  Fläche  F'^^  gelegten  Berührungsebenen 
liegen  in  einer  Ebene,  der  Polarebene  sr  des  Punk- 
tes Sp,  und  bilden  einen  Kegelschnitt  w'*',  dessen 
Tangenten  mit  ^  verbunden  die  Berührungsebe- 
nen sowohl  der  Fläche  F'^^  als  auch  ihres  Berüh- 
rungskegela  ^'^'  sind.  Ein  Kegelstrahl  und  die  durch 
den  Berührungspunkt  desselben  gehende  Tangente  des  Kegel- 
schnitts 5r(*>  sind  allemal  zwei  konjugierte  Stralilen  im  räum- 
lichen Polarsyatem. 

Aus  der  vollständigen  Dualität,  welche  das  räumliche 
Polarsystem  beherrscht,  folgt  nun,  dafs  die  Fläche  2.  O,  i^'*' 
zugleich  eine  Fläche  zweiter  Klasse  *'^l  ist,  d.  h.  wenn 
wir  die  der  bisherigen  dual-gegenüberstehende  Untersuchung 
ansteilen,  indem  wir  anstatt  von  zwei  reaiproken  Bündeln  O 
und  SD^  auszugehen,  das  Erzeugnis  zweier  in  reziproker  Be- 
ziehung stehenden  ebenen  Felder  e  und  £j  aufsuchen,  also 
den  Ort  der  Ebenen  aufsuchen,  welche  einen  Punkt  j:  des 
Feldes  £  mit  dem  entsprechenden  Strahl  Xi  des  Feldes  £, 
oder  einen  Strahl  x  des  Feldes   e  mit  dem  entsprechenden 
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Punkt  i:,  des  Feldes  *,  verbinden,  dami  erhalten  wir  eine 
Gesamtheit  von  Ebenen,  welche  die  Berührungsebeneu  einer 
Fläche  zweiter  Klasse  sind.  Wenn  _wir  aber  in  analoger 
Weise,  wie  oben,  von  diesem  Erzeugnisse  der  beiden  rezi- 
proken ebenen  Felder  zu  dem  (Jebilde  eines  räumlichen 
Polarsystems  übergehen,  so  erhalten  wir  kein  neues,  sondern 
dasselbe  vorige  Gebilde;  nur  erscheint  die  Kerntiäche  des 
räumlichen  Polarsjstems  (i^'^1)  das  eine  Mal  als  Ort  von 
Punkten,  deren  Polarebenen  durch  sie  selbst  gehen,  das 
andere  Mal  als  Oi-t  von  Ebenen,  deren  Pole  in  ihnen  selbst 
liegen  (®'^>),  d.  h,  das  eine  Mal  von  Punkten  erfüllt,  das 
andere  Mal  von  Ebenen  umhüllt.  Wir  erkennen  also  hieraus 
die  Identität  der  beiden  dual  gegenüberstehenden 
Gebilde;  der  Fläche  2.  0.  und  der  Fläche  2.  Kl. 

§  5G,    Direkte  Konstruktion    des  räumliehen  Polarsystema 

einer  i'''-'  aus  zwei  dieselbe  erzeugenden 

reziproken  Bündeln. 

Wir  können  aus  der  Erzeugung  einer  Fläche  2.  0.  F^^> 
durch  zwei  reziproke  Bündel  O  und  O;  in  direkter  Weise 
zu  der  Konstruktion  des  im  vorigen  Paragraphen  beschrie- 
benen räumlichen  Polarsjstems  gelangen,  dessen  Kerufläche 
J'l*'  ist,  wie  folgt: 

Wenn  zwei  reziproke  Bündel  O  und  O,  ge- 
geben sind,  und  man  einen  beliebigen  Punkt  j: 
im  Räume  nimmt  (der  nicht  dem  Erzengnisse  der  beiden 
Bündel  angehört),  so  entspricht  dem  Strahle  |£lf|  =  x 
im  Bündel  O  eine  bestimmte  Ebene  1,  im  Bün- 
del 0[;  es  entspricht,  gleichfalls  dem  Strahle 
|D,j:)==^^im  Bündel  O,  eine  bestimmte  Ebene  fj 
im  Bündel  O;  durch  die  Schnittlinie  der  beiden 
Ebenen: 

lege  man  eine  dritte  Ebene,  die  durch  );  geht, 
und  die  zugeordnete  vierte  harmonische  Ebene  |, 
daqn  sind 

y    und     I 

Pol  und  Polar  ebene  eines  räumlichen  Polarsyatems, 
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dessen  Kernfläche  F^^>  das  Erzeugnis  der  gegebe- 
nen beiden  reziproken  Bündel  ist. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  zerfallt  in  mehrere  Teile;  zuerst 
uiitersuclien  wir  die  Veränderung  von  |,  sobald  jr  sich  auf 
einer  beliebigen  Geraden  g  fortbewegt. 

Bezeiehneu  wir  die  Ebene  [O^]  =  «,  und  entspreche 
dieser  dem  Bändel  d  angehikigen  Ebene  der  Strahl  a,  des 
Bündels  O,;  bezeichnen  wir  ferner  die  Ebene  {_^i9\  =  ßi, 
und  entspreche  dieser  dem  Bündel  D,  augehörigen  Ebene 
der  Strahl  h  des  Bündels  O.  Wenn  wir  jetzt  auf  der  Ge- 
raden (/  einen  veränderlichen  Punkt  j:  =  l),  bewegen,  so  ent- 
sprechen den  Strahlen  \Z>):\^x  |Di^i|==«/i  die  Ebenen  li 
und  7} ,  und  diese  müssen  zwei  projektivische  Ebenenbüschel 
besehreiben  um  die  festen  Axen  o,  und  b,  weil  beide  Ebenen- 
büschel projektivisch  sind  (vermöge  der  gegebeneu  reziproken 
Beziehung)  mit  der  von  j.'  =  Iji  beschriebenen  geraden  Punkt- 
reihe.     Die  Schnittlinie: 

durchläuft  also  eine  Regelschar  eines  Hyperboloids  §'^', 
dessen  zweiter  Regelschar  die  Strahlen  «,  und  h  angehören. 
Legen  wir  jetzt  durch  die  Gerade  g  eine  beliebige  Ebene  s 
hindurch,  welche  den  Strahlen  ß,  und  h  in  den  Punkten  aj 
und  6  begegnen  möge,  so  wird  die  Verbindungslinie  |ai&| 
der  Geraden  g  in  einem  zweiten  Punkte  begegnen,  den  wir 
in  doppeltem  Sinne  mit  m  =  u,  bezeichnen  wollen;  den 
Strahlen  |Oi]i|  =  m  und  !Oi11,|  =  Mi  mögen  gemäls  der 
reziproken  Beziehung  der  beiden  Bündel  die  Ebenen  f*,  und 
V  entsprechen,  dann  haben  wir  in  den  beideu  reziproken 
Bündeln  die  entsprechenden  Elementenpaare: 

tt    und     a, 


und  wegen   der  reziproken  Beziehung  sind   in   der  Ebene  t 
die  vier  Strahlen: 
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.»    X    1«.,|     1»«] 
projelitivisch  mit  den  vier  Ebenen  durch  «, : 

Legen  wir  daher  durch  h  und  die  vier  ei-sten  Strahlen 
vier  Ebenen,  so  ist  das  Bttschel  der  Ebenen: 

\bm\     \hx]    1]    V 
projektivisch  mit  dem  zweiten  Ehenenbiischel  nm  die  Axe  a^, 
dessen  Elemente  wir  so  umstellen  können: 

[«.,W,j       [fl|?/|l       g,       ft,. 

Diese  beiden  projekti  vi  sehen  Ebenenbflschel  schneiden  die 
Ebene  s  m  zwei  proj  ekti  vi  sehen  Strahlenbüscheln,  welche, 
wie  unmittelbar  ersichtlich  ist,  perspektivisch  liegen  müssen, 
weil  in  der  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte  |a,t|  die 
Durehsehnittslinien  der  Ebenen  [ftm]  und  \a^n^\  mit  e  zu- 
sammenfallen, folglich  müssen  aneh  die  Dnrchschnittslinien 
entsprechender  Ebenen : 

11,^1  |(t,i.|  und  \\hx-\,\a,y,-]\ 
die  Ebene  s  in  drei  Punkten  einer  geraden  Linie  treffen. 
.Der  letztere  Punkt  ist  aber  kein  anderer  als  unser  anfäng- 
licher Punkt  )■  =  1),  auf  g;  folglich  mnfs  die  Ebene,  welche 
I  gj  ij  I  =  s  mit  y  verbindet,  durch  den  Punkt  gehen,  in  welchem 
die  Ebene  £  von  \ll^v\  getroffen  wird.  Dies  ist  aber  ein 
fester  Punkt,  der  nur  abhängt  von  der  Lage  einer  willkür- 
lich durch  g  gelegten  Ebene  t,  welche  wir  festhalten  können, 
während  %  =  l),  und  |,  und  »;  sich  verändern.  Die  variable 
Ebene  [sy\  geht  aber  nicht  nur  durch  den  einzigen  festen  Punkt, 
in  welchem  f  von  |^|f|  getroffen  wird,  sondern  auch  noch 
durch  einen  zweiten,  dritten  u.  s.  f.,  die  wir  erhalten,  wenn 
wir  £  um  g  drehen,  also  notwendig  durch  eine  feste  Axe,  wie 
wir  auch  unmittelbar  erkennen;  denn  die  Schnittlinie  |  (»,»'! 
gehört,  derselben  Regelschar  an,  welche  l^i^jj  =  s  beschreibt. 
Durch  den  festen  Punkt,  in  welchem  l/ii^l  von  b  getroffen 
wird,  gehi,  eine  und  nur  eine  Erzeugende  c  der  andern  Eegel- 
schar  des  Hyperboloids  ^'*';  die  Erzeugende  s  mul's  der  Er- 
zeugenden f.  begegnen,  d.  h.  die  durch  s  und  den  Schnitt- 
punkt von  Ifi-j^l  mit  s  gelegte  Ebene  mul's  durch  c  gehen. 
Diese  durch  s  und  den  Schnittpunkt  von  \^^v\  mit  e  gelegte 
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Ebene  ist  aber  identiscb,  wie  wir  gesehen  haben,  mit  der 
Ebene  [sj],  folglich  geht  die  variable  Ebene  [sy]  durch  den 
festen  Strahl  c,  d.  h.  durch  eine  feste  Erzeugende  c  des 
Hyperboloids  §i^',  welche  zu  derselben  Itegelschar  gehört 
wie  «1  und  h.  Wir  haben  daher  folgenden  ersten  Satz  ge- 
funden : 

Wenn  zwei  reziproke  Bündel  O  und  £),  gegeben 
sind,    und    man    verändert    einen  Punkt   y  =  1),    auf 
einer  üeraden  g,  so  entspricht  dem  Strahle: 
|Oj:|     =x  die  Ebene  gj  und  dem  Strahle; 

10)1)11  =  2/,  ',      >'     v; 

wird  die  Schnittlinie: 

mit  dem  Punkte  ).(t),)  durch  eine  Ebene  verbunden, 
ao  läuft  diese  veränderliche  Ebene  beständig  durch 
eine  feste  Gferade  c. 

Die  Schnittlinie  ||,ij[  =  s  durchläuft,  wie  wir  gesehen 
haben,  bei  dieser  Veränderung  eiue  Regelschar  eines  Hjper- 
poloids  §^*',  welcher  die  drei  Strahlen  Oyi  c  angehören,  wo 
«i  und  h  diejenigen  Strahlen  der  beiden  Bündel  D  O,  be- 
zeiclmen,  welche  den  Ebenen  [O^]  =  o  und  {0\ff]  "=  ßi 
entsprechen.  Da  vermöge  der  reziproken  Beziehung  der 
gegebenen  Bändel  der  Strahl  w  ein  ebenes  Strahlenbüschel 
in  der  Ebene  k  beschreibt,  welches  mit  dem  von  der  Ebene 
gi  =  [«j  s]  beschriebenen  Ebenenbüaehel  projektivisch  sein 
niufs,  und  wegen  der  Gmndeigenschaft  des  Hyperboloids  auch 
die  Ebenen  [a^s]  und  [es]  projektivische  Ebenenbüschel  be- 
schreiben, so  wird  auch  das  von  der  veränderlichen  Ebene 
[sj,']  beschriebene  Ebenenbüschei  (mit  der  Axe  c)  projek- 
tivisch sein  mit  der  ursprünglichen  von  jL-(t)i)  auf  ff  durch- 
laufenen Punktreihe. 

Wu:  haben  uim  auf  dem  Uyperboloid  §1^*  drei  feste 
Erzeugende  ayh  c  derselben  Regelschar  und  eine  veränder- 
liche Erzeugende  s  der  andern  Kegelschar  j  zu  den  drei 
Ebenen  [sct,]  [s&]  [scj  legen  wir  durch  s  die  vierte  harmo- 
nische der  letzteren  zugeordnete  Ebene  |;  diese  wird  das 
Hyperboloid  aufser  in  s  in  einer  einzigen  bestimmten  Er- 
zeugenden  g'   der  ersten  Eegelschar  schneiden,    und   es   iat 
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ersichtlich,  dais,  wihrend  die  EizeugpnJe  s  die  ganze  Regel- 
schar durchlauft,  die  Erzeugende  g  immei  dieselbe  bleiben 
mufa  I  denn  sei  s  eine  zweite  Erzeugende  dei  von  s  beschne- 
benen  Regelsthir,  so  muls  offenbai 

s{_a^hcg"\  A  s'[_a^he.g"\ 

sein,  wegen  des  Hyperboloids,  und  da  das  erste  Doppel  Verhältnis 
den  Wert  —  1  hat,  so  mufs  ihn  auch  das  zweite  Doppel- 
Verhältnis  haben,  d,  h.  die  zu  [s'«,]  \ß'b']  [s'e]  der  letzteren 
zugeordnete  vierte  harraoniäche  Ebene  niufs  durch  g'  gehen. 
Wir  haben  demnach  folgenden  zweiten  8atz: 

Wenn  zwei  reziproke  Bündel  D  und  O,  gegeben 
sind,  und  man  einen  Punkt  v  =  9[  ^'if  einer  festen 
Geraden  g  so  verändert,  dafs  den  Strahlen: 

\Z)v\=-x    und     |0,l)||=i/, 
die  Ebenen: 

Ii     und     7j 

entsprechen;  wenn  man  ferner  die  Schnittlinie: 

mit  dem  ursprünglichen  Punkte  J{\)^)  durch  eine 
veränderliche  Ebene: 

\>f\ 

verbindet  und  zu  dieser  die  zugeordnete  vierte 
harmonische  Ebene  ^  konstruiert,  während  1,7)  das 
andere  Paar  zugeordneter  Ebenen  sind,  dann  wird 
bei  der  Bewegung  von  x'(l)i)  die  Ebene  |  durch  eine 
feste  G  erade  g'  laufen  und  ein  Ebenenbüschel  be- 
schreiben, welches  mit  der  von  j;(^,)  beschriebenen 
geraden  Punktreihe  projektivisch  ist. 

Die  letztere  Behauptung  folgt  unmittel liar  aus  dem 
Vorigen,  weil  die  von  f{\)-^  beschriebene  gerade  Punktreihe 
mit  dem  von  {su^\  beschriebenen  Ebenenbüschel,  letzteres 
mit  dem  von  [sy]  beschriebenen  Ebenenbüschel,  und  (weil 
auch  g'  eine  Erzeugende  desselben  Hyperboloids  §i*>  ist) 
auch  mit  dem  von  §  =  \9'^\  beschriebenen  Ebenenbüschel 
projektivisch  sein  mufs;  folglich  beschreiben  auch  die  von 
einander  abhängigen  Elemente: 
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j;     und     I 
zwei  projektiv isuhe  Gebilde. 

Zu  dieser  Projebtivität  tritt  aber  noch  die  besondere 
Eigenschait  der  in volu torischen  Lage  beider  Gebilde 
hinzu,  die  das  räumliche  Polarsystem  charakterisiert.  Wir 
überzeugen  uns  von  derselben   durch  folgende  Betrachtung; 

Ist  zu  dem  willkürlich  gewählten  Punkte  ):(l),)  auf  der 
festen  Geraden  g  durch  die  obige  Konstruktion  die  entspre- 
chende Ebene  |  gefunden,  und  begegnet  dieselbe  der  Geraden  g 
in  dem  doppelt  aufzufassenden  Punkte  l)(r]),  so  ist  zum  Nach- 
weise der  iuvolutorischen  Lage  zu  zeigen,  dals  die  zu  dem 
Punkte  l)(r,)  durch  die  gleiche  Konstruktion  zu  ermittelnde 
Ebene  dureh  den  anrängtichen  Punkt  1,'(9|)  gehen  mui's. 

Smd  demgemäfs  die  den  Strahlen: 

10^1  =i>     und     10,1,1  =  r, 
eutsprechfudeu  Ebenen: 

ff,     und     p, 
80   haben   wir  in  den   beiden  reziproken  Bündeln  O  O,  vier 
Paare  entsprechender  Elemente: 

X  und  I,;     )j  und  j/, ;     p  und  ff,;     p  und  )\ 
und  aufserdem : 

[xp\    =  «    und     II,  ff,  I  =  a, 
■jjpI    =ö     und     [j/i*"]]  ==  ^1- 
Die  Tier  Strahlen: 

1) ^    P     i«'*?l     i«fl 

in  der  Ebene  a  haben  daher  ein  Doppelverhältnis ,  welches 
gleich  ist  dem  der  vier  entsprechenden  Ebenen  in  dem  Ebenen- 
büschel  mit  der  Axe  ö,  : 

i,     «,     [a.sj     [«,r,], 
welche  sich  bekanntlich  auch  so  umstellen  lassen: 
2)     ....     .      [«,*■,]     [«,)/,]     ff,     ||. 

Auf  der  Geraden  g  bestimmen  die  vier  Strahlen  1)  vier 
Punkte  und  die  Ebenen  2)  ebenfalls  vier  Punkte,  zwischen  denen 
die  Gleichheit  der  Doppel  Verhältnisse  stattfinden  mufs,  oder, 
was  dasselbe  sagt,  diese  vier  Paare  von  Punkten  sind  entspre- 
chende Elemente  projektivischer  Punktreihen.    Es  fallen  aber, 
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wie  unmittelbar  ereichtlich  ist,  bei  diesen  beiden  projekfcivi- 
sehen  Punktreihen  die  Endpunkte  eines  Paares  entsprechender 
gleicher  Strecken  verkehrt  auf  einander,  nämlich  die  beiden 
ersten  Punktepaare: 

V(l)i)     und     ij(r,); 
folglich   liegen   die   beiden  Punktreihen  iuvolutorisch,    d.   h. 
wir  haben  auf  g  drei  Punktepaai-e  einer  Involution: 
V  und  1);     (gi])  und  (giCf);     (gg)  und  (£r|,), 
und  aus  dieser  Involution  folgt  wieder  die  Projektivität: 

a  ).  (qi)  {g%^)\  A   (1)  );  ig^d  ige)]--, 

da^  link»  stehende  die-ici  beiden  Doppel  Verhältnisse  hat  aber 
dei  Kon^tiLiktion  zutolge  den  Wert  —  1,  folglieh  auch  das 
lechts  stehende  daher  i,eht  die  durch  die  Schnittlinie  der 
beiden  Ebenen  ff,  p  zu  diesen  beiden  und  zu  der  durch  '^{x^) 
gelegten  dritten  zugeoidnete  vierte  harmonische  Ebene  not- 
wendig duieh  den  anfänglichen  Punkt  l"(l)i),  w.  z.  b.  w. 

Hieiduich  ist  die  mvolutorische  Lage  der  von  den  beiden 
ibl  logigen  Elementen  x  und  |  auf  den  Trägern  g  und  g' 
beschiiebenen  bf  bilde  n a.chge wiesen ;  wir  können  also  dem 
vorhin  ausgespio ebenen  zweiten  Satz  den  folgenden  hinzu- 
fugen 

Die  vji  den  ibhingigeu  Elementen  t  und  '%, 
welche  die  obige  Konstruktion  lieferte,  bcsuhrie- 
benen  einfachen  Gebilde  sind  nicht  allein  projek- 
tiviseh,  sondern  liegen  auch  involutorisch. 

Wir   nennen  nun  diese  durch  die  anfängliche  Konstruk- 
tion ermittelten  abhängigen  Elemente: 
j:       und  I 

Pol     und     Polar  ebene 
eines  räumlichen  Polarsystems  und  haben  dadurch  die  cha- 
rakteristische Eigenschaft  desselben  gefunden: 

Wenn  j;  und  |  Pol  und  Polarebene  sind,  so 
mufs  von  jedem  Punkte  y:  der  Ebene  |  die  Polar- 
ebene I'  durch  ;;  gehen;  denn  verbinden  wir  y,  und  -p 
durch  eine  Gerade  g,  so  sind  f  und  j:'  ein  Punktepaar  einer 
Punktinvolution  auf  ^,  also  vertauschbar;  auf  jeder  Geraden  g 
im  Räume    wird  also  durch  das  räumliche  Polarsystem  eine 
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Punk  tili  voiution  hervorgerufen,  wie  wir  gesehen  haben,  indem 
jedem  Punkte  ^  der  Geraden  g  derjenige  Punkt  x'  konjugiert 
ist,  in  welchem  die  Polarebene  |  der  Geraden  g  begegnet. 
Wir  wissen  ferner,  dafa,  wenn  j:  sich  auf  einer  Geraden  g 
bewegt,  I  sich  um  eine  feste  Gerade  g'  drehen  mufs;  g'  ist 
also  die  Axe  einer  Ebenenin voiution,  welche  mit  der  Punkt- 
involution   auf  g    perspektivisch   liegt. 

Seiy  bestimmt  als  die  Schnittlinie  zweier  Polarebeuen  a 
und  ß  für  die  Punkte  a  und  6  der  Geraden  g,  dann  ist  ersicht- 
lich, dafs,  wenn  «'irgend  ein  Punkt  von  |k^|  =  g'  ist,  die  Polar- 
ebene von  a'  durch  a  gehen  mufs,  weil  a  in  «  liegt,  und  auch 
durch  6  gehen  mufs,  weil  a'  in  ß  liegt,  folglich  werden  die 
Poiarebenen  sämtlicher  Punkte  x  der  Geraden  g'  durch  die 
Gerade  g  gehen ;  die  Geraden  g  und  g'  sind  also  vertauschbar 
und  dürfen  daher  die  Bezeichnung  konjugierte  Gerade 
erhalten;  jede  ist  gleichzeitig  der  Träger  einer 
Punktinvolution  und  die  Axe  einer  Ebeneninvo- 
lution, und  zwar  liegt  die  Ebeneninvolution  der 
einen  Geraden  mit  der  Punktinvolution  der  kon- 
jugierten Geraden  perspektivisch. 

Nehmen  wir  einen  beliebigen  festen  Punkt  '']i  im  Räume 
und  drehen  um  ihn  einen  veränderlichen  Strahl  x',  so  wird 
die  konjugierte  Gerade  x  beständig  in  der  festen  Polarebene 
JE  des  Punktes  ^  liegen  müssen;  der  Strahl  /  durchbohre 
dieselbe  im  Punkte  x,  dann  bilden  x  und  x  Pol  und  Polare 
eines  ebenen  Polarsystems  [it],  wie  wir  sofort  erkennen;  denn, 
wenn  sich  j;  auf  einer  Geraden  bewegt,  so  di'eht  sich  x  um 
einen  festen  Punkt;  diese  beiden  konjugierten  Elemente  be- 
schreiben projektivische  Gebilde,  welche  involutorisch  liegen, 
und  hierdurch  ist  das  ebene  Polarsystem  vollständig  charak- 
terisiert. Verbinden  wir  gleichzeitig  !]j  mit  der  zu  x'  kon- 
jugierten Geraden  x  durch  eine  Ebene  |',  so  sind  x'  und  £,' 
Polarstrahl  und  Polarebene  eines  Polarbändels  mit  dem  Mittel- 
punkte ^;  dieses  Polarbündel  (^)  und  das  Polarsystem  [te] 
liegen  perspektivisch.     Also: 

Jede  Ebene  je  im  Räume  ist  der  Träger  eines 
ebenen  Polarsysteras,  für  welches  konjugierte  Ele- 
mente sind:  ein  beliebiger  Punkt  j:  derselben  und 
die  Durchschnittslinie  x  seiner  Polar  ebene  |  mit  je, 
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nämlicli  Pol  und  Polare  für  dieses  ebene  Polar- 
system.  Jeder  Punkt  $  im  Räume  ist  der  Mittel- 
punkt eines  bestimmten  Polarbündels,  fiär  welches 
konjugierte  Elemente  sind:  ein  beliebiger  Strabl 
x  und  die  Polarebene  §'  des  Durchscbnittspunktea 
von  x  mit  tc,  nämlich  Polarstrahl  und  Polarebene 
für  dieses  Polarbiindel.  Sind  gS  und  ;r  Pol  und 
Polarebene  des  räumlichen  Polarsystems,  so  lie- 
gen die  ihnen  zugehörigen  Gebilde:  das  Polarbün- 
del (*P)  und  das  ebene  Polarsystem  [ro]  perspek- 
tivisch. 

Nimmt  man  in  einer  beliebigen  Ebene  |  des  Baumes 
zwei  Gerade  g  und  //.  an,  die  sich  in  einem  Punkte  r'  treffen, 
so  müssen  die  konjugierten  Geraden  ff'  und  K  in  der  Polar- 
ebene t'  des  Punktes  j:'  liegen,  folglich  in- einem  Punkte  x 
sich  treffen,  dessen  Polarebene  |  ist.  Wir  erhalten  dadurch 
zu  jeder  Ebene  §  des  Raumes  einen  Punkt  x  zugeordnet, 
nämlich  denjenigen  Punkt  (Pol  der  Ebene  5),  dessen  Polar- 
ebene  nach  der  ursprünglichen  Konstruktion  |  ist. 

Wenn  die  Ebene  §  .  sich  um  einen  beliebigen  Strahl  g 
dreht,  so  bewegt  sich  ihr  Pol  x  ^^^  '^^^  konjugierten  Ge- 
raden /;  das  Ebenenbüschel  [|]  und  die  Punktreihe  {x)  sind 
projektivisch  und  liegen  involutoriseh  u.  s.  w. 

Wir  haben  dadurch  alle  in  doppelter  Weise  auftretenden 
Beziehungen  des  räumlichen  Polarsystems  aus  der  anfangs 
gegebenen  Konstruktion  heraus  nachgewiesen  und  dieselben 
Resultate  wie  in  §  19  wiedergefunden.  Es  bleibt  jetzt 
nur  noch  übrig,  indem  wir  die  besonderen  incidenten 
Ele  mente  des  räumlichen  Polarsystems  aufsuchen,  zu  zeigen, 
dal's  die  Kernfläche  desselben  mit  dem  Erzeugnis  7-'^'  der 
beiden  gegebenen  reziproken  Bündel  O  und  £),  identisch  ist. 

Nehmen  wir  insbesondere  an,  es  sei  x  «in  solcher  Punkt 
im  räumlichen  Polarsystem,  welcher  in  seiner  Polai'ebene  ^ 
liege,  so  könnt«  er  entweder  in  der  Schnittlinie  s  =  ||j i/ 1, 
durch  welche  |  geht,  oder  nicht  in  dieser  Schnittlinie  liegen. 
Im  letzteren  Falle  mülsten  aber  von  den  vier  harmonischen 
Ebenen,  welche  durch  s  gehen,  zwei  zugeordnete  koinzidieren, 
folglich  müfste  notwendig  auch  eine  der  beiden  übrigen  |, 
oder   ^    in    die    beiden    zusammenfallenden    hineinfallen;    es 
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müfste  also  j:  entweder  der  Schnittpunkt  von  x  und  1,  oder 
der  Schnittpunkt  von  j/,  und  jj,  auf  alle  Fälle  ein  Punkt  des 
Erzeugnisses  der  beiden  reziproken  Bühdel  sein.  Wir  wissen 
aber  aus  der  Konstruktion  zweier  reziproken  Bündel,  dafs 
wenn  t  der  Schnittpunkt  von  x  und  |,  ist,  er  auch  gleich- 
zeitig der  Schnittpunkt  von  y,  und  jj  sein  mufs,  also  iu  der 
Schnittlinie  [||jj|  =  s  liegt.  Der  vorhin  angenommene  P'all 
ist  also  nicht  zutreffend,  Hondern  sobald  j:  in  seiner  Polar- 
ebene  \  liegt,  niufs  es  gleichzeitig  in  |,  und  ij,  d.  h.  i\\ 
s=  !  1,1)1  liegen,  also  immer  ein  Punkt  des  Erzeugnisses  der 
beiden  reziproken  Bündel  O  und  Oj  sein,  d,  h.  der  Fläche 
F*^'  angehören. 

Allein  in  diesem  besonderen  Falle,  wenn  r  in  s  liegt, 
wird  die  Konstruktion  der  Polarebene  %  zunächst  unbestimmt, 
und  wir  haben  zu  ermitteln,  welche  besondere  L^e  sie 
dann  annimmt;  wir  wissen  nvir,  dafs  sie  durch  die  Schnitt- 
linie: 

ä-i?,ii 

geht,  welche,  wie  wir  früher  erkannt  haben  (S.  i54),  eine 
Tangente  der  F'^l  ist.  Wir  können  aber  die  gesuchte  Polar- 
ebene leicht  dadurch  ermitteln,  dafs  wir  zur  Geraden  s  die 
konjugierte  Gerade  s,  des  Polarsystems  konstruieren;  da  näm- 
lich s  den  Punkt  j:  enthält  und  gleichzeitig  in  der  Polar- 
ebene %  desselben  liegt,  so  wird  s,,  die  konjugierte  Gerade, 
in  %  liegen  müssen  und  zugleich  durch  y,  gehen.  Ist  also  s, 
konstruiert  {etwa  dadurch,  dafs  wir  von  einer  beliebigen 
andern  durch  s  gelegten  Ebene  den  Pol  bestimmen  und  den- 
selben mit  y,  verbinden),  so  wird  die  Ebene  jssj  die  gesuchte 
Polarebene  %  sein.  Bezeichnen  wir  unter  Abänderung  der 
bisherigen  Bezeichnung  ein  solches  besonderes  Paar  von  Pol 
und  Polarebene  y,  und  \,  die  incident  sind,  durch 

t  und  T, 
so)  ist  es  leicht  zu  sehen,  dafs  nicht  nur  t  ein  Punkt  der 
Fläche  i^<^i,  sondern  auch  r  die  Berührungsebene  in  dem- 
selben sein  mufs.  Denn,  da  die  konjugierten  Strahlen  s  und 
Si ,  welche  sich  in  t  troffen  und  zugleich  in  der  Ebene  r 
liegen,  die  Eigenschaft  besitzen,  dafs  die  Polarebenen  von  den 
Punkten    der    Geraden   s   durch    die    konjugierte    Gerade  Sj 
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laufen  imcl  um  gekehrt,  so  müssen  die  ijeideii  PunktinvoluLionen 
auf  s  und  s,  parabolischer  Natur  sern  (Th.  d.  K.  S.  51),  d,  h. 
ihre  Doppelelemente  zusammeufalleiid  haben  in  dem  Punkte 
t,  oder,  was  dasselbe  sagt,  es  kann  auf  den  Geraden  s  und  Sj 
kein  weiterer  Punkt  als  t  vorkommen,  dessen  Polarebene 
durch  ihn  seihst  geht.  Ein  Gleiches  gilt  für  ein  beliebiges 
anderes  Paar  konjugierter  Stralilen  der  Art,  wie  s  and  s,. 
Ziehen  wir  durch  t  in  der  Ebene  t  einen  beliebigen  andern 
Sti'ahl  s',  so  mufs  auch  sein  konjugierter  Strahl  sj  in  r 
liegen  und  durch  t  gehen,  und  wir  erhalten  auf  diese  Art 
unendlich- viele  Strahlenpaare  ^  s, ,  die  eine  Strahleninvolutiou 
bilden,  wie  aus  der  Natur  des  Pola-rsystems  folgt.  Diese 
Strahleninvolution  ist  entweder  hyperbolisch  oder  elliptisch; 
im  ersten  Falle  giebt  es  zwei  Doppelstrahlen,  d.  h.  zusammen- 
fallende konjugierte  Strahlen,  die  offenbar  ganz  der  .F'^l  an- 
gehören, wi;il  alle  ihre  Punkte  mit  den  zugehörigen  Polar- 
ebenen incident  sind;  im  zweiten  Falle  giebt  es  aufser  dem 
Punkte  t  keinen  weiteren  Punkt  in  der  Ebene  t.  Hieraus 
sehen  wir  (S.  48^),  dafs  t  die  Berührungsebene  der 
Fläche  F^^>  im  Punkte  t  ist,  und  haben  demgeinÜfs  folgendes 
Resultat : 

Wenn  in  dem  oben  konstruierten  räumlichen 
Polarsjslom  ein  Punkt  t  in  seiner  Polarebene  t 
liegt,  so  ist  t  ein  dem  Erzeugnisse  der  gegebenen 
reziproken  Bündel,  d.  h,  der  Fläche  F^^*  angehö- 
riger  Punkt,  und  r  die  Berührungsebene  der  .F*^' 
in  diesem  Punkte.  Die  Doppelpunkte  sämtlicher 
in  dem  Polarsystem  auftretenden  Punktinvolu- 
tionen liegen  auf  F'^'>;  die  Doppelebenen  sämt- 
licher im  Polarsystem  auftreteuden  Ebeneuinvo- 
lutiouen  berühren  F^^\  Wenn  sich  irgend  zwei 
konjugierte  Gerade  s  s,  des  räumlichen  Polar- 
systems im  Itaume  begegnen,  so  ist  ihr  Treff- 
punkt ein  Punkt  derj?''^',  und  die  tlurch  sie  gehende 
Ebene  die  Beruhrungsebene  der  .F'^'  in  diesem 
Punkte.  Wenn  zwei  konjugierte  Gerade  zusammen- 
fallen, so  gehören  alle  ihre  Punkte  der  ^f^»  an,  und 
alle  Ebenen  durch  dieselbe  sind  Berührungsebe- 
nen; die  F^^l  ist  dann  ein  einfaches  Hyperboloid. 
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Hinsiehtlich  der  weiteren  Untorsucliung  des  räumlichen 
Polarsystems  könn eil  wir  jetzt  auf  die  §§21^24  verweisen,  wo 
die  allgemeinsten  Eigenschaften  desselben  bereits  ermittelt  sind. 

§  57.     Einteilung  der  Flächen  2.  O. 

Für  die  Einteilung  der  Flächen  2.  0.  werden  zwei  ver- 
schiedene Einteilungsprinzipien  }?ebva\icht,  iiäralicli  einmal 
nach  der  Beschaffenheit  der  Berührunga ebenen  (S.  479  u.  481), 
die  bei  einer  Fläche  i^'^'  immer  denselben  Charidtter  haben, 
d.  h.  entweder  sämtlich  hyperbolisch  oder  sämtlich  parabolisch 
oder  endlich  sämtlich  elliptisch  sind;  innerhalb  jeder  dieser 
drei  Hanptklassen  tritt  dann  aber  das  Verhalten  der  unend- 
lich-entfernten Elemente  der  Z'^l  als  zweites  Einteilungs- 
prinzip hinzu, 

I.  Eine  Fläche  2.  0.,  deren  Berührungsebcneii  sämtlich 
hyperbolisch  sind,  oder  welche  in  jeder  ihrer  Berührungs- 
ebenen ein  reelles  Linienpaar  enthält,  heifst  eine  gerad- 
linige Fläche  2.  0.  oder  ein  einfaches  Hyperboloid 
(§  14),  sie  enthält  nnendlich-viele  gerade  Linien,  welche 
sich  in  zwei  ßegclschaaren  (l^  und  g^)  ordnen,  von 
denen  jede  Gerade  der  einen  Kegelschar  jede  der  andern 
trifft ,  aber  keine  zwei  derselben  Regelschai'  sich  begegnen ; 
die  unendlich- entfernte  Ebene  s^  schneidet  dieselbe  immer 
in  einem  reellen  Kegelschnitt  £<J',  welcher  von  dem  Mittel- 
punkte Sti,  dem  Pol  der  s^,  durch  einen  Kegel  2.  O,  den 
Äsymptotenkegel  (§  15)  projiziert  wird.  Die  drei  Haupt- 
ebenen des  Äsymptotenkegels  TO'^'  sind  die  drei  Hauptebenen 
des  Hyperboloids  und,  wie  jene  den  Asymptoten kegel  in  zwei 
reellen  und  einem  imaginären  Linienpaar  schneiden,  so  ent- 
halten sie  als  die  drei  Hauptschnitte  des  Hyperboloida  zwei 
Hyperbeln  und  eine  Ellipse  (S.  104): 


Enthält  insbesondere  die  Ebene  s^  selbst  ihren  Pol  9JI,  so 
degeneriert  das  Hyperboloid  in  ein  hyperbolisches  Para- 
boloid  (§  29).  Die  Ebene  s^  ist  selbst  eine  Berührungs- 
ebene, der  Kegelschnitt  ej^'  zerfällt  in  ein  reelles  Linienpaar 
(V  und  ^f"").  Von  den  drei  Haupt«benen  wird  eine  s^,  die 
beiden  andern  enthalten  zwei  Parabeln: 
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$f,'„       und      ip^^ , 

deren  Ebenen  sich  in  der  e-Axe,  die  im  Endlichen  liegt, 
schneiden,  während  cT  und  fc"  in  f„  die  Winkel  des  Liniea- 
paarea  V  g'^'  halbieren.  Kür  jede  dev  beiden  Parabeln  ist 
die  c-Axe  lianptaxe,  und  ihre  Offnungen  sind  nach  ent- 
gegengesetzten Seiten  gerichtet. 

II.  Eine  Fliioho  2.  0.,  deren  Berilhruugsebenen  sämt- 
lich parabolisch  sind,  oder  welche  in  jeder  ihrer  Berüh- 
ruugsebeneu  ein  zusammenfallendes  Liuieupaar  enthält,  d.  h, 
uui  eine  gerade  Linie  heifst  ein  Kegel  2.  0.  Sie  ist  eben- 
fills  eine  geradhnige  Fläche,  entliält  aber  nur  eine  einfache 
hchji  von  unendlich  vielen  geraden  Linien,  welche  sämtlich 
duich  einen  festen  Punkt  ^f  (Spitze)  laufen;  durch  denselben 
laufen  auch  sämtliche  BerÜhrungs ebenen  des  Kegels-  Dieser 
Punkt  ^(  ift  der  Pol  der  Ebene  f^  oder  der  Mittelpunkt  des 
Kegels ,  der  hiei  aut  der  Fläche  selbst  liegt.  Die  unendlich- 
entfernte Ebene  £^  schneidet  den  Kegel  immer  in  einem 
reellen  Kegelschnitt  t}}-  ^•'^  "^"^  "^""^^  Hauptebenen  des 
Kegel«  schneiden  zwei  denselben  in  reellen  Linienpaaren,  die 
diitte  in  einem  imaginären  Linienpaare  (S.  48). 

Das  rdumliche  Polarsystem,  dessen  Kernfläche  der  Kegel 
5Jl'^'  ibt,  nimmt  einen  besonderen  (parabolischen)  Charakter 
an  Pui  jede  beliebige  Ebene,  die  nicht  durch  M  selbst 
geht,  ist  der  Pol  immer  ein  und  derselbe  feste  Punkt  ?C(i. 
Für  jede  Ebene  aber,  die  duru-h  ^JJ  geht,  wird  der  Pol  un- 
bestimmt und  kann  beliebig  auf  der  Geraden  angenommen 
werden,  welche  der  Polarstrahl  der  Ebene  in  Bezug  auf  den 
Kegel  ist;  das  räumliehe  Polarsystem  löst  sich  also  in  das 
einfachere  Gebilde  des  Polarbündels  auf  (§  7),  ebenso 
wie  in  der  Ebene  ein  Polarsystem,  dessen  Kernkegelschnitt 
ein  Linienpaar  ist,  sich  in  eine  Strahleninvolution  auflöst. 
Die  Ebene  f^  hat  also  hier,  wenn  sie  nicht  selbst  durch  ?0f 
geht,  keinen  besonderen  Vorzug  vor  j'eder  anderen  Ebene 
des  Raumes.  Liegt  aber  insbesondere  der  Punkt  3)i  selbst 
in  der  Ebene  £„,  dann  degeneriert  der  Kegel  in  einen  Cy- 
linder.  Der  Mittelpunkt  als  Pol  der  unendlich  -  entfernten 
Ebene  e^  wird  unbestimmt  oder  vielmehr  auf  eine  gewisse 
Gerade  (Cylinderaxe)  beschränkt,  den  Polarstrahl  der  Ebene 
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t„.  Diese  selbst  ist  nicht  mehr  als  Berühriiiigs ebene  anzu- 
sehen, obwohl  sie  in  einem  Liuienpaare,  dem  zerfallenden 
Kegelschnitt  f'J,',  schneidet;  dieses  Linienpaav  selbst  kann  ein 
reelles,  zusammenfallendes  oder  imaginäres  sein,  und  der  Cy- 
linder  wird  denigemSfs  ein  hyperbolischer,  paraboli- 
scher oder  elliptischer  sein. 

Bei  Kegel  und  Cyliuder  sind  es  nicht  die  Berührungs- 
ehenen  allein,  welche  die  i^'^  in  Linieupaareu  schneiden, 
sondern  alle  Ebenen  eines  Bündels,  welche  durch  einen  singu- 
lären  Pnnlit  (StJ  oder  ?CR„)  der  Fläche  gehen.  Der  Cyiinder 
kann  noch  weiter  zerfallen  in  zwei  Ebenen  (spezieller  Fall 
des  hyp erb olis oben  Cylinders),  oder  in  eine  Doppelebeiie 
(spezieller  Fall  des  parabolischen  Cylinders),  In  diesen  B'ällen 
schneiden  sämtliche  El>enen  des  Raumes  die  ^'*'  in  reellen 
oder  zusammenfallende]!  Linienpaaren.  Dies  tritt  ein,  sobald 
es  aufser  den  durch  \!Üi  gehenden  Ebenen  noch  irgenil  eine 
andere  Ebene  im  Räume  giebt,  welche  F^^  in  einem  Linien- 
paare schneidet. 

lU.  Eine  Fläche  2.  0.,  deren  Berflhrungsehenen  sämt- 
lich elliptisch  sind,  enthält  keine  geraden  Linien;  vielmehr 
schneiden  die  Beriihrungsebenen  in  imaginären  Linienpaaren 
mit  reellem  Doppelpunkt  (Berührungspunkt)  die  F'-^',  und 
die  elliptischen  Strahleninvolutionen,  welche  die  imaginären 
Linienpaare  vertreten,  sind  von  uns  reell  konstruiert  worden. 
(S.  506.) 

Die  unendlich -entfernte  Ebene  e^  kann  die  elliptische 
Fläche  -F<^'  in  einem  reellen  Kegelschnitt  t'^'  oder  in  einem 
zerfallenden  Kegelschnitt,  der  aber  notwendig  ein  imaginäres 
Linienpaar  sein  mul's,  oder  in  einem  imaginären  Kegelschnitt 
schneiden,  welcher  durch  ein  reelles  (elliptisches)  ebenes 
Polar  System  vertreten  wird.  Wir  erhalten  also  in  dieser 
Klasse  von  Flächen   drei  wesentlich  verschiedene  Gattungen: 

1)  Die  unendlich -entfernte  Ebene  e^  schneidet  die  Fläche 
JF"!^'  in  einem  reellen  Kegelschnitt  s'J'.  Der  Pol  Wt  derselben, 
welcher  der  Mittelpunkt  der  Fläche  genannt  wird,  kann 
nicht  in  t^  seihst  liegen,  denn  sonst  müfste  der  Kegelschnitt  f<^' 
in  ein  imaginäres  Linienpaar  zerfallen,  was  erst  im  zweiten 
Falle  stattfindet.  Der  Mittelpunkt  der  Fläche  liegt  also  im 
Endlichen.    Er  ist  der  Mittelpunkt  eines  Polarbüudels  hyper- 
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bolisclioii  Ohavakters  oder  eines  Kegels  (Äsyiupkitenkegels), 
welcher  mit  dem  Kegelscimitt  £^'  perspektivisch  liegt,  wie 
aus  der  Natur  des  räumliclien  Polarsystems  bekannt  ist.  Der 
Asymptotenkegel  2)t'^'  hat  drei  zu  einander  rechtwinklige 
Hauptebeneii ,  welche  zugleich  die  Hauptebenen  der  Fläche 
ii'f^'  sind.  Zwei  derselben  schneiden  den  Asymptotenkqjel 
in  reellen  Linienpaaren,  die  dritte  in  einem  imaginären 
Linienpaare;  von  den  drei  Kegelschnitten  in  deu  Hauptebenen 
müssen  also  zwei  Hyperbeln  sein,  der  dritte  könnte  entweder 
eine  Ellipse  oder  ein  imaginärer  Kegelschnitt  sein ;  der  erstere 
Fall,  welcher  beim  einfachen  Hyperboloid  auftritt,  kann  hier 
nicht  eintreten;  denn  nehmen  wir  einen  beliebigen  Punkt  t 
unserer  Fläche  und  seine  Beruhrungsebeue  t  (Polarebene), 
welche  die  F'-^'  in  einem  imaginären  Linienpaare  schneiden 
muls,  so  wird  die  Schnittlinie  von  t  und  s„  der  Träger  einer 
elliptischen  Punktiavolution  sein  müssen;  wird  diese  mit  SR 
durch  eine  Ebene  e  verbunden  (oder  durch  W.  eine  Parallel- 
ebene  zu  T  gelegt),  so  wird  e  auch  den  Asymptotenkegel 
WV^  in  einem  imaginären  Linienpaare  schneiden  müssen,  oder 
was  dasselbe  sagt,  in  den  äul'sereu  liaum  des  Äsymptoten- 
kegels  hineinfallen;  in  dem  Polarbündel  ÜIJ  wird  also  der 
Polarstrahl  zur  Ebene  s  notwendig  in  den  inneren  Kaum  des 
Asymptotenkegels  hineinfallen;  dieser  Poiarstrahl,  der  kon- 
jugierte Htrahl  zu  |t  s„;  geht  aber  notwendig  durch  t,  den 
Berühmugspunkt,  also  alle  Punkte  t  unserer  i^'^' liegen 
in  dem  inneren  Räume  des  Äsymptotenkegels  5)1'^'. 
Dasselbe  Räsonnement  zeigt,  dals  beim  einfachen  Hyper- 
boloid (bei  dem  jede  Berührungsebene  in  einem  reellen  Linien- 
paare schneidet)  alle  Punkte  desselben  in  dem  äul'aeren 
Kegelrauine  des  Asymptotenkegels  *D!'^>  liegen.  Während 
also  bei  diesem  die  Punkte  aufserhalb  des  Äsymptotenkegels 
ein  zusammenhangendes  Flächengebiet  erfüllen,  werden  bei 
unserer  Fläche  in  dem  inneren  Räume  des  Äsymptotenkegels 
zwei  getrennte  Flächengebiete  (Schalen)  von  den  Punkten 
der  jF<^  erfüllt  werden,  die  im  Unendlichen  durch  deu  Kegel- 
[(chnitt  e'p  zusammenhängen.  Wir  nennen  daher  unsere 
Fläche  ein  zw  eischaliges  Hyperboloid.  Von  den  drei 
Hauptaxen,  den  Schnittlinien  der  drei  Hauptebenen  des 
Äsymptotenkegels ,  mufs  daher  die  eine  in  den  inneren  Kegel- 


y  Google 


§  57.     Einteilung  der  Flächen  2.  0.  5!  1 

räum  hiueiiifalleu  und  daa  Hyperbo]oid  in  zwei  reellen  Puukteu 
schneiden;  die  beiden  andern  fallen  in  den  äufseren  Kegel- 
raum und  sind  daher  die  Träger  elliptischer  Punktiiivohitionen 
in  dem  räumliehen  Polarsystera,  dessen  Kerufläche  daa  zwei- 
achaüge  Hyperboloid  ist.  Die  drei  Kegelschnitte  in  den 
Hauptebenen  oder  die  drei  Hauptschnitte  des  zweischaligen 
Hyperboloids  sind  also: 

§S  ^31"'  Stc'j 
awei  Hyperbeln  und  ein  imaginärer  Kegelschnitt  (vert.reten 
durch  ein  elliptisches  ebenes  Polarsystem) ;  der  Unterschied 
zwischen  dem  zweischaligen  und  dem  einschaligen  Hyper- 
boloid hinsichtlich  der  Hauptaxen  lälst  sich  also  so  aus- 
sprechen, dai's  bei  ersterem  die  ce-Axe  reell,  die  6-Axe  und 
c-Axe  imaginär,  bei  letzterem  die  ffl-Axe  imaginär,  die  Jt-Axe 
und  fi-Axe  reell  sind. 

Ein  einschaliges  und  ein  zweischaliges  Hyperboloid,  welche 
denselben  Asymptotenkegel  haben,  stehen  in  ähnlichem  Zu- 
sammenhange mit  einander,  wie  zwei  konjugierte  Hyperbeln  mit 
denselben  beiden  Asymptoten.  Durch  diejenige  Hauptaxe 
(a-Äxe)  des  Äsymptotenkegels ,  welche  in  den  inneren  Kegel- 
raum hineinfällt,  gehen  nämlich  zwei  zu  einander  rechtwinklige 
Ebenen  (die  [afeJ-Ebene  und  die  [«c]-Ebene);  jede  dieser  bei- 
den Hauptebenen  schneidet  den  Asymptotenkegel  in  einem  reel- 
len Linienpaar;  für  daa  eine  derselben  als  Asymptoten  kon- 
strnieren  wir  zwei  konjugierte  Hyperbeln,  deren  eine  also  die 
reelle  ß-Äxe  und  die  imaginäre  6-Axe,  die  andere  die  reelle 
fc-Axe  und  die  imaginäre  a-Axe  hat;  für  das  andere  Linienpaar 
(in  der  [(Tc]-Ebene)  als  Asymptoten  konstruieren  wir  uns  eben- 
falls zwei  konjugierte  Hyperbeln,  deren  eine  die  reelle  a-Äxe 
und  die  imaginäre  c-Axe,  die  andere  die  reelle  r-Äxe  und  die 
imaginäre  a-Axe  hat.  Dann  bestimmen  die  beiden  Hyperbeln 
mit  der  reellen  tt-Axe  das  zweischalige ,  die  beideü  Hyper- 
hein mit  der  imaginären  «-Axe  das  einschalige  Hyperboloid, 
die  in  einem  ganz  älmlichen  Zusammenhange  mit  einander 
stehen,  wie  zwei  konjugierte  Hyperbeln  mit  denselben  Asym- 
ptoten in  der  Ebene  (denn  nach  §  21  ist  das  räumliche 
Polarsystem  bestimmt  durch  zwei  konjugierte  Ebenen  mit 
den  ihnen   zugehörigen  ebenen  Polar  Systemen).     Solche  zwei 
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Hyperboloide  können    als   „konjugierte   Hyperboloide" 
bezeichnet  werden. 

Wir  können,  um  dea  Gang  der  Untersuchung  nicht  zu 
unterbrechen,  hier  nicht  Jiälier  eingelien  auf  den  Zusammen- 
hang zweier  solchen  Hyperboloide,  worauf  wir  später  zurück- 
kommen, und  bemerken  unr  noch,  dal's  bei  dem  zwei- 
schaligen  Hyperboloid  jede  Berührungsebene  t  in 
einem  Punkte  t  den  Äsymptotenkegel  9)f<^'  in  einer 
Ellipse  schneiden  mul's,  deren  Mittelpunkt  t  ist; 
denn,  da  5)t  und  f",  t  und  r  Pole  und  Folarebenen  des 
räumlichen  Polarsystems  sind,  so  ist  pDUj=rf  der  konju- 
gierte Strahl  7.U  \s°'t\  =  ä^.  Das  Polarbündel,  welches  dem 
Puukte  5)f  im  räumlichen  Polarsystem  zugehört,  ist  aber 
identisch  mit  demjenigen,  dessen  Kernfläche  der  Asymptoten- 
kegel ist;  für  dieses  sind  d  und  [^^ÖJrf^]  Polar  strahl  und  Polar- 
ebene, folglich  schneidet  der  Asymptoten kegel  -die  Ebene  t, 
welche  durch  t^  geht,  in  einem  Kegelschnitt,  für  welchen  t 
und  (fj*  Pol  und  Polare  sind,  also  t  der  Mittelpunkt  ist.  Dafs 
dieser  Kegelschnitt  Ellipse  sein  mufs ,  folgt  daraus ,  dafs 
d^  der  Träger  einer  elliptischen  Punktin volution  im  räum- 
lichen Polarsystem  ist.  Weitere  Eigenschaften,  die  denen 
der  ebenen  Hyperbel  durchaus  analog  sind,  werden  wir  später 
kenneu.  lernen.     (S.  529.) 

2)  Die  uueudlich-entferote  Ebene  £„  schneidet  die  i^'-' 
in  einem  zerfallenden  Kegelschnitt  f<^',  welcher  aus  einem 
imaginären  Linienpaar  besteht,  von  dem  nur  der  reelle  Doppel- 
punkt *|3"  in  der  Ebene  e^  liegt.  Jn  diesem  Falle  niuis  di^ 
nnendlich- entfernte  Ebene  f^  selbst  eine  Berührungsebene 
F^^  sein,  weil  sie  dieselbe  in  einem  imaginären  Linienpaar 
schneidet,  und  ^"  ist  ihr  Berührungspunkt.  Diese  Überfläche 
heifst  ein  Paraboloid,  weil  die  unendlich-entfernte  Ebene  £„ 
eine  Berühruugs ebene  derselben  ist,  und  zwar  ein  ellip- 
tisches Paraboloid,  weil  diese  Berührungsebene,  also 
auch  sämtliche  übrigen  elliptischer  Art  sind,  wähi'end  für  das 
hyperbolische  Paraboloid  (§  29),  welches  ebenfalls  f„  zur 
Berührungsebene  hat,  sämtliche  Berührung  ebenen  hyper- 
bolischer Art  siud. 

Da  das  elliptische  Paraboloid  überhaupt  nur  den  ein- 
zigen reellen  uneudlich-entfernteu  Punkt  5]3"'  hat,  so  werden 
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sämtliche  ebenen  Schnitte  durch  dasselbe  Ellipsen 
sein,  mit  Ausnahme  derjenigen,  welche  durch  ^jj*" 
gehen;  diese  werden  Parabeln  sein,  weil  e^  Be- 
rührungsebene  ist,  und  Hyperbeln  lassen  sich  nie- 
mals aus  dem  elliptischen  Paraboloid  schneiden, 
ebensowenig,  wie  sich  Ellipsen  aus  dem  hyper- 
bolischen Paraboloid  sehneiden  lassen. 

Durch  den  Punkt  ^^  ist  eine  bestimmte  ßicbtung  im 
Räume  gegeben  und  durch  diese  eine  einzige  bestimmte  Stel- 
lung, welche  rechtwinklig  zu  ihr  ist,  d.  h.  wenn  wir  beliebig 
viele  parallele  Strahlen  nach  ^"  ziehen  und  zu  ihnen  recht- 
winklige Ebenen  stellen,  so  laufen  dieselben  sämtlich  durch 
eine  feste  Gerade  c^  der  unendlich-entfernten  Ebene.  Durch 
diese  feste  Gerade  c"  geht  nun  eine  i'eelle  Beriihrungsebene 
£^  des  elliptischen  Paraboloids,  folglich  notwendig  noch  eine 
zweite  reelle  Berührungsebene  t^,  die  iu  einem  endlichen 
Punkte  S  das  elliptische  Paraboloid  berUhrt.  Dieser  ana- 
gezeichnete Punkt  S  heifst  der  Scheitel  des  Paraboloids  und 
seine  Berührungsebene  r  die  Berährungsebene  im  Scheitel. 
Die  Verbindungslinie  l©*^"]  ^  c  ist  die  konjugierte  Gerade 
zu  c1  im  räumlichen  Polarsystem,  dessen  Kernflilclie  das 
elliptische  Paraboloid  ist  Die  Gende  <  heilst  he  \xe  de« 
elliptischen  Paraboloids  An  ihi  treten  ila  die  beiden  indem 
llaoptaxen  des  Paraboloids  tC"  und  l"  welche  in  t^.  liegen 
die  Axen  der  elliptischen  btrahlenmvolution,  welthe  das  ima 
ginäre  Linienpaar  in  B^  vertiitt  ^^  ist  als  dei  Mittelpunkt 
des  elliptischen  Paraboloils  aufzufassen  m  welchem  sich  die 
drei  Hauptaxen  a'"  h'°  c  schneiden  Da  die  elliptische  Stiahleu 
involution  in  e^,  deren  Mittelpunkt  ^.^  ist  und  die  mit  der 
elliptischen  Punktinvolution  welche  c^  zugehört  persj^ek 
tivisch  liegt,  als  durch  die  Pltche  F  '  gegeben  zu  1  etrarhten 
ist,  so  sind  auch  ilue  zu  einander  lechtwinklig  n  A\eii  h" 
und  &"  bekannt;  ton  den  drei  Hauptebenen  des  Paraboloids 
ist  eine  s^,  die  beiden  andern  die  Ebenen  {ca"\  und  fc?'"J, 
welche  in  zwei  Parabeln: 

^^=i„     und     ^fl^ 

das  elliptische  Paraboloid  schneiden.  Diese  beiden  Haupt- 
sohnitte,  welche  sich  in  der  c-Ase  |>£^"j  schneiden,  haben 
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gleichzeitig  c  ZU  Parabelaxen;  aber  ilie  Öffnungen  beider 
Parabeln  liegen  nach  derselben  Richtung  hin, 
während  sie  beim  hyperbolischen  Paraboloid  nach 
entgegengesetzten  Richtungen  lagen.  Dies  ist  ein 
charakteristischer  ünterschiei^  beider  Paraboloide. 

In  der  That,  denken  wir  uns  durch  die  Gerade  c",  in 
welcher  die  Berührungsebene  t  im  Scheitel  die  Ebene  e^ 
schneidet,  ein  Parallelebenenbiiachel  gelegt,  so  mufs  jede 
Ebene  desselben  das  elliptische  Paraboloid  entweder  in  einer 
reellen  Ellipse  oder  in  einem  imaginären  Kegelschnitt  schnei- 
den, und  der  Durchs chnittspuukt  mit  der  c-Axe  ist  Mittel- 
punkt, die  Schnittlinien  mit  den  Ebenen  [ca"']  und  [cb'"]  sind 
die  Hauptaxen  für  den  Durchschnittskegelschnitt.  Schneidet 
daher  eine  solche  durch  c"  gelegte  Ebene  die  eine  Parabel 
*!ß'*'a  in  reellen  Punkten,  so  mufs  .sie  auch  die  andere  Pa- 
rabel ^'j'„  in  reellen  Punkten  schneiden,  weil  eine  Ellipse 
immer  zwei  reelle  Hauptaxen  hat;  im  andern  Falle  wird  eine 
solche  Ebene  keine  der  beideir  Parabeln  '^f*„  und  ^5^^^  treffen 
können.  Die  Parabeln  haben  daher  ihre  Öffnungen  nach 
derselben  Richtung  der  e-Axe  hin.  Daraus  folgt,  dafs  die 
Berührungsebene  r  im  Scheitel  des  elliptischen  Paraboloids 
den  ganzen  unendlichen  Raum  in  zwei  Halbräurae  teilt,  von 
denen  der  eine  alle  Punkte  des  Paraboloids  enthält,  der 
andere  keinen  Punkt  desselben.  In  gleicher  Weise  erkennen 
wir,  dafs  für  das  hyperbolische  Paraboloid  die  Parabeln  in 
den  beiden  Hauptebenen," die  sich  in  der  c-Axe  schneiden, 
ihre  Öffnungen  nach  entgegengesetzten  Seiten  gerichtet  haben. 
Wir  können  auch  hier,  ähnlich  wie  bei  den  Hyper- 
boloiden, ein  elliptisches  und  ein  hyperbolisches  Paraboloid 
in  die  Li^e  zu  einander  versetzen,  dafs  ihre  Hauptebenen 
zusammenfallen,  sowie  ihre  Scheitel,  aber  in  einer  der  beiden 
Hauptebenen  die  Parabeln  identisch  sind,  während  sie  in  der 
andern  zwar  dieselben  Äsen  haben  und  gleich  sind,  ihre 
Öffnungen  aber  nach  entgegengesetzt-en  Seiten  gerichtet 
sind;  in  der  dritten  Hauptebene  t^  werden  dann  die  Asym- 
ptoten der  hyperbolischen  Strahlen  Involution  beim  hyper- 
bolischen Paraboloid  koinzidieren  mit  den  Potenzstrahlen  der 
elliptischen   Strahleninvolution   beim  elliptischen   Paraboloid, 
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und  solche  zwei  Paraboioide  können  „konjugiert"  genannt 
werden.  Sind  beide  Parabeln  einander  gleich,  so  wird  das 
elliptische  Paraboloid  ein  Eotationsparaboloid,  das  hyper- 
bolische ein  gleichseitig-hjperbolisches  Paraboloid  (S.  218). 
3)  Die  im  endlich- entfernte  Ebene  e^  sehneidet  die  F^^> 
in  einem  imaginären  Kegelschnitte  s'^K  In  diesem  Falle 
■wird  die  i^^  von  jeder  beliebigen  Ebene  e  in  einer  Ellipse 
geschnitten,  weil  die  Schnittlinie  !£,£„,!  keine  reellen  Punkt« 
der  Durch  Schnittskurve  enthalten  kann.  Die  Flüche  heifst 
daher  ein  E lli p a o i  d ;  alle  Punkte  derselben  liegen  im 
Endlichen.  Der  Pol  der  unendlich  -  entfernten  Ebene  e^ , 
der  Mittelpunkt  93E  des  Ellipsoids,  liegt  ebenfalls  im  End- 
lichen und  ist  der  Mittel pimkt  eines  elliptischen  Poiar- 
büudek  (S,  42)  mit  einem  im^inären  Kernkegel,  welches 
dem  räumlichen  Polarsysteni  zugehört,  dessen  Kernflä^he  das 
EUipsoid  ist.  Dies  elliptische  Polarbflndel  ha,t  drei  zu  einander 
rechtwinklige  Hanptebenen,  welche  das  EUipsoid  in  drei 
Ellipsen  schneiden; 

die  Durch  Schnitts ünien  derselben  sind  die  drei  Ilauptaxeii 
des  Polarbilndels  und  zugleich  des  Ellipsoids. 

Hierdurch  sind  alle  möglichen  Annahmen,  welche  ge- 
macht werden  können,  erschöpft,  und  wir  haben  alle  reellen 
Flächen  2.  0.,  die  es  überhaupt  giebt,  aufgezählt.  Zu  den 
von  früher  her  uns  bekannten  geradlinigen  Flächen  2.  0.  sind 
nur  noch  drei  neue  Flächen  hinzugetreten:  Das  zweischalige 
Hyperboloid,  das  elliptische  Paraboloid  und  das  EUipsoid. 

Definieren  wir  die  Fläche  2.  0.  als  Kernfläehe  eines 
räundichen  Polarsystema  (S.  166),  so  kommt  zu  den  bis- 
herigen (lebilden  nur  noch  ein  neues  hinzu,  nämlich  die 
imaginäre  Fläche  zweiter  Ordnung,  welche  zwar 
keinen  reellen  Punkt  besitzt,  aber  vertreten  wird  von  einem 
durchaus  reellen  räumlichen  Gebilde,  dem  elliptischen  Polar- 
system.  Dasselbe  hat  einen  im  Endlichen  liegenden  reellen 
Mittelpunkt  W,  den  Pol  der  unendlich-entfernten  Ebene  e„  ; 
Wi  ist  der  Mittelpunkt  eines  elliptischen  Polarbündels,  welches 
drei  reelle  Hauptaxen  und  Hanptebenen  hat;  erstere  sind  die 
Träger  dreier  bestimmten  elliptischen  Punktin volutioneu   im 
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räumlieheii  Polarsystem,  letztere  die  Triiger  dreier  elliptischen 
ebenen  Polarsyateme,  deren  Kemkegelsclmitte  imaginär  sind: 

c-Ci)       (-(81       a(3)  ^ 

und  diese  lieilsen  die  Hauptschnitte  der  imaginären  Fläche  in 
den  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Hauptehencn. 

Die  imaginäre  Fläche  kann  in  gewisser  Weise  als  „kon- 
jugiert" aufgefafst  werden  zu  dem  reellen  Ellipsoid;  man 
hrancht  nämlich  nur  bei  letaterem  die  drei  hyperbolischen 
Pnnktinvolutionen  auf  den  drei  Haupttaseii  dadurch  in  ellip- 
tische Piinktiuvolutioneu  zu  verwandeln,  dafs  man  die 
Äsymptotenpunkte  (Doppelpunkte)  derselhen  in  Potenzpimkte 
verwandelt  (Th.  d.  K.  S.  60),  um  zu  den  Punktin volutioneu 
auf  den  Hauptaxen  der  im^iuären  Fläche  zu  gelangen. 

Geht  man  von  dem  räumlichen  Polarsysteme  aua,  so  tritt 
an  Stelle  des  Haupteinteilungsprinzipa ,  welches  bei  den 
reellen  Flächen  zweiter  Ordnung  in  der  Beschaffenheit  der 
Berührungsebeneu  bestand,  ein  anderes,  nämlich,  wie  wir 
früher  gesehen  haben  (S.  160  u.  161}  die  Beschaffenheit  der 
Punkt-  oder  Ebeneninvokitionen  für  irgend  zwei  konjugierte 
Strahlen  ss,  des  räumlichen  Polarsystems  oder,  wenn  man 
will,  die  Beschaffenheit  irgend  eines  Potartetraeders ;  beide 
öebilde  besitzen  in  einem  und  demselben  Polarsysteni  einen 
unveränderlichen  Charakter  und  liefern  die  Unterscheidung 
zwischen  geradlinigen  und  nicht-geradlinigen  Flächen  2.  0.; 
letztere  werden  alsdann  nach  den  unendlich-eiitferuten  Ele- 
menten einzuteilen  sein.  Artet  das  räumliche  Polarsystem 
in  ein  einfaches  Polarböndei  aus,  so  ei-seheint  als  dessen  Kem- 
fläche  der  reelle  oder  imaginäre  Kegel. 

Wir  machen  schJiefslich  noch  auf  gewisse  Grenzüber- 
gänge aufmerksam,  weiche  von  einer  Gattung  von  Flächen 
2.  0.  zu  einer  andern  Gattung  überführen,  ebenso  wie  in  der- 
Ebene  der  Übergang  von  Ellipse  zu  Hyperbel  durch  ein 
Punktepaar  vermittelt  wird.  (Eine  gerade  Linie,  in  der  zwei 
Punkte  gegeben  sind,  kann  als  unendlich -seh  male  Ellipse  auf- 
gefafst werden,  wenn  man  die  Strecke  zwischen  den  beiden 
Punkten  betrachtet  und  als  unendlich-schmale  Hyperbel, 
wenn  mau  die  beiden  unendlich- langen  Stücke  aufserhalb  der 
Strecke    betrachtet;    eine    Erweiterung    des    einen    oder    des 
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andern  Liuieiigebiets  zu  einem  Mächengebiet  führt  entweder 
zur  Ellipse  oder  zur  Hyperbel ;  das  Punktepaar  bildet  also  den 
Übergang  von  der  einea  zur  andern.  Liegt  einer  der 
beiden  Punkte  im  Unondliclien,  so  ist  die  halbe  unendlich- 
lange  Gerade  die  Grenze  einer  Parabel.)  In  ähnlicher  Weise 
vermittelt  eine  ebene  Hyperbel  den  Übergang 
vom  einschaligen  zum  zweischaligen  Hyperboloid, 
eine  ebene  Parabel  den  Übergang  vom  ellip- 
tischen zum  hyperbolisclien  Paraboloid  und  eine 
ebene  Ellipse  den  Übergang  vom  einschaligen 
Hyperboloid  zum  Ellipsoid. 

Ein  Hyperbel  teilt  nämlich  das  ganze  Gebiet  ihrer 
Ebene  in  zwei  Bäume,  welche  wir  als  inneren  und  äutaereu 
Kaum  unterschieden  haben;  dieser  wird  von  sämtlichen 
Tangenten  der  Hyperbel  ei-fullt,  jener  von  keiner  ge- 
trofleu.  Der  äulsere  Raum  kann  nun  aufgefafst  werden  als 
ein  unendlich-abgeplattetes  einschaliges  Hyperboloid,  der 
innere  Hyperbelraum  als  ein  un  endlieh -abgeplattetes  zwei- 
schaliges  Hyperboloid,  und  die  ebene  Hyperbel  bildet  in 
diesem  Sinne,  indem  sie  beide  Gebilde  in  sich  vereinigt,  den 
Übergang  von  dem  einen  zum  andern  Hyperboloid,  Um- 
gekehrt gelangen  wir  auch,  indem  wir  uns  den  aufseren  oder 
den  inneren  Kaum  der  ebenen  Hyperbel  nach  einer  dritten 
Dimension  erweitert  denken,  zu  dem  einschaligen  oder  zu 
dem  zweischaligen  Hyperboloid.  In  gleicher  Weise  teilt  die 
Parabel  das  ganze  Gebiet  ihrer  Ebene  in  zwei  Käume,  welche 
als  äulserer  und  innerer  Raum  derselben  unterschieden  werden, 
indem  jener  von  sämtlichen  Tangenten  der  Parabel  erfüllt, 
dieser  von  keiner  getroffen  wird.  Der  äufsere  Raum  kann 
aufgefafst  werden  als  ein  unendlich  -  abgeplattetes  hyper-. 
botisehes  Paraboloid,  der  innere  Parabelraum  als  ein  unend- 
lich-abgeplattetes elliptisches  Paraboloid,  und  diu  ebene  Pa- 
rabel bildet  in  diesem  Sinne,  indem  sie  beide  Gebilde  in  sich 
vereinigt,  den  Übergang  von  dem  einen  zum  andern  Para- 
boloid. Umgekehrt  gelangen  wu  auch,  indem  wir  uns 
den  änfseren  oder  den  inneien  Raum  einer  ebenen  Parabel 
nach  einer  dritten  Dimension  erweitert  denken,  zu  dem  hyper- 
bolischen oder  zu  dem  elliptischen  Paraboloid. 

Endlich,  teilt  eine  ebene  Ellipse  das  ganze  Gebiet  ihrer 
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Ebene  in  zwei  llänme,  einen  endliclien,  den  inneren  Raum, 
und  einen  unendlieh-grofsen,  den  äuTseren  Baum.  Der  letztere 
kann  aufgefafst  werden  als  ein  unend  Hell -ab  geplattetes  eiii- 
schaliges  Hyperboloid,  der  eratere  als  ein  unendlich-ab- 
geplattetes Ellipsoid,  and  die  ebene  Ellipse  bildet  in  diesem 
Sinne,  indem  sie  beide  Gebilde  in  sich  vereinigt,  den  Über- 
gang von  dem  einschaligen  Hyperboloid  zum  Ellipsoid.  Um- 
gekehrt gelangen  wir  auch,  indem  wir  uns  den  inneren  oder 
den  äufseren  ßaum  einer  Ellipse  nach  einer  diitten  Dimen- 
sion erweitert  denken,  einmal  zum  Ellipsoid  und  das  andere 
Mal  zum  einschaligen  Hyperboloid. 

Wir  haben  hier  dreimal  den  Übergang  von  einer  gerad- 
linigen zu  einer  nicht- geradlinigen  Fläche  2.  0.  In  dem 
Grenzüb  er  gange  reduzieren  sich  die  Eogelscharen  der  gerad- 
linigen Fläche  auf  die  Tangenten  eines  Kegelschnitts,  während 
die  nicht-geradlinige  Fläche  2.  0.  sich  auf  das  Gebiet  inner- 
halb des  Kegelschnitts  reduziert,  welches  von  keiner  Tangente 
getroft'en  wird. 

Für  die  drei  nicht- geradlinigen  Flächen  findet  noch  ein 
Übergang  statt  vom  zweischaligen  Hyperboloid  durch  das 
elliptische  Paraboloid  zum  Ellipsoid,  analog  dem  Übei^ange 
von  der  Hyperbel  durch  die  Parabel  zur  Ellipse ;  indem  näm- 
lich der  Kegelschnitt  in  der  unendlich-entfernten  Ebene  s^ 
kontinuierlieh  aus  einem  reellen  Kegelschnitt  durch  einen 
Nullkegelschnitt  (imaginäres  Linienpaar)  in  einen  imaginären 
Kegelschnitt  übergeht,  vollzieht  sich  jener  Übergang  der 
drei  Flächen  2.  0.  in  einander.  Ein  anderer  Übergang  vom 
einsehaligen  zum  zweischaUgen  Hyperboloid  findet  statt  durch 
den  Kegel,  ebenso  wie  ein  zusammenfallendes  Linienpaar 
(Doppellinie)  den  Übergang  von  einem  reellen  Linienpaai' 
zu  einem  imaginären  Linienpaar  bildet.  Dieser  Übergang 
veranschaulicht  sich  am  besten,  wenn  wir  uns  ein  einschaliges 
und  ein  zweischaliges  Hyperboloid  denken,  welche  denselben 
Äaymptotenkegel  haben ;  während  das  einschalige  Hyperboloid 
in  dem  ßaume  aufserhalb  des  Kegels,  das  zweischalige  in 
dem  Räume  innerhalb  des  Kegels  liegt ,  kann  man  durch  all- 
mähliche Änderung  beide  in  den  Grenzfall  des  Kegels  über- 
führen; dieser  enthält  die  zusammenfallenden  Linienpaare 
(Kegelstrahlen),  das  einschalige  Hyperboloid  die  Erzeugendon 
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der  beiden  Eeg  eise  hären,  das  zweischalige  Hypei'boloid  durch 
jeden  seiner  Punkte  in  der  Berührutigsebene  ein  imaginäres 
Liuienpaar. 

§  58.  Die  Mittelpunkts fläohen  2.  O.  Metrische  Beziehungen 
zwischen  den  konjugierten  Durohmessern  der  selben. 
Nach  dem  Voi-igeu  gieht  es  unter  den  allgemeinen  Ober- 
flächen 2.  0.  (mit  Äusschluis  der  Kegelfläche)  vier,  welche 
ihren  Ölittelpunkt  Wl  im  Endlichen  liegen  haben,  nämlich 
das  einschalige  Hyperboloid,  das  zweischalige  Hyperboloid, 
das  Ellipsoid  und  die  imaginäre  Fläche,  d.  h.  für  diese  vier 
Flächen  liegt  der  Pol  TO  der  unendHch-entf ernten  Ebene  s^ 
nicht  im  Uneudhchen,  iat  also  ein  Punkt  4)i  im  End- 
lichen, der  die  Eigenschaft  besitzt,  dal's  alle  dui'ch  ihn  ge- 
zogenen Strahlen  (Durchmesser)  Träger  von  Punktinvo- 
lutionen sind,  die  5Öi  zum  Mittelpunkt  haben;  je  nachdem 
diese  Punktinvolutionen  elliptisch  oder  hyperbolisch  sind, 
wird  ein  solcher  Durchmesser  ä  keinen  Punkt  der  Fläche 
enthalten  oder  zwei  reelle  Punkte,  die  von  M  gleich  weit 
abstehen.  Um  beide  Fälle  zu  umfassen,  wollen  wir  die 
Potenz   der  zugehongen  Punktin volutiouen  einführen: 

1*1, 

welche  positiv  ist  für  die  hyperbolische,  negativ  für  die  el- 
liptische Punktinvolution  und  immer  gleich  dem  Rechteck  aus 
den  Abständen  zweier  konjugierten  funkte  y  x  der  Punkt- 
involütion  vom  Mittelpunkt  9Jf; 

Zwischen  diesen  Durchmessern  durch  'JSl  bestehen  nun 
gewisse  metrische  Beziehungen,  die  für  alle  vier  oben  ge- 
nannten Flächen  in  gleicher  Weise  abgeleitet  werden  können. 

9)1  iat  der  Mittelpunkt  eines  Polarbündelsj  welches  ihm 
im  räumlichen  Polarsystem,  dessen  Kenifläche  .F'^'  ist,  zu- 
gehört. Ziehen  wir  durch  3)t  einen  beliebigen  Strahl  Ä,  so 
gehört  zu  demselben,  als  Polarstrahl,  eine  bestimmte  Polar- 
ebene  K  im  Polarbündel  ilt'^';  ziehen  wir  in  der  Ebene  « 
einen  zweiten  beliebigen  Strahl  B  durcli  ?0J,  so  wird  der 
Ebene  [j1£j  ein  bestimmter  Strahl  C  als  Polarstrahl  zu- 
gehören,  der  sowohl   in   der  Ebene   a,   der   Polarebene   des 
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Strahles  A,  als  auch  in  der  Ebene  (5,  der  Polarebeue  des 
Strahles  B  liegen  mufs,  also  der  Schnittstrahl  |«j3|  =  C  ist. 
Die  drei  Strahlen  ABC  bilden  ein  Polardreikant  im 
PoIarbOndel,  indem  jeder  von  ihnen  der  Polarstrahl  für  die 
gegenfiberhegende  Ebene  ist  (S.  38).  In  Bezug  auf  unsere 
Fläche  J^'^*  heifsen  die  drei  Kanten  eines  solchen  Polar- 
dreiltants  im  Polarbündel  SSi'-^'*  drei  konjugierte  Durch- 
messer ABC  derselben,  und  die  Potenzen  der  ihnen  zu- 
gehörigen Punktinvolutionen  sollen  bezeichnet  werden  dareh: 
Fa  Fb  Pg. 
Solche  konjugierte  Durchmesser ajateme  können,  wie  wir 
sehen,  in  grol'ser  Mannigfaltigkeit  hergestellt  werden,  indem 
ein  Durchmesser  A  willkürheh  durch  5)f  gezogen  werden 
kann,  der  andere  B  in  der  Ebene  a  liegen  mul's,  aber  be- 
liebig durch  ^l  angenommen  werden  darf,  und  der  dritte  C 
dann  vollständig  bestimmt  ist.  Ein  ausgezeichnetes  Polar- 
dreikant bilden  die  Hauptaxen  der  i'^'*'  {§  57),  welche  wir 
mit  ai  c  und  deren  zugehörige  Potenzwerte  wir  mit 


bezeichnen ;  dieses  Polardreikant  ist  das  einzige,  welehey  aus 
drei  zu  einander  rechtwinkligen  Strahlen  besteht.  Die. drei 
Seitenflächen  eines  Polard reik an ts  schneiden  die  F'^>  in  Kegel- 
schnitten, für  welche  die  beiden  Kanten,  welche  die  Seiten- 
fläche enthält,  ein  Paar  konjugierter  Durchmesser  sind. 

Fassen  wir  zunächst  die  [.45] -Ebene  auf  mit  den  beiden 
konjugierten  Durehmessern  A  B  und  dem  in  ihr  enthalteneu 
Kegelschnitte  y'*',  so  werden  die  Potenzwerte  P^  und  Pß 
durch  je  ein  Paar  konjugierter  Punkte  n  n'  auf  A  und  b  h' 
auf  B  vollständig  bestimmt,  aämhch: 

ma  .  50ia'  =  Pa;  3Ji6  .  ^Mb'  =  Pe 
(Fig.  2'ä),  wobei  die  Paare  a  ci',  i  V  beliebig  aus  den  Puukt- 
involutionen  gewählt  werden  können.  Ziehen  wir  durch  a 
und  fi  Parallele  zu  B  und  A,  die  sich  in  b  treifen,  ao  ist 
|3Jib|^I>  ein  beliebiger  dritter  Durchmesser;  die  Richtung 
des  zu  D  konjugierten  Durchmessers  E  ist  offenbar  parallel 
der  Verbindungslinie  \a'ii'\,  der  Polare  von  b;  schneidet  also 
D  die  Gerade  |a'i)'|  in  b',  so  ist 
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die  Pol«nK  der  Punktinvolutioii ,  welche  den   Durch messer  D 
zugehört. 

Denken   wir    uns   nun   das   Dreieck  ?Jiai),   in    welchem 


(ib  =  ^H  iisti,  auf  eine  zu  E  ru eh t winklige  Gerade  projiziert, 
so  erbalten  wir  bekanntlich: 

5)fa  .  sin  {A,  E)  +  m^  .  sin  (B,  _B)  =  SRb  .  siu  {D,  E) 
und  andererseits  ist: 
m!x   .  sin  {A,  E)  =  vUfb'  .sin  {B,  E)  =  ^Btb' .  f^in  {D,  E) , 
woraus  folgt: 

Aus  dieser  elementaren  Beziehung  ergiebt  sich  ein  doppeltes 
Resultat: 


und  da 


2)Ea  :  m^  :  ^JEb  =  sin  (BD) :  sin  (AD)  :  sin  (AB) 
ist,  SU  erhalten  wir  die  beiden  Beziehungen: 
(I).     .     .      .       ^'"MBD)  _j_  ain'  jAD)  ^  sin' (AS) 

Pa  -Pfi  ^D 

(II) .  Pa  .  ain^  (^-E)  +  Fb  .  sin^  (B£)  =  Pn  ■  sin^  (7J-E) . 
Die  Gleichung   (IJ  lehrt  den  Wert  der  Potenz   P^j  für 
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eioen  beliebig  gegebenen  Durchmesser  D  ermitteln,  sobald 
man  die  Potenzworte  Fa  und  P«  kennt.  Die  Gleichung 
(II)  giebt,  wenn  wir  die  konjugierten  Durchmesser  D  uud 
E  mit  einauder  vertauschen: 

Fa  .  sin^  {AD)  +  Fb  .  sin^  (ßD)  =  Fe  ■  ain=  {DE) , 
und,  da  infolge  der  Gleichung  (1)  die  linke  Seite  gleich  wird 

so  folgt  die  Beziehung: 

Fa.  Fb.  sin^  (AB)  ^  Fn  ■  Fe  .  sin=  (DE) , 
bei  welcher  links  nur  Elemente  stehen,  welche  von  dem  Paare 
konjugierter  Durchme'sser  AB,  rechts  nur  Elemente,  welche 
von  dem  Paare  konjugierter  Durchmesser  DE  abhängen; 
verändern  wir  also  das  erstere  beliebig,  so  bleibt  die  rechte 
Seite  unverändert,  also  ist 
(1.)  Fa-  Fb.  sin'  {AB)  =  konst. 

für  alle  Paare  konjugierter  Durchmesser,  die  man  in  einer 
festen  Ebene  L-^^]  wählen  mag,  insbesondere  also  auch 
gleich  dem  Produkte  der  Potenzen  auf  den  Axen  Fa  ■  Fi,  fflr 
den  Kegelschnitt  y'^'. 

Bemerken  wir  ferner,  dafa  die  Gleichung  (II): 
Fa  .  sin'  {AE)  +  Fb  .  sin=  (BE)  =  Fd  .  ain'^  (DE) 
auf    der  linken  Seite    von    dem   Paare    konjugierter   Durch- 
messer AB  abhängt,   die   rechte   Seite   dasselbe   aber   nicht 
enthält,   so  wird,   wenn  wir  E,  also  auch  D  festhalten,   da- 
gegen das  Paar  AB  beliebig  verändern,  allemal 

Fa  .  sin'  (AE)  +  Fb  .  sin=  (BE)  =  konst. 
sein,  d.  h.  unverändert  bleiben,  oder  wenn  wir  statt  des  will- 
kürlieh  gewählten  festen   Durchmessers  E  einen  andern   zu 
demselben   rechtwinkligen  wählen,  auch  für  alle  Paare  AB: 

Fa  .  cos'^  {AE)  +  Fb  cos''  {BE)  =  konst. 
sein  müssen.    Hieraus  folgt  durch  Addition  die  bekannte  Be- 
ziehung : 

(2.)  Pa-\-Fb  =  konst. 

für  alle  Paare  konjugierter  Durchmesset  des  Kegelschnittes  y'^'. 
Diese  Beziehung  hat  sich  aber  in  zwei  andere  aufgelöst. 
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die  nocli  einer  Veraligemeinonmg  fähig  sind,  von  der  wir 
sogleich  öebiuuch  machen  werden.  Denken  wir  uns  nämlich 
dnrch  W  einen  beliebigen  Strahl  S  im  Kaume  gezogen,  dessen 
rechtwinklige  Projektion  auf  die  Ebene  [AB]  der  Strahl  Ji 
sei,  so  haben  wir  in  dem  rechtwinkligen  Dreikant  ÄES: 

cos  {SA)  =  cos  (EA)  .  cos  {ES) 
(vgl.  Fig.  16,  S.  382)  und  in  dem  rechtwinkligen  Dreikant  BES 

coa  {SB)  =  cos  {EB)  .  cos  {.ES)., 
folglich   ergiebt  sich   aus   der   mit   cos*  {SE)    multiplizierten 
Relation 

P^  .  cos^  {AE)  +  Pe  .  cos*  {BE)  =  konst. 
die  neue  Beziehung: 

Fa  .  cos*  {SA)  +  Fb  .  cos*  (SB)  =  konst. 
für  -rille  Paare  konjugierter  Durchmesser  A  B  in  der  Ebene 
y  und  einen  beliebigen  festen  Strahl  S  im  ßaume,  der  durch 
5)f  gezogen   ist.     Hieraus  folgt  aber,  da  Pa-\-  Pb  =  konst. 
ist,  auch 

(3.)  Fa  .  sin*  {SA)  +  P«  .  sin''  {SB)  =  konst. 

für  alle  Paare  konjugierter  Durchmesser  A  B  iji  der  Ebene 
/  und  einen  beliebigen  festen  Strahl  S  im  Baume,  der  durch 
Wl  gezogen  ist. 

Gehen  wir  jetzt  zu  dem  räumlichen  Polarbündel  5JJ'^' 
über  und  nehmen  drei  konjugierte  Durchmesser  ABC  der 
i^t^i;  ein  beliebiger  vierter  Durcbraeaser  sei  A^;  die  in  dem 
Polarbündel  zu  -4,  konjugierte  Ebene  «,  ist  dadurch  völlig 
bestimmt;  wir  können  aber  in  derselben  ein  Paai-  konjugier- 
ter Durchmesser  B^  C,  so  wählen,  dafs  B^  in  der  Ebene 
[.4,6']  liegt,  dann  ist  (7,  völlig  bestimmt. 

Da  nun  J.,  B^  G  in  einer  Ebene  liegen,  so  müssen  die 
drei  Ebenen  [-B|6'|]  [C,j1,]  YAB]  sich  in  einer  Geraden  schnei- 
den, und  da  die  beiden  ersten  Ebenen  sich  in  6',  schneiden, 
so  niufs  die  Ebene  \AB\  durch  C,  gehen,  oder 

A    B    0^ 
müssen  in  einer  Ebene  liegen. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Schnittlinie: 
\[AB],  \A,B,-\\  _  S, 
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SO  werden  ABC^S    in  einer  Ebene 

und  Ä^ByCS  cbcnfiills  in  einer  Ebene 

Hegen ,  und  da  [GG^\  die  Polarebene  des  Polarstrahls  S  ist, 
so  baben  wir  in  jeder  dieser  beiden  Ebenen  zwei  Paare  kon- 
jugierter Dnrcbmesaer,  nämlich 

A  S  und         C^S 

A^Bi         und         CS. 

Hiernach  ergeben  sich  die  oben  nachgewiesenen  Relationen  (2.): 

(PA-i-PB  =  Fc,  +  P, 

1  Ps+Fc  =-  Pa,+  Pß. , 
aus  deren  Summe  folgt: 

P^  +  -Pß  +  Po  =  Pa,  +  Pb,  +  Pc, . 
Da  aber  der  Durchmesser  jI,  ganz  willkürlich  gewählt  war, 
und  in  der  Polarebene  [.ß,  (7,]  desselben  für  jedes  Paar  kon- 
jugierter Durehmesser  die  Summe  Pb,-\- Pc,  denselben  Wert 
behält,  so  ist  überhaupt  für  irgend  drei  konjugierte  Durch- 
messer Ä  B  G  die  Summe 

Pa+  Pb  +  Pc  =^  koust. , 
d.  h.  die  Summe  der  Potenzen  der  drei  Punktinvo- 
lutionen auf  irgend  drei  konjugierten  Durchmes- 
sern einer  Mittelpunktsfläehe  2.  0.  hat  immer  den- 
selben konstanten  Wert,  ist  also  auch  gleich 
P„  _|_  Pj  +  P^  für  dio  drei  Hauptaxen  der  Pläche. 

Zweitens  haben  wir.  in  den  beiden  Ebenen  [ABCiS\  und 
[A^B^CS]  die  Beziehungen  (1.)  oben  nachgewiesen: 

\Pa   .  Pb    siii^  (AB)     =  Ps  .  Pc.  ■  sin^  (SC,) 
Ip^,  .  Pb,  sin*  (^1 P,)  ==  Fs.Pg  .  sin'  ÜSG) , 

und  wenn  wir  einmal  den  räumlichen  Strahl  C  mit  dem 
Paare  AB  und  C,S  in  Verbindung  setzen,  die  oben  nach- 
gewiesene Relation  (3.): 

P^.sin2(C^)  +  PB.sin*{0-B)=Pc,.siQ*''(CCi)  +  P5-sin'(CS), 
andererseits ,   wenn  wir   den  räumliehen  Strahl  Cj    mit  den 
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Paaren    konjugierter   Durchmesser    -^i^,    und    CS  in  Ver- 
bindung setzen: 
P^..sin»(C,^,)  +  PÄ,sin2(C|B,)=Pc-sin'(C0,)  +  P*sm''(C|S). 

Multiplizieren  wir  aber  die  erste  der  beiden  letzten 
Gleichungen  mit  Pa,  die  zweite  mit  Pc,  und  ziehen  sie  von 
der  vorigen  ab,  so  folgt  wegen  der  obigen  Relationen: 

Pb  Po  sin*  {£  C)  +  Pc  Pa  sin^  {CA)  +  P^  Pb  sin'  {A  B) 
=  PB,Pß,einn-Bi  0|)+ Pc, -P^.aiB' (<?,  ^i)  + P^, -Pji.sin^C-^i -Bi)- 
Da  aber  der  Dui-chmeseer  A^  ganz  willkürlich  gewählt 
war  und  in  der  Polarebene  \S^  C,]  desselben  für  jedes  Paar 
konjugierter  Durchmesser,  sowohl  das  Glied  Pb,  Pc,  sin'  {P^  (7,), 
als  auch  die  Summe  P«,  sin^  (j1,  B,)  -f-  Pc,  sin*  {.^4,  C,)  den- 
selben Wert  behält,  so  ist  überhaupt  für  irgend  drei  kon- 
jugierte Durchmesser  AUC  die  Summe: 

PePfiSin^C^C)  +Pc.P^sin'(CU)  +  P^Pfisin^^-ö)  =  konst-, 

d.  h.:  Bildet  man  für  irgend  drei  konjugierte 
Durchmesser  einer  Mittelpunkts  fläche  zweiter  Ord- 
nung ans  den  Potenzen  der  drei  zugehörigen 
Punktinvolutionen  die  Produkte  je  zweier  und  mul- 
tipliziert sie  mit  dem  Quadrate  des  Sinus  des  von 
ihnen  eingeschlossenen  Winkels,  so  hat  die  Summe 
dieser  drei  Produkte  immer  denselben  konstanten 
Wert,  ist  also  auch  gleich  P,P,  ^  P.P,, -\- P.Pt. 
für  die  drei  Uauptaxen  der  Fläche. 

Drittens  giebt  das  Produkt  der  beiden  vorhin  betrachteten 
Gleichungen : 

Pa.Pb.  Pc  ■  ain*  {A  B)  sin'  (S  C) 
=  Pj,  .  Pc, .  Pc, .  sin'  (A^  B,)  sin'  (S  C,) . 

Wir  haben  aber  in  dem  Dreikant  AUS  bekanntlich: 
ün  (0 S)  _  ,in{lAB],[AO]} 
sm(CM)         nn([AB],[A,B,])' 

da  A  B  C\  S  und  A,B^CS  in  je  einer  Ebene  liegen,  und 
ebenso  in  dem  Dreikant  A^  C\  S: 

»m(0,S)     _  dni[A,B,],[A,C,]) 

mD{C\A,)  sm{[A,Bi],[AB)) 
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und  durch  Division  beider  Gleichungen  folgt: 


n[[A,B,],[A,C,]}i 


Dies  substituiert  in  die  vorige  Gleichung  giebt: 
FaPbP   .  9in^  {A  B)  sin*  (A  C)  sin*  {\AB\,  [A  C|) 
=  jPa,Pb,Pc,.  sin^(^i£,)sin^(^C,)siü'([^,£,],[yl,C,]). 

Die  Grül'se  sin^A-Bi)  sin=(X,  C,)  siu=  ([1,-0,],  [^iC,]), 
welche  allein  von  den  Seiten-  und  Kautenwiukeln  des  Drei- 
kants A^  j?i  Ci  abhängt,  ist  eine  bekannte,  in  Bezug  auf  die 
drei  Kanten  symmetrische  i^'uuktion  der  Winkel,  welche 
V.  Staudt  das  Quadrat  des  räumlichen  Sinus  eines 
Dreikants  ^,  if,  C,  genannt  hat  und  welche  wir  kurz  be- 
zeichnen wollen  durch 

Ä*  {A^B^C^). 

Bezeichnen  wir  zur  Abkürzung  die  Winkel  des  Dreikauts 

(ü,C,)-«,    (C,^,)-ft    C-l,-B,)-r, 

und  die  Kante nwinkel : 

([Ä,BMAfi^)=A,  {[BßMB,A,])=B,  ([C\A,],[C,B,])^C„ 


sr,  +  siui^i  siny,  c 


*'n+l 


sin^^,  sin'^  y^  sin'  A^ 
'  cos'  ^1  —  cos''  j-,  -|-  2  cos  u^  cos  jJj  cos  y, 
cos  )-,     cos  /3i      =  S^  {A^  B^  C,) 

ä  ^l       1       cos 

cos  /3,     cos  (c, 
und  wegen  der  Symmetrie  dieses  Ausdrucks: 

sin'^i  sin*]',  sin''^,  =  sin'^y,  sin-«,  sin'^B, 
=  sin^  «,  sinä  /5,  sin^  C,  =  S^  (^,  5,  C,). 
Wir  können  daher  den  obigen  Ausdruck  auch  so  schreiben: 
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P^  .  Pb  .  Fe  ■  S^  {A  B  O 
=  Pj, .  I'b.  .  Po, .  sin*  (Bfii) .  sin*  (^i  A, ) .  sin'  ([£,C,  ],  [B^A,]) ; 

da  nun  der  Durchmesser  -d,  ganz  willkürlich  gewählt  war, 
und  in  der  Folarebene  [B,  C,]  desselben  für  jedes  Paar  kon- 
jugierter Durchmesser,  sowohl  das  Produkt  Pb,  Pc,  sin^  (B,  C^), 
als  auch  das  Produkt  sin'iB^A^)  .  sm'{{B^C,],{B^A^\)  be- 
kanntlich denselben  Wert  behält,  so  ist  überhaupt  für  irgend 
drei  konjugierte  Durchmesser  ABC  das  Produtt: 

Pa.Pb-  Pc  .  S''  (A,  B,  C)  =  konst, 

d.  h. :  Für  irgend  drei  konjugierte  Durchmesser 
eiuer  Mittelpunktsfläche  zweiter  Ordnung  ist  das 
Produkt  aus  den  Potenzen  der  zugehörigen  Punkt- 
invoiutioneii  in  das  Quadrat  des  räumlichen  Sinus 
des  von  den  drei  konjugierten  Durchmessern  ge- 
bildeten Dreikants  von  konstantem  Werte,  also 
auch  gleich  P„  Pj  P^  für  die  drei  Hauptasen  der 
Fläche,  da  der  räumliche  Sinus  eines  dreirecht- 
winkligeu  Dreikants  gleich  1   ist.*) 


*)  Durch  den  räumlichen  Sinus  eines  Dreikants  läCst  sich  bekannt- 
lich das  TetraSdervolumen  ausdrücken.  Sind  ä  ®  6  ©  vier  beliebige 
Punkte  im  Baume,  die  Ecken  eines  Tetraeders,  und  bezeichnet  man 
dessen  Kanten  nnd  Seitenflächen: 

das  Volumen  des  Tetraeders  durch  v,  so  ist; 

&V  =  abc  .  Bin(a,  h)  .  sin{c,  y)  -  abe  .  ^mQ,.  c]  .  sin(a,  c) 
=  aic.Bin(c,<().ma(&.ß). 


6d  —  abc  . s 

iin(ai.).i 

iin(ac)  ,; 

ain(ftr) 

=-abe  .t 

HU  (6c)  .  i 

iin(6B)  .  f 

un(y,  b) 

=--  abc  .  1 

äin(ca)., 

«0(C&).1 

dn[«,p) 

laeh  dem  Obigen: 
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Dies  letzte  Resultat  läfst  eine  bemerkenswerte  Folgerung 
zu:  Nehmen  wir  nimlich  die  beiden  Hyperboloide,  welche 
(S.  512)  als  konjugierte  bezeichnet  wurden,  die  denselben 
Asymptotenkegel  haben,  und  von  denen  das  eine  ein  ein- 
Rchaliges,  das  andere  ein  zweischaliges  ist,  so  wissen  wir,  dafs, 
wenn  t  ein  Punkt  des  zweisehaligen  Hyperboloids  und  r  seine 
Berühruugs ebene  ist,  dieselbe  den  Asymptotenkegel  9)!'^'  in 
einer  Ellipse  schneiden  mufs,  deren  Mittelpunkt  t  ist; 
ferner  mufs  eine  durch  ?0J  parallel  zu  r  gelegte  Ebene  das 
konjugierte  (einsehalige)  Hyperboloid  in  einerEUipse  schneiden, 
welche  mit  der  vorigen  kongruent  ist,  weil  jede  durch  j9Jtt| 
gelegte  Ebene  die  beiden  Hyperboloide  in  konjugiei-ten  Hy- 
perbeln und  die  Ebene  t  in  einer  Tangente  an  einer  der- 
selben schneidet;  wenn  nun  der  Durchmesser  |9Jft|  mit  Ä 
und  irgend  zwei  konjugierte  Durehmesser  der  Ellipse  mit  J5 
und  C  bezeichnet  werden,  so  drückt  das  mit  rc^  multiplizierte 
Produkt  Pß  .  Fa  sin'  (S  C)  das  Quadrat  der  Fläche  der  Ellipse 
aus  und  Fa  ■  sm'  {AB)  sin^  (\BA],[S(J})  das  Quadrat  der 
Höhe  eines  Kegels,  dessen  Spitze  ä)E  und  dessen  Grundfläche 
jene  Ellipse  ist.  Pa  Pn  Pc  S'' (A  B  G)  dröckt  also  das  Qua- 
drat des  Volumens  dieses  Kegels  aus  (bis  auf  einen  Zahlen- 
faktor), und   der  vorige   Satz   läist  sich  so  aussprechen : 

wo  S^(abc)  ^  ,        I,  ooa(a6),    coa(acl  , 

OB{la)  1  co.(6c) 

I  pos{ea)     t,oä(cÖ)  i        I  bedeutet 

Dei  i^iinlide  Sin  s  dea  Dieikanta  ist  0  wenn  die  drei  Kalten  in 
Pine  Ebene  tiUen  und  1  wenn  sie  diei  ra  eintnder  leclit winklige 
Stiahlen  sind 

Mit  HJte  des  raumlidien  Simis  hiteen  sifh  leicht  bei  einem  Paral 
lelepipedon  die  Verhältnisse  dei  Kanten  zu  dei  rnimhchen  Diagonale 
desselben  au^diucken  Bezeichnen  wii  die  diei  in  einei  bcke  des 
FariUelepipeds  ausunmenstofseuden  Kinteii  durch  abc  und  die  lium 
licl  e  D  aj^onaie  desselben  durch  d  so  haben  offenbai  die  feid  u  Ps 
lamiden  deren  k  u  ten  ß  ii  c  un  1  a  b  d  sind,  glei  !  e  \  il  imen  also  i  t 
(aÖc)'S'(«6c)  =  (a6(i)'S'(a&d 

c^:d^  =  S^{abd)  -.S'iabc), 
mithin  allgemein; 

a« :  6' :  c'  :  <;«  =  S^{bcd)  :  S'(acd)  :  S^iabd)  :  S»(att) 
analog  dem  bekannten  Satze  der  Trigonometrie. 
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Eine  veränderiiclie  Ebene,  welche  von  einem 
festen  Kegel  zweiten  Grades  TO'^'  ein  konstantes 
Volumen  abschneidet,  umhüllt  ein  z weiaclialiges 
Hyperboloid,  dessen  Berührungspunkt  mit  der 
Ebene  allemal  der  Mittelpunkt  der  Ellipse  ist,  in 
welcher  die  Ebene  den  Kegel  3)EI^1  achneidet.  Der 
Kegel  selbst  ist  der  Asymptotenkegel  des  Hyper- 
boloids. 

Wir  erkennen  hierin  das  räumliche  Analogen  bekannter 
Eigenschaften  der  ebenen  Hyperbel. 

Sind  AHO  drei  konjugierte  Durchmesser  einer  Mittel- 
punktsfläche F'^^  und  Pji  Pb  Fe  die  Potenzen  der  ihnen  zu- 
gehörigen Puuktinvolutionen,  so  läfst  sich  die  Potenz  der 
auf  einem  beliebigen  vierten  Durchmesser  1)  befindlicheu 
Punktinvolution  auf  folgende  Art  ermitteln: 

Da  die  drei  Ebenen  des  Dreikants  ABC  und  die 
unendlich -entfernte  Ebene  s^  ein  Polartetraeder  im  räum- 
lichen Polarsystem  bilden,  dessen  Kernfläche  j^'^'  ist,  so 
werden  die  drei  Paar  üegenkanteu  des  Polartetraeders  kon- 
jugierte Strahlen  im  Polarsystem  sein,  also  zu  A  der  lion- 
jugierte  Strahl  \[BO]  sj  u.  s.  f 

Ziehen  wir  durch  W.  einen  beliebigen  vierten  Durch- 
messer D,  nehmen  irgend  einen  Punkt  b  desselben  und  legen 
durch  ihn  drei  Ebenen  parallel  den  Ebenen  {BC'\  \CA^^  [AB^, 
welche  den  Strahlen  A  B  C  ia  den  Punkten  a  t)  C  begegnen 
mögen,  dann  erhalten  wir  die  sechs  Seitenflächen  eines 
Parallelepipeds  (Fig.  24),  von  welchem  D  eine  Diagonale  ist; 
die  Pole  der  drei  Seitenfläche]!,  welche  sich  in  b  schneiden, 
seien  a'  i'  c'  auf  den  Durchmessern  ABC,  so  dafs  also  die 
Werte  der  Potenzen  flir  die  den  drei  konjugierten  Durch- 
messern zugehörigen  Punktinvolutionen  sind: 

P^  =  ?0ta,5JIa';     Pj(  =  ^6  .  9Mb';    Pc  =  5Jt  c .  ?l)!  c'. 
Die   Ebene   [Ci'6'c']   ist  die  Polarebene   des   Punktes   b,  trifi^t 
also  den  Strahl  pDJbl  in  dem  Punkte  b',  so  dal's 

die  Potenz  der  Punktinvolution  auf  dem  Durchmesser  B  ist. 
Legen  wir  die  Ebene  [CB},  welche  die  Ebene  [AB}  in  der 
Diagonale  ^Jc  des -Parallelogramms  schneidet,  dessen  Seit«» 
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^lO    und    ^Dil)    sind,   so  wird    c  der  Pol   von   \o."i>'\  sein  im 
ebenen  Polarsystem  in  der  Ebene  [^U];  also  schneidet  | ^  c | 


die  Gerade  |a'b't  im  Punkte  e',  der  zu  e  konjugiert  ist,   und 
wir  Iiaben  auf  S.  521  die  elementare  Beziehung  gefunden: 
äfia    ,    SU   _  mu_ 

wa'  m''    '  mt' ' 

In  der  Ebene  jCD]  ist  in  gleicher  Weise  5)Ib  die  Diago- 
nale eines  Parallelogramms ,  dessen  Seiten  W  c  und  ?9f  c 
sind,  und  die  Polare  von  b  in  dem  Polaraysteme  in  der  Ebene 
[CD]  ist  |c'e'|,  welche  in  b'  von  |5)}b|  getroffen  wird,  also: 

Ans  der  Summe  beider  Gleichungen  folgt; 

£m_a_   ,    Wb    I     W_c_  ^  mb^ 

ma    "f"  Mb'  "•"  Wie  Wb'  ' 

eine  elementare  Uelation,  die  nun  in  doppelter  Weise  für 
uns  verwertet  werden  kann;  es  folgt  aas  ihr: 

"P^"  "T"    p^-  ~r    p^   —    p^ 
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oder,  wenn  wir  (s.  Anmerkung  auf  S.  528)  dio  Quadrate  der 
Strecken  im  Zähler,  Kanten  und  Diagonale  des  Parailelepi- 
peds,  ersetzen  durch  die  Quadrate  der  räumlichen  Sinus  zwi- 
schen dea  Dreikauten,  die  aus  den  vier  Strahlen  AB  CD 
gebildet  werden: 


j,  0'\,J}l^JJ)        I       ^ 


ein^  Beziehung,  welche  den  Wert  der  Potenz  P^  der  Punkt- 
involution  auf  einem  beliebigen  Dorchoieaser  D  liefert,  aus- 
gedrückt durch  die  Potenzen  Pa  Pb  Pc  der  Puuktinvolu- 
tionen  auf  den  gegebenen  drei  konjugierten  Durchmessern 
ABC. 

Andererseits    liefert    aber   die    vorige    Relation  folgende 
Gleichung : 

und  bezeichnen  wir  die  zu  dem  Durchmesser  D  konjugierte 
Ebene  im  Polarbündel  äft'^'  mit  S,  so  liegen  o!  b'  i  b'  in 
der  Ebene  S,  und  es  ist: 

^a'  .  sin  {A,  S)  =  m^'  .  sin  {B,  S)  =  ?0f  c'  .  sin  (C,  S) 
=  5Kb'.  sin(D,  tf), 
so  dafs  sich  die  Beziehung  so  gestaltet: 
H)         Pa  sin^  {A,  S)  +  P^  siu^  [B,  S)  +  Pc  sin=  {C,  S) 
=  Po  sin=  (Z>,  S). 
Aus  der  Beziehung  I)  ergiebt  sich  u.  A,,  wenn  wir  für 
ABC  insbesondere   dasjenige   System   konjugierter    Durch- 
messer setzen,  welches  die   drei  zu  einander  rechtwinkligen 
konjugierten  Strahlen  des  Polarbündels  5)E'^*,  die  Axen  a  b  c 
der  FJäche  F<^>,  bilden,  wodurch: 

S^(ahc)^l,     S''{abd)  =  coä^id,6)    u.  s.  f. 
wird,  folgende  Beziehung: 

coa'  (d,  a)     ,     co^{d^  6]     .     cos'  (<^  c)  _  J_ 
P„  -P*  -Pc  ^d  ' 

wo  d  =  J?  ein  beliebiger  rierter  Durchmesser  ist.  Nehmen 
wir  statt  d  der  Reihe  nach  drei  beliebige  zu  einander  recht- 
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winklige  Durchmesser  (?,  d^  ä^  uiiii  addieren  die  erhaltenen 
Beziehniigen,  so  folgt,  da  (S.  383) 

cos^  ((7,  a)  +  cos*  Q^ä  a)  -\-  cos'  {d^  re)  =  1 
ist: 

-p-  +  p   ■  -f  jj~-  =  T"  +  T"  +  P    =  '""'^*''     ^^-  '^^ ■ 

Die  Summe  der  reziproken  Werte  der  Potenzen 
von  den  Pmiktinvolutionen  auf  irgend  drei  zu 
einander  rechtwinkligen  Durchmessorn  eines 
räumlichen  Polar  Systems  ist  konstant,  also  gleich  der 
Summe  der  reziproken  Werte  der  Potenzen  der  auf  den  drei 
Hauptaxen   der  Fläche  i^<^    befindlichen   Punkt  Involutionen. 

In  der  Beziehung  II)  kommen  die  drei  konjugierten 
Durchmesser  ABC  allein  auf  der  linken  Seite  vor,  während 
die  rechte  Seite  von  denselben  unabhängig  ist,  und  in  diese 
nur  eingehen  die  Ebene  ö,  der  zu  ihr  konjugierte  Durch- 
messer D  und  die  Potenz  der  ihm  zugehörigen  Punkt- 
involution. 

Wenn  wir  daher  an  die  Stelle  von  ABC  irgend  ein 
anderes  System  dreier  konjugierter  Durchmesser  J,  B,  C, 
treten  lassen,  so  bleibt  die  rechte  Seite  ungeändert,  d.  h. : 
Fa  sin'*  (A,  d)  -j-  Pß  sin'  (B,  d)  +  Po  sin'  (C,  S)  =  konst. 
für  alle  beliebigen  Tripel  von  je  drei  konjugierten  Dureh- 
messern {oder  alle  Polardreikante  des  Polarbündels  OT^')  und 
eine  beliebige  festgehaltene  Ebene  d. 

Setzen  wir  au  Stelle  der  Ebene  rf  ihre  Normale  N,  so 
wird  die  vorige  Relation: 

Fa  cos«  {A,N)'\-  Pb  cos3  [B,  N)  +  Pc  cos'  (C,  N)  =  konst. 
für  alle  Tripel  konjugierter  Durchmesser  A  B  (J  Wad  einen 
beliebigen  festen  Strahl  JV;  da  aber,  wie  wir  auf  S.  524  ge- 
sehen haben,  allgemein  P^  -f  Ps  +  ^^(^  =  konst,  ist,  so  folgt 
durch  Abziehen: 

Pa  sin'  {A,  N)  +  Pß  sin'  {B,  N)  -f  Po  sin'  (C,  N)  =  konst,, 
d,  h.:  Wenn  man  für  irgend  drei  konjugierte  Durch- 
messer einer  Mittelpunktsfläche  2.  0.  die  Werte  der 
Potenzen  der  zugehörigen  Punktinvolutionen  mul- 
tipliziert mit  den  Quadraten  des  Sinus  oder  Cosi- 
nus   der  Winkel,    welche  die   drei  Richtungen  der 
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konjugierten  DurcbnieBser  mit  irgend  einer  festen 
Richtung  im  Räume  bilden,  so  ist  die  Summe  die- 
ser Produkte  konstant  für  alle  Tripel  von  kon- 
jugierten Durchmessern. 

Hierdurch  zerlegt  sich  die  oben  gefundene  Relation; 
p^,  +  Pß  +  Fa  =  konst. 
iu    zwei  andere,   die  von   einer  willkürlich  gewählten   Hich- 
tung  N  abhängen. 

Die  obige  Beziehung  11)  läfst  eine  andere  Folgerung 
zu;  Da  i?  und  8  einen  beliebigen  Durchmesser  und  die 
ihm  konjugierte  Durchmesserebene  bezeichneten,  so  wird, 
wenn  wir  für  ä  die  Normale  n  dieser  Ebene  einführen,  die 
Beziehung  II)  folgende: 

Pa  cos*  {A,  n)  -\-  Pß  cos'^  (Bf  n)  -\-  Fe  cos'^  (C,  n) 
=  Pß  COB'^  (D,  k). 

Ist  nun  I>  ein  reeller  Durchmesser,  welcher  die  Fläche  .F'^* 
in  reellen  Punkten  durchbohrt,  zwischen  denen  Wl  in  der  Mitte 
liegt,  so  wird  die  zu  D  konjugierte  Ebene  parallel  sein  der 
Berühr ungsebene  in  einem  der  Endpunkte  dieses  Durchmessers, 
und  Pj)  wird  gleich  sein  dem  Quadrate  des  Halbmessers,  =^  d' ; 
also  wird  d'^  cos*  (rf,  n)  das  Quadrat  von  der  Länge  des  Perpen- 
dikels sein,  welches  aus  dem  Mittelpunkt  M  auf  die  ßerüh- 
rungsebene  in  dem  Endpunkte  des  Durchmessers  d  herab- 
gelassen werden  kann;  bezeichnen  wir  dieses  Perpendikel 
mit  p,  so  haben  wir  also : 

P^  cos*  (Ä,  n)  +  Pß  cos*  {B,  n)  -f  Po  cos^  {C,  n)  =  p' 
oder,  wenn  wir  für  das  System  der  drei  konjugierten  Durch- 
messer ^  5  C  die  drei  Äsen  ab  c  wählen: 

P„  cos^  (a,  n)  -j-  Pb  cos^  {b,  n)  -{-  Fe  cos*  (c,  n)  =  p' . 
Denken  wir  uns  drei  zu  einander  recbtwinlilige  Bertth- 
rungsebenen  an  die  F^^i  gelegt,  so  werden  deren  Normalen 
n  n  n"  auch  drei  zu  einander  rechtwinklige  Strahlen  sein, 
und  die  drei  Perpendikel  aus  SÖ£  auf  die  drei  rechtwinkligen 
Berührungsebenen,  welche  sich  in  '^  achneiden  mögen,  werden 
die  drei  Kanten  eines  Parallelepipeds  sein,  von  dem  9Jt  und 
*-P  gegenüberliegende  Ecken  sind,   und   dessen  Seitenflächen 
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paarweise  den   drei  Berühr ungsebenen  parallel  laufen;  folg- 
lich ist: 

und  da  bekanntlich 

cos^  {a,  n)  -\-  coB^  («,  n)  -[-  cos^  («,  n")  =  1  u.  s.  w. , 
so  erhalten  wir: 

(TO$)''  =  P„  + Ps  + -p5  =  konsfc.,  d.h.: 
Der  Schnittpunkt  dreier  zu  einander  recht- 
winkligen Berührungsebenen  einer  Fläche  2.  0,  F'^> 
liegt  allemal  auf  einer  mit  der  Fläche  konzen- 
trischen Kugel,  deren  Radius  zum  Quadrate  hat: 
P«  + -^t  + -Po-  Wir  wollen  diese  die  „Orthogonalkugel" 
der  Fläche  P<^'  nennen. 

Durch  die  drei  Konstanten: 

P^  +  p^  -|_  P^  =  c,  =  P„  +  P.  +  P. , 

PsPcsiii>iS,C)  +  PcPa  sin'{C,A)  +  P^Pn  sm\A,B)  =  Cj 

=^P„P,+  P,P.  +  P„P,, 

PAPBPc-^(ÄJiC)  =  Cj  =   PaPiP. 

sind  die  Koeffizienten  einer  kubischen  Gleichung 

x^  —  CfX^  -}-  C2X  --  c^  ^=  0 
gegeben,  deren  Wurzeln  Pa  Pb  Pc  die  Quadrate  der  Haupte 
axen  der  Mittel punktsfläehe  oder  die  Potenzen  der  Punkt- 
involutionen sind,  welche  den  Hauptaxen  zugehören,  sobald 
irgend  drei  konjugierte  Durchmesser  mit  den  ihnen  zugehö- 
rigen Punktinvolutiouen  gegeben  sind. 

§  59.     Metrische  Beziehungen    für    das  räumliehe  Polar- 
system, von  welohem   der  Mittelpunkt   und   ein  beliebiges 

Folartetraeder  gegeben  sind. 

Sobald  man  von  einem  räumlichen  Polarsystem  den 
Mittelpunkt  3t  (Pol  der  unendlich- entfernten  Ebene  e^)  und 
ein  beliebiges  Polartetraeder  (9(*ßl5®)  kennt,  ist  dasselbe  voll- 
ständig bestimmt  (S.  149).  Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  die 
drei  vorigen  Konstanten  c,  Cj  Cj  zu  ermitteln. 

Da  für  das  Polarsystem  die  Elemente: 
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Pol;  Polarebeae: 


fegeben  sind 


die  Poteni 

ten  Durchmesser: 


'd  die  Verbinduiigslinie  |^I1J91|  die  Ebene 
[21 1'^  3:]  111  einem  Funkte  m 
tieffen,  welcliei  der  Mittel- 
punkt des  ebenen  Polarsy^tenis 
ist,  dT,  dei  Ebene  [3Ö3>]  zu- 
gehört, fui  dasselbe  ist  S  6  35 
Lin  Pülaidieieek  und  wir  kön- 
nen leicht  die  beiden  den  kon- 
jugieiten  DurchmeH&ern  zoge- 
liüijgen  Konstanten  eimitteln 
(Fig  Jö)  Verlangern  wir  |mS| 
bis.  zum  'Schnittpunkte  b  mit 
der  Kante  |fe®|,  so  ist: 

mS  .  mb 
die  Potenz  der  Punktin  volntion 
auf    dem    Durchmesser   \m^] 
des  ebenen  Polarsystema;  der 
konjugierte   Durchmesser  ist  die  Parallele   durch 
trifft  diese  Parallele  die  Kante  ] 33 3) |  in  c,  so  ist 
der  Pmiktinvolution  auf  dem  zu  jm^j  konjugier- 


mc .  bS. 


Legen  wir  jetzt  durch  'Di  eine  Parallelebene  zu  [-5J635], 
ao  ist  dieselbe  die  Polarebene  zu  dem  Strahle  |5lf3ti  im  Polar- 
bündel ?iRl^>,  und  trifft  diese  Farallelebene  die  Tetraederkanten 
in  $i'^'^',  80  ist  die  Ebene  [93'6'!t)']  der  Träger  eines 
neuen  ebenen  Polarsyatems,  für  welches  der  Punkt  '^t  der 
Mittelpunkt  ist  und  die  Potenzen  der  Punktinvolutionen  auf 
zwei  konjugierten  Durchmessern  Seicht  ausgedrückt  werden 
durch  die  vorigen  Potenzen;  bezeichnen  wir  die  Potenz  auf 
dem  Durchmesser  |^?l|  durch: 
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und  die  Potenz  auf  dem  Durchmesser  |?OJ*B'|  durch  Ps,so  wird 
dieselbe  also  ermittelt  werden  können:  da  S'auf  |9[^|  liegt, 
so  murs  die  Polarebene  von  35'  (im  r'änmlichen  Polarsysteme) 
durch  die  Gegenkante  |  @3)  |  gehen ;  da  ferner  33 '  in  der  Durch- 
niesserebene  [aS'tS'S)']  liegt,  so  mufe  die  Polarebene  durch 
den  unendlich -entfernten  Punkt  des  konjugierten  Durch- 
messers |5)t9t|  gehen  oder  parallel  | SUSI |  sein;  hieraus  folgt, 
dafs  die  Polarebene  von  25'  auf  dem  Durchmesser  l^tS^'l 
von  3ti  aus  ein  Stück  abschneidet,  welches  gleich  ist  rali; 
also  ist  die  Potenz  auf  dem  Durchmesser  |^2)'|: 

Pß  =  g)iS'.mlj. 
Endlich  ist  der  zu  |?OiSÖ'|  konjugierte  Durchmesser,  dessen  Po- 
tenz durch  Fe  bezeichnet  werde,  die  durch  'Hi  zu  |t5'S)'|  par- 
allel gezogene  Gerade,  und  in  gleicher  Weise  finden  wir  daher: 

Pc=mc'.tt6, 
und,  da  sich  wegen  der  Parallelität  verhält: 

m93'  _  aafi        „ ,      _aß£  _  snm 

so  haben  wir: 

F^  =  m%.mm;  P«  =  ^.m'ö-mt;  P..  =  |^J  .  mc.  Mi 

In  der  Ebene  [S*SS5]  ist  nun  bekanntlich,  wenn  wir  um 
das  Dreieck  256S  einen  Kreis  beschreiben  und  die  Potenz 
des  Punktes  m  in  Bezug  auf  diesen  Kreis  nehmen,  dieselbe 
gieich : 

11135  .mG+-mc.t)6 

(Th.  d.  X.  y.  185);  wenn  wir  daher  durch  diesen  Kreis  und 
den  Punkt  %  eine  Kugel  legen,  d.  h,  dem  Tetraeder  C?tS6®) 
eine  Kugel  umschreiben,  so  wird  die  Poten:«  des  Punktes  m 
in  Bezug  auf  diese  Kugel  dieselbe  sein,  wie  in  Bezug  auf 
jenen  Kreis,  also  nach  dem  Obigen: 

sie  ist  aber  auch,  wenn  wir  annehmei),  dafs  der  t:Jtrahl  |m3tj 
die  umschriebene  ü^iigel  zum  andern  Male  in  %' ittSu,  gleich 

m2(  .  mal', 
folglich  ist 
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Fb  +  Pc  =  m9t' .  m?l 

~'^A.+  Pb  +  Pc  =  aitsi .  3jm', 

d.  h.  gleich  der  Potenz  des  Punktes  ®t  in  Bezug  auf  die  deui 

Tetraeder  umschriebene  Kugel;   bezeichnen  wir  diese  Potenz 

mit  Pä,   so  dafs: 

(I)  P^  +  Ps  +  Pc=Pjt 

ist,  80  Uirst  sich  der  Satz  auesprechen: 

Die  Potenz  des  iVlittelpunktes  Sit  eines  räum- 
lichen Poiarsystems  in  Bezug  auf  die  einem  be- 
liebigen Polartetraeder  umschriebene  Kugel  ist 
konstant,  gleich  der  Summe  der  Potenzen  der  drei 
Punktinvolutionen,  welche  den  Hauptaxen  des 
Polarsystems  zugehören.  Erinnern  wir  uns  nun  (S,  534), 
dafs  diese  Summe  Po  +  Pfi  +  Pc  gleich  dem  Quadrate  des 
Radius  der  „OiiihogonalkugeP'  ist,  d.  h.  derjenigen  Kugel, 
welche  sämtliche  Schnittpunkte  je  dreier  rechtwinkligen  Be- 
riihrungsebenen  der  i^'^l  enthält,  so  läfst  sieh  der  Satz  aus- 
sprechen: 

Die  Orthogonalkugel  einer  Fläche  P«),  welche 
die  Schnittpunkte  je  dreier  zu  einander  recht- 
winkligen Berilhrungsebenen  der  F^^'i  enthält, 
schneidet  jede  einem  Polartetraeder  (iu  Bezug 
auf  F<^}  umschriebene  Kugel  rechtwinklig. 

Zweitens  wissen  wir,  data  in  dem  ebenen  Polarsystem  der 
Ebene  |a}SS)]  das  Produkt  der  Potenzen 

m^  .  iilb  .  mc .  l)tS  .  sin'(|mä5|,  hiic|}  =  ''■ii'ihp-ip.i 

ist  (Th.  d.  K.  S.  185),  wo  r  den  Radius  des  dem  Dreieck 
39  tä  35  umschriebeneu  Kreises  und  p^  p^  p^  die  Perpendikel 
bedeuten,  welche  von  m  auf  die  Seiten  |tS2)|,  |®^t,  |S*^| 
herabgelassen  sind;  hieraus  folgt: 

Pfl  .  Pc  .  Hm^(P,  C)  =  \-^  .  2/-jj,i»3jjj. 
Da  ferner 

F^==^M%.'-mm, 
und  das  Perpendikel  hy   von  51  auf  die  Ebene  [S'6'5D']  so 
ausgedrückt  werden  kann: 
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7(j  =  ^Ut .  sm(B,  A)  .  sm([BA],  IBC\)  , 
so  erhalten  wir  (S.  526): 
F^.F..F„.  S'iABC)  =  2r  .  „,P.  .  K  •  ^sfrfi   ' 
Die  Gröfsen  auf  der  rechten  Seite  lassen  eich  aber  leicht 
umgestalten.     Bezeichnen  wir   nämlich   die  vier   Höhen   dos 
Tetraeders  912565^  durch 

H^    H^    Ä,    i?, 
und  die  vier  ihnen  parallelen  Perpendikel  von  dem  Punkte  'M 
auf  die  Tetraederflächen  durch 

P^     P,     Pa     P4, 
so  verhält  sich: 

SR  SC  __  Aj_  mm_P| 

\nil        H,  %m        H, ' 

folglich : 

P^  Pb  Pc  .  S''{ÄBC)  =  ~  2^  .  ^,,i,3j.,  .  h\  .  -J*  ■ 

Endlich  drücken  wir  das  Volumen  der  Pyramide  {31 63!)m) 
so  aus:  ^  ,  ^  (ß3^) .  Pj .  if,  und  andererseits,  wenn  wir  als 
GrundflUehe  das  Dreieck  (91 'S  2))  nehmen  und  als  Höhe  das 
aus  m  auf  dieselbe  gefällte  Perpendikel,  dessen  Gröfse  ist 
p^  ,  J',  so:  ^  (?t6®)  •  Pj  ■  f',  woraus  folgt: 

©$).j)j7t,  =  2(9165)).  Ps 
und  analog:         ':b^  .  p^l^  =  2(91S5D)  .  P3 

Sg.p^Ä,  ==2(91®S)  .P4, 
folglich,  da  bekanntlich 

(35e).(6'£)).(®23)  =  4r  .(S6®) 
ist,  ergiebt  sich: 
P.F.Pa'.  S'(AFC)  _  -  4P,P,P,P,  g-»JSWTOH«W  , 

oder,  wemi  wir  dasVulumen  v  des  Tetraeders  (3l?iK©)  ein- 
ffllireii ; 

3c  — CBßD)  .B, 

—  (61)31) .  S, 

—  (aiaTO).-H, 
-.(SlSBK).if, , 

so  ergiebt  sicii; 
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d.  h.:  Wenn  man  aus  dem  Mittelpunkt  'M  eines  räum- 
lichen Polarsystems  auf  die  vier  Seitenflächen 
eines  beliebigen  Polartetraeders  die  Perpendikel 
fällt  und  die  Verbältnisse  derselben  zu  den  ihnen 
parallelen  Höhen  des  Tetraeders  multipliziert  mit 
dem  negativen  Quadrate  des  sechsfachen  Tetraeder- 
volumeiis,  so  ist  dieses  Produkt  konstant,  gleich 
dem  Produkt  der  Potenzen  der  drei  Punktinvolu- 
tionen, welche  den  Hau.ptaxeu  des  Polarsystems 
zugehören. 

Um  die  übrig  bleibende  dritte  Konstante  c,  zu  ermitteln, 
wählen  wir  ein  anderes  System  konjugierter  Durchmesser, 
als  dasjenige,  welches  in  den  beiden  vorigen  Fällen  in  Be- 
tracht kam,  bei  welchem  nämlich  ein  Durehmesser  von  ?0i 
nach  einer  Tetraedereeke  2t  ging  und  die  konjugierte  Ebene, 
welche  die  beiden  andern  konjugierten  Durchmesser  enthielt, 
der  gegenüberliegenden  Tetraederfläche  [S*5S>]  parallel  war. 
■■'Das  neue  System  konjugierter  Durehmesser  konstruieren 
wir  so: 

Die  Gegenkanten  |?IS|  und  |fö3)|  des  Polartetraeders 
sind  die  Träger  von  Punbtinvolutionen,  deren  Mittelpunkte 
xn  und  m,  seien,  während  die  ihnen  konjugierten  unendlich- 
entfernten Punkte  m"  und  m"  sind.  Da  nun  die  Gegen- 
kanten des  Polartetraeders  konjugierte  Strahlen  im  räumlichen 
Polarsysteme  sind,  so  ist: 

[5DJ6S)]  die  Polarebene  von  m°°,   geht  also  durch  m, 


Die  Ebenen  [^6S)J  und.  [?mW33]  schneiden  sich  also  in  der 
Geraden  |mm,|,  welche  durch  'SU  gelegt  die  beiden  Gegen- 
kanten |3135|  und  llj®!  trifft;  es  giebt  nur  eine  solche  Gerade 
Imm,  I  durch  M,  und  ihr  ist  konjugiert  die  unendHch-cntfemte 
Gerade  jm"m^!. 

Die  zu  dem  Durchmesser  |mmij  konjugierte  Durchmesser- 
ebene ist  die  Ebene  [?0!m"rti"j,  d,  h.  die  durch  iW  parallel 
zu  dem  Paare  von  Gegenkanten  |9lffl|  und  \(^,'^\  gelegte  Ebene. 

Ziehen  wir  durch  3Jt  (Fig.  26)   eine  Parallele  A  zu  der 
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Kante  \^)Va\  und  eine  Parallele  Ji  zu  der  Kante  [föSI.  be- 
zeichnen wir  ferner  den 
Durchmesser  |miiti|  mit 
C,  so  ist  offenbar  von 
A  der  konjugierte  Strahl 
im  räumlichen  Polar- 
system die  unendlich- 
entfernte  Gerade  der 
Ebene  [^OieSD]  oder 
[SC],  von  B  der 
konjugierte  Sti-ahl  im 
räumlichen  Polar syatem 
die  unendlich-entfernte 

Gerade    der    Ebene 
[m%ai]     oder     [AC]; 
6"  "\  und   von  C  der  konju- 

gierte Strahl  im  räum- 
i'ig.  ae.  liehen     Polarsystem 

j  Hl"  ml'  I    oder    die    un- 
endlich-entfernte Gerade  der  Ebene  [ABJ,  folglich  bilden 

AB  G 
ein  Polardreikant  im  Polarbündel  M*^',  sind  also  drei  konju- 
gierte Durchmesser  des  Polarsystems;   diese  sind   es,  welche 
wir  der  folgenden  Betrachtung  zu  Grunde  legen  wollen.    Wir 
können  zunächst  den  Satz  aussprechen; 

Zieht  man  durch  den  Mittelpunkt  eines  räum- 
lichen Polarsystems  zwei  Parallele  zu  einem  Paar 
konjugierter  Strahlen  desselben  und  diejenige 
dritte  Gerade,  welche  dem  Paare  konjugierter 
Strahlen  begegnet,  so  erhält  man  itllemal  drei 
konjugierte  Durchmesser  des  Polarsystems. 
Um  nun  die  Potenzen 

Pa     Bb     Bc 
der  drei  Punktinvolutionen  zu  ermitteln,  welche  diesen  kon- 
jugierten  Durchmessern   zugehören,    bemerken   wir   zunächst, 
dal's 

Bc^mm  .  '»im, 
ist;  ferner   liegt  der  Durchmesser  A   in  der  Ebene  [^lJ!3(2i], 
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ist  parallel  der  Kante  I5135J,  und  diese  selbst  ist  der  Träger 
eiaer  Punktinvolutioa ,  von  welcher  in  der  Mittelpunkt  and 
3t  93  ein  Paar  konjugierter  Punkte  ist,  deren  Potenz  also 
=  iliSt  .  m»  ist.  Wir  haben  also  in  der  Ebene  [^31^] 
ein  ebenes  Polarsyetem ,  von  welchem  W  der  Mittelpunkt, 
in,  und  |2t93|  Pol  und  Polare  und  die  Punktinvolution  auf 
\H3i\  bekannt  ist;  folgheh  wird  die  Potenz  der  Punktinvolu- 
tion auf  dem  zu  |3(ä^j  parallelen  Durchmesser  sein; 

P^  =  m%  .in©  -   ^,'-^^ 

Ziehen  wir  ferner  |9t3)J|,  welche  Gerade  die  gegenüberliegende 
Tetraederfiäche  in  a  treffe,  so  werden  33  <x  m,  in  einer  Ge- 
raden liegen,  und  beaeichnen  wir,  dem  Früheren  entsprechend, 
die  Perpendikel  aus  M  und  aus  3(  auf  die  SeitenflÄche  [9?  tSSD] 
durch  P,  und  -ff,,  so  haben  wir: 


folglich  P^  =  m9l  .9tS.^; 

vertauschen  wir  dt^egen  ?l  und  fß  mit  einander,  und  be- 
zeichnen wir  in  gleicher  Weise  die  aus  ?0l  und  23  auf  die 
gegenüberliegende  Seitenfläche  des  Tetraeders  [3t  6S]  herab- 
gelassenen Perpendikel  durch  P^  und  Ä,,  so  erhalten  wir 
ebenso 


^! 


P^=mtß.a33l. 
merken  noch,  dafs  aus  diesen  Gleichungen  folgt: 


Bezeichnen  wir  in  gleicher  Weise  die  Pei"pendikel  aus 
Sßt  auf  die  übrigen  Tetraederflächen  durch  P.(  und  J'^,  die 
mit  ihnen  parallelen  Höhen  durch  //,  und  H, ,  so  haben  wii- 
die  beiden  Relationen: 
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woraus  beiläufig  folgt: 

H,  ^  Hl  ^  Hl  ^  Ht  ' 

wovon  wiv  später  Gebrauch  machen  werden. 

Wenn  wir  die  beiden  vorigen  Beziehungen  in  der  Form: 

1    _  _i_   ma.ag         1    _  _  I     inS9  ■  gm 

~P,H,        I\  ■       H\       i      F,H,        P^'  ~    fl^ 
addieren,  ao  folgt: 

1       .        1      _  mm"   i    1        mSL    ,    J__     m8| 

An  Stelle  der  Höhen  H^  H^  auf  der  rechten  Seite  können 
wir  die  Perpendikel  aus  91  und  SJ5  auf  die  Gegenkant«  |ßSD| 
einführen.  Bezeichnen  wir  das  Perpendikel  aus  91  auf  |6S| 
durch  }kh,  das  Perpendikel  aus  ^  auf  |fö2!)|  durch  A«,  so 
wird  das  Volumen  des  Tetraeders  sich  so  ausdrücken  lassen: 

also  wird : 

1        I        I      ._  (aig)'.16P)^    I,,     jn^L  4.7,2     me  1 

p,äi~^  p^Hi     "p^.te»)*    (s    si«  "f"  *«    ssa  J ' 

oder,   da   das  Tetraedervolumen  (S.  210)  sich   so  ausdrücken 
läfst: 

6v  =  ^m  .  6S>  .sin(|3liÜ|.  |lä3)|).A:, 

wo   k  die   kürzeste   Entfernung   zwischen    deu    Gegenkanten 
)9l®|  und  \(E'^\  bedeutet,  ao  wird 

'   ll'  .-!^    I   p     "^  i  ■ 


,'  (A,  B) 


da  die  kürzeste  Entfernuug  zwischen  den  Gegenkanten  |91S8| 
und  |65)| 

ft  =  111111,  .sin  (C,  [ABI), 
so  wird  auch: 

Ä^  .  ain^  {A,  B)  =  (mm,)^  Ä^  {^J5C} . 
Denken  wir  uns  nun  in  einem  beliebigen  Punkte  "p  der 
Geraden  |l55D|  eine  Normalebene  auf  derselben  errichtet  und 
die  Punkte  2t  m  S  auf  diese  projiziert,  so  dafs  die  FuJspunkte 
der  von  ihnen  auf  diese  Ebene  herabgelassenen  Perpendikel 
%'  m'  ^'  werden,  also: 
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1      —  hvSlC        '"^    _  Jü'^ 

""      ''■"■'    ae"      m'as' 

"»-»SS-,  ||-s¥. 

so  wird  nach  einem  beljannten  Elcmentarsatze  für  das  ebene 
Dreieclt  ))  «  K  (S.  414) : 

(»*'■  w  +  **''  w  -  ~  O-'"')'  +  "'■*  ■  '"■''■i 

da  aber 

(^,mT  =  (mni,)^sm^(J5,C), 

m'3r  .  m'a3'  =  111 31 .  111  ii  -  sin^  (-B,  A) 
ist,  so  vereinfacht  sieb  unser  obiger  Ausdruck; 

_l       ,    _  1 l_     siß^ (B,  0)    ,    mm.ma      _l_ 

P,Si  "T  Pä  Jfi  P^  ■  S«  (ABU}  ""^       P^       *  it»  ' 

d.  h.  nach  S.  527: 

I 1    jnnii     J_ 

^         P^  .  sin'(A,[SÜ]}   "T  älim,   ■  ft'   * 

Eine  zweite  durchaus  analoge  Beziehung  erhalten  wir, 
wenn  wir  die  Kante  |3tS|  mit  der  Kante  16S)|  oder  den 
Durchmesser  Ä  mit  dem  Durchmesser  B  vertauschen,  nämlich : 

_J_  I  _J__ ' |_  üüm .  1 . 

und  die  Summe  der  beiden  letzten  Heiationen  giebt; 

P^W,  +  P^^  "l"  iVHa  "1"  PT^  ^ 

P_^  .  ain«(d,  [BCJ)         P^  .  Bii,»(ß,[C-4J)    ^  Ä:'  V'ffim,  ~  iUim/ 
Es  ist  aber; 

III mi     ,     niim  ^ (mni,)^      ^^  (miiii)' 

'inm.     '      W-m  TOtii.  "mW  P„ 


—  "     "-    Pc.mn%Ü,lAB]} 
Mithin  erhalten  wir  folgendes  Resultat: 


I  P,'ä,  ^  "P,if,  +   P,II,   +   Pi-H4  r    ^ 


*)  Dieser  Satz  ist  von  v.Staudt  in  der  Schrift:  „Von  den  reellen 
und  imaginäreu  Halbinessem  der  Kuiveo  und  Flächen  II.  Ordnung" 
(Nürnberg  1867)  8.  57  ohne  Beweis  angegeben. 
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Dieser   Satu    giebt   die    noch    i'elilernle  dritte  Konstante, 
denn,  da 

S^(ABC)=^sin'i{n, C) . sin^ {A,[J^C])  =  sm'^iC,  A)  sm-'{B, [CA\) 

^sm^  {A,n)  sin^((7,  [AB]) 
ist,  so  folgt: 

Fj^Pc_.  sin» (B,  Ü}  +■  P„P^  sin' (G,  A)  +  F^ F^  Bm»(4, Bj 
'P'jFsPf.S"  (ÄBG) 

also  nach  dem  Obigen  (S.  539): 

TU)    PbPo  aiii^(U,C)  +  BaP^  sm\C,A)  +  P^Pß  sm-'{A,B) 
ifi  '1     PxPjPsl^i  I 1 L       ' u       ^-     -u       ' I 


ein  Satz,  der  sich  leicht  in  Worten  aussprechen  läfst,  aher 
kürzer  so  ausgedrückt  werden  kann: 

p7  "1"  p7  "'"  57  ^  ~  1  ~p^Jh  "*"  Ä^^      pJü      ^-^7 1 ' 

d.h.:  Wenn  man  von  dem  Mittelpunkte  eines  räum- 
lichen Polarsystems  die  Perpendikel  fällt  auf  die 
Seitenflächen  eines  beliebigen  Polar  tetraeders, 
die  Längen  derselben  mit  den  gleichlaufenden 
Tetraed erhöhen  multipliziert  und  die  negative 
Summe  der  reziproken  Produkte  bildet,  so  erhält 
man  einen  konstanten  Wert,  der  gleich  ist  der 
Summe  der  reziproken  Potenzen  der  Pnnktinvolu- 
tionen  auf  den  drei  Hauptaxen  des  Polarsystems. 
Auch  das  erste  oben  gefundene  Resultat: 

_J I     _  ' '         .._    I     """.'.  .   -L 

läfst  sich  als  Satz  aussprechen,  wenn  wir  die  beiden  kon- 
jugierten Strahlen  |3133|  =  s  und  |(SS)|  =  Sj  des  räumlichen 
Polaraystems  festlialten  mit  den  ihnen  zugehörigen  Punttr 
involutionen,  wodurch  deren  Mittelpunkte  ni  und  lUi  fest  bleiben, 
ebenso  wie  der  zu  s  parallele  Durchmesser  A  und  die  zu- 
gehörige Punkiinvolution  Pa,  also  die  ganze  rechte  Seite  der 
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letzten  Gleichung,  während  auf  rler  linken  Seite  das  durch 
die  Kante  s,  =  1 63)  |  gelegte  Paar  konjugierter  Ebenen  der 
zugehörigen  Ebeneninvolution  verändert  wird;  wir  erhalten 
also  folgenden  Satz: 

Sind  s  und  s,  zwei  konjugierte  Strahlen  eines 
räumlichen  Polarsystema,  und  nimmt  man  aus  der 
dem  Strahle  Sj  zugehörigen  Ebeneninvoiution  ir- 
gend ein  Paar  konjugierter  Ebenen,  welches  von 
dem  konjugierten  Strahle  s  in  den  Punkten  %  und 
S  getroffen  wird;  fällt  man  aus  diesen  Punkten 
die  Perpendikel  H,  M^  auf  die  beiden  konjugierten 
Ebenen  und  auch  aus  dem  Mittelpunkte  des  Polar- 
systems  die  Perpendikel  P,  P^  auf  dieselben,  so 
ist  die  Summe: 

Auch  die  beiden  übrigen  Konstanten  c,  und  c^  lassen 
sich  vermittelst  des  gewählten  Systems  der  konjugierten  Durch- 
messer ABO  leicht  bestimmen. 

Wir  haben  nämlich  auf  S,  541  gefunden: 

hieraus  folgt  durch  Addition: 

I;  (5Il!St)'+  #,(ä)l33)"-  -s|wl®'W  W  +f*"ä>''-Sl  1  • 
und  da  in  dem  ebenen  Dreieck  ^J  31  S  der  bekannte  oben 
angewendete  Satz  gilt: 

(SÜSS)'  .  -2|  +  (3)!S8)'  ■  -||  -  (TOiii)'  -  mW  .  mS , 


aufserdein 

TOm.Sttm,  . 

-Pc 

raSl  ■in8--S^5_, 

~F, 

ist,  so  folgt: 

^  (»»)'+ ^(9)ii8)"- 

--1 

unil  in  gleicher  Weise: 

1;-  (Sl!6)'  +  J_  (5I!S)'  . 

-- 
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woraus  folgt: 

Dals  dies  in  der  Tliat  mit  dem  früher  gefundenen  Ke- 
snltat  I)  in  Übereinstimmuiig  ist,  können  wir  auch  leicht 
direkt  erkennen,  wenn  wir  die  vorige  Gleichung  so  sehreiben: 

^  {aR9l)'+  ^  (WS)  =  -  m9I .  m^e  ^^  +  (Wim)'  -^  J  ■ 

Denken  wir  uns  nun  eine  Kugel  dem  Tetraeder  um- 
schrieben, so  wird  iu91.ni5ö  die  Potenz  des  Punktes  m  in 
Bezug  auf  die  umschriebene  Kugel  sein,  also,  wenn  c  c'  die 
beiden  Punkte  sind,  in  welchen  die  dem  Tetraeder  (21596©) 
umschriebene  Kugel  dem  Durchmesser  (7=  |?Ofmini|  begegnet, 

m^  .  mS  =  mc  .  iitc', 
oder,    wenn    wir   mit  O  den   Mittelpunkt   zwischen   c  c'  be- 
zeichnen : 

=  (mO)-~(Oc)S 
wir  haben  also: 

und  ebenso: 

Da  nun  nach  dem  bekannten  oben  angewendeten  Ele- 
mentarsatze : 

(mO)' .  f  ,^  +  (W,  O)'.  f  15  _  _  (9,iO)'  +  9J(m  .  Mm, 
ist,  so  folgt: 

i  m%)'+  §_  (3K9)'+  a  (a)!6)'+  |s  (TOS)' 
—  -  (9HOf  +  (Oc)'  =  -  ÜRt .  mc'  —  -  P, 
w.  z,  b.  w. 

Endlich  erhalten  wir  durch  MiiStiplikatioii  der  beiden 
früheren  Gleichungen : 

i  •  ^  m*  .  mS  .  (SIS) .  (SSI)  —  P^Pa 
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P,     1\ 

mm. 

inn 

,,=. 

■- 

und 

ebenso : 

t-Ü 

■  mm 

n,  m 

- 

Fy-P, 
(SS)/ 

(mm,)' 

Pa 

Fb 

''(MS)'. 

(e©)' 

Es 

ist  aber  offenbar: 

mm,  .  sin  (C,  [_AB'\)  =  h, 
wo  h  die  ifürzeste  Distauz  zwischen  den  beiden  Gegeiiltauten 
|9li8|  und  |6®|  bedeutet,  und  das  Tetraedervolumen: 

6«;  =  (31[^).(6®).ft  .  sin(|5t©|,  |(ä®i) 
(S.  210},  fülglicli- erhalten  wir: 

=  Pa.  Pb-Pc-B'{ABC), 
was  unsere  obige  Kelation  11)  ist.     (S,  539.) 

§  60.    Weitere  Beziehungen  metrischer  Art. 
Die  im  vorigen  Paragraphen  gefundene  Beziehung: 

p„  +  p7  +  >;  ^  ~"  {  i\h;  +  p,  7/a  +  p^TT^  +  p^'jj; } 

läfst  noch  eine  andere  Form  zu,  auf  welche  wir  hier  eia- 
gehen  wollen. 

Wir  haben  oben  (8.  541)  gefunden: 

wenn  wir  aus  den  Punkten  %  nnd  33  die  Perpendikel  fallen 
auf  die  Ebene  [S3)?0iJ  oder  [BC]  (Fig.  26)  und  diese  Per- 
pendikel beliehnen  durch 

P'^  nnd      P^ 

so  ist: 

liia!.™M,|BCl)_Pjj„, 
folglieh : 

P..sm'(^,[i(C])  _P,'„„  .  if„„,  ■!^. 
Wir  haben  ferner  auf  S.  544  gefunden: 
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wo  ft  die  kürzeste  Distanz  Jer  Gegenkau ten  |3t^|,  |t52!)|  des 
Tetraeders  bedeutet;  es  folgt  also: 

mm,    1  P.jff,  ^  P,if,  I       ■  pi  p»  ^    ft' 

|G©2I?]  ■       |S!Cai?l 

Enttlich  haben  wir  auf  S.  541   die  Beziehung  ermittelt: 

H,  ~^  H^~  mm,   ' 
also  können  wir  die  vorige  Beziehung  auch  so  schreiben: 

iPL_L^l    !_^J___>_\ 1  I        I     . 

lif,  ^  ff,i  IP.JZ,  ^  P,7/,i  p'ii  pSt  ^   ft' 

iGiifflij  ■     [esimi 

In   gleicher  Weise  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Kante  j6®| 

an  Stelle  der  Kante  [9t®|  setzen: 

lH,"+  itJ  l^i^"'"  P^il  "^  ~  pS  ps~""+  "F  • 

Solcher  Beziehungen  können  wir  jetzt  für  jedes  der  drei 
Paare  Gegenkanten  des  Tetraeders  (913563))  zwei  aufstellen, 
und  alle  sechs  Gleichungen  addieren;  auf  der  rechten  Seite 
vom  Gleichheitszeichen  tritt  dann  zuerst  als  negativer  Teil 
eine  Summe  von  sechs  Gliedern  auf,  die  wir  der  Kürze  wegen 
durch  ein  Summenzeichen  ausdrücken,  indem  wir  nur  ein 
allgemeines  Glied  der  Summe   hinsehreiben,   also: 


IS^Tl]  '       leUffli] 


sodann,  wenn 

Je  die  kürzeste  Entfernung  der  Gegen  kanten  |9lffi|  und  |63)| 

i    V  „  „  „  ,,  l^iei     „     |«3)| 

'»"       V  „  „         „  l^i^l    »    !S6| 

bezeichnet,  als  positiver  Teil: 

eine  Gröfse,  die  wir  bekanntlich  ersetzen  können  durch: 

*)    Eine    von   F.   Joachimsthal    angegebene    Beziehung    (vergl. 
R.  Ealtzer:  Die  Elemente  der  Mathematik,  BnehVl,  §  6,  S.  aSl). 
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bezeichnen    wir    endlich    zur    Abkürzung    die   Produkte   und 
Quotienten : 

p^s,"^-^"    Tji^'^P-^'     p^ÄT"^^'^'    p;:^""^'^' 

P,   _  -Ps  _  ^5  _  Zt  — 

so  gieht  die  Summe  der  obigen  sechs  Gleichungen  folgendes 
Resultat : 

(2'i+i'a)(4i  +  5i)  +  {i'3+ft)(2s  +  Sj) 
+  (Fl  +ih)  (e,  +  Sa) +O2  +5)4)  («3  +  ^4) 
+  iPi  -\-P4)  (2i  +  Si)  +  (P^  +i'3)  (32+ Ö'a) 


iHj 


Die  ausgeführte  Multiplikation  auf  der  linken  Beite  vom 
Gleichheitszeichen  giebt  24  Glieder,  die  sich  offenbar  so  zu- 
sammenziehen lassen: 

2{Pi  Q,  +lh  Ö!  +P3Ö3  +i'4  ^4} 
+  {Pf^p2-i-p3+p4}  (Si  +  Sä +  33  + 34}. 
Da  aber 

i'i3i+i'225+i';!«3+i'4?-j=  :^+  ;^+  :^+  ^ 

und  (S-  542) 

Si  +  «3  +  2s  +  «^  =  1 
ist,  so  folgt  die  merkwürdige  Beziehung: 

oder  nach  dem  Obigen  (8.  544,  ITI)): 

■P,  ^  J"*        -P.        ^     p''         .  p"» 
oder,  wenn  wir  die  frühere  Bezeichnung  restituieren: 

""  ^'^'  m¥".mi9"^i^ÄTBC])' 
d.  h.:  Wenn  man  in  einem  räumlichen  Polarsystem, 
dessen  Mittelpunkt  '•M  ist,  ein  beliebiges  Polar- 
tetraeder (SliStSSD)  nimmt,  so  ist  jede  Kante  des- 
selben der  Träger  einer  Punktinvolution;  multi- 
pliziert  man    die    Potenz    dieser   Punktinvolution 
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mit  dem  Quadrate  des  Sinus  des  Neigungswinkels 
ihrer  Kichtung  gegen  die  konjugierte  Ebene  durch 
den  Mittelpunlct  ^ATJ,  so  wird  die  Summe  der  rezipro- 
ken Werte  dieser  sechs  Produkte  konstant  sein, 
uämlieh  gleich  der  Summe  der  reziproken  Werte 
der  Potenzen  der  drei  Puuktiiivolutiouen  auf  den 
Hauptaxen  des  Polarsjstems. 

Aber  die  Relation  I)  selbst,  in  der  Form  geschrieben: 

p^,+ p^,-^  p^,-^  Kh,'^  2'^  ^ ^— =^ö 

-'^[ßSOni  ■  MUS)  MI 
liefert  einen  toh  der  Theorie  der  konjugierten  Durchmesser 
unabhängigen  geometrischen  Satz,  wenn  wir  nur  bedenken, 
dafs  J-'ijff,  etc.  ebenfalls  solche  Perpendikel  sind,  wie  sie 
unter  dem  Summenzeichen  ^a  stehen,  nämlich  Pj  das  aus 
Wt  auf  [ffl  ßS]  herabgelassene  Pespendikel  und  H^  das  aus  % 
auf  [99*5®]  herabgelassene  Perpendikel  u.s.f. ;  wir  können  also 
die  vier  ersten  Glieder  der  letzten  Gleichung  mit  den  sechs 
übrigen  vereinigen ,  wenn  wir  den  vier  Punkten  2[  S  €  S> 
im  Räume  den  fünften  Punkt  9)i  als  gleichwertig  hinzufügen 
und  die  Aufiassung  fallen  lassen,  dafs  ?0E  der  Mittelpunkt 
und  5(S*5J)  die  Ecken  eines  Polartetraeders  im  räumlichen 
Polarsystem  »ein  •)ollen      Dies  liefert  folgenden  Satz: 

Wenn  man  fünf  beliebige  Punkte  im  Räume 
hat,  so  kann  man  je  drei  derselben  durch  eine 
Ebene  verbinden  und  aus  den  beiden  übrigen  die 
Perpendikel  auf  diese  Ebene  herablassen;  das  Pro- 
dukt dieser  beiden  Perpendikel  wird  negativ  oder 
positiv  sein,  je  nachdem  die  Ebene  diese  beiden 
Punkte  trennt  oder  nicht  trennt;  man  erhält  im 
ganzen  zehn  solcher  Produkte;  die  algebraische 
Summe  der  reziproken  Werte  dieser  zehn  Pro- 
dukte ist  null.*) 

Wir  können  diesen  interessanten  Satz  auch  direkt  be- 
weisen, wenn  wir  vorausschicken  folgenden 

Hilfssatz: 

Wenn  zwei  im  Räume  sich   nicht  treffende  Ge- 

*)  V.  Staudt  a.  a.  0.  S.  58. 
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rade  s  und  s,  gegeben  «indj  und  durch  s  drei  be- 
liebige Ebeaeu  e,  s.j  «,  gelegt  werden,  welche  der 
Geraden  s,  in  den  Punkten  a,  tt;  %  begegnen,  wenn 
man  ferner  aus  je  zweien  dieser  Punkte  auf  die 
Ebene,  welche  durch  den  dritten  Punkt  geht, 
Perpendikel  herablilfst  und  die  Summe  der  rezi- 
proken Produkte  dieser  Perpendikel  bildet,  so  er- 
hält man  das  reziproke  Quadrat  des  kürzesten  Ab- 
standes  zwischen  den  beiden  (Jeraden  ss,,  oder  in 
Zeichen: 

P"'  P,";        P^l  P^'       P^'  p2        ^' ' 
wo  F°'    das  Perpendikel  aus  dem  Punkte   n,  auf   die   Ebene 
ik  bedeutet  und  h  die  kürzeste  Entfernung  zwischen  den  ge- 
gebenen beiden  Geraden  s  und  s,  bezeichnet. 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  durchschneiden  wir  die  Figur 
durch  eine  Transverealebene  e,  welche  auf  dem  Strahle  s 
rechtwinklig  stehe  in  dem  Punkte  D;  läl'st  man  von  a,  a,  ag 
die  drei  Perpendikel  auf  diese-Ebene  herab,  und  seien  die 
Fufspunkte  derselben  Rita  1)3,  so  gilt  der  Satz: 

06|       _j O  bj   _    ,        Ob'       _  , 

b,  b, .  bi  bs  "■"  bj  63 .  bj  bi  "f"  b^b,  .  6a  6, 
Nun  ist  aber; 

&i£*=a,-a*.sin(s,S|) 
und,  wenn  hi  das  Perpendikel  bezeichnet,  welches  von   a;   auf 
die  Gerade  s  herabgelassen  wird: 

wonach  die  vorige  Beziehung  die  Gestalt  annimmt: 

h'^  1  ^l  1  hl  ■    ;  ,        -, 

— - —  =  sin-*  s,  s, ). 

«(üt-iias       dtOs-ajai       ata,. 0,03  *'   ' 

Nehmen  wir  nun  in  dem  Strahle  s  zwei  beliebige  Punkte 
2t|  3[j  an,  dann  läfst  sich  das  Volumen  v  des  Tetraeders 
Sil  3I2  *■"'**  i"!  doppelter  Weise  ausdrßcken: 

6w  =  (91,  Slj)  .  (o,-a*) .  sin  (s,  S|)  .  /;  =  (91,  91,)  .  h-  P"^, 

woraus  folgt: 

ü;  Ok  ■  sin  (s,  s,)  .  h  =^  hi .  P"* , 
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und  diese  Werte,   in   die  letzte  Beziehung  eingesetzt,   geben 
den  zu  beweisenden  Satz: 


Auf  diesen  Satz  uns  stütaend  nehmen  wir  ein  be- 
liebiges Tetraeder  (9tSI53D)  und  irgend  einen  Punkt  Wi  im 
Baume  an,  ziehen  durch  ^  die  einzige  Gerade,  welche  dem 
Paare  von  Gegenkanten  1 9t  ®  |  und  |  ^  2)  |  in  den  Punkten  m 
und  m,  begegnet,  und  legen  die  Ebene  [ßSM],  dann  giebfc 
der  vorige  Satz  die  Beziehung: 


■P(5:6Sij--^[)iß2>]  -P[i6sa;]'-^[«<i5)]         -^leBäDj'-^ffiEim] 

wo  h  die  kürzeste  Distanz  zwischen  den  Gegenkanten   1 3(  *8 1 
und  |K£)|  bedeutet. 
Nun  ist  aber; 


!''!„.., 

=  S,, 

=  7^3, 

lus  folgt: 

^  -P[aGa)|  _  mm, 
p™               mm,' 

alt  in,  1     1 

W  +  Fi 

Wl  = 

1 

mm,  ip, 

7^'            pl 

-*^|ai>m| 

Bemerken 

wir  noch  die  Y 

erhältnisse : 

rn  S_  __  ^[B  SSI      3Jt  Uli 


und  ebenso 
so  folgt 


mm,        JA +  jr/ 
)  wird  unsere  vorige  Gleichung: 
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und  in  gleicher  Weise  erhalten   wir  durch  Vertauschung  det 
Paares  von  Gegenkauten  1 3t  ®  |  und  ]  6  2)  | : 

IPs,   J^W     t     _, !_1_J 1 

Die  Summe  beider  Gleichungen  giebt: 


und  solcher  Gleichungen  erhalten  wir  drei,  indem  jedes  Paar 
von  Gegenkanten  auf  eine  fuhrt.  Bezeichnen  wir  daher  zur 
Abkürzung 

S[-1'    -pfs,-''- 

so  fo]gt: 

(Pi  +  P.)  («1  +  «i)  +  (?!  +  Pi)  (9.  +  9.) 

+  (Pi  +  a)  («1  +  9s)  +  Cl>2  +  P4)  (9!  +  9j) 

+  (ft  +!>.)  1.1t  +  94)  +  te  +P>)  (9!  +  9s) 

Da  nun  bekanntlieli 

/,    ^  i»   +  m'  ~  i^J    ^^  i?=    +   Ä2    T^  S^ 
t     n  I  1  e  aus  24  Termen  bestehende  Summe  von  Produkten 
aui   ]ei  1  nken  Seite  vom  Gleichheitszeichen    sich  2 
?ieht  1  t 

2  ( P]  9i  +  A  9.  +  Pi  It  +  P<  94 1 
+  IPi  +Pi  +  Pi+J'4)l9i  +  9i  +  9s  +  94l. 
aufserdem  aber 


Pi  9r  +  Pj  9i  +  Ps  3t  +  P4  «4  —  -jp  +  -Jp  +-«!-+  -Tpr 

ind  9i  +  9s  +  9s  +  94  —  1 

wird,  so  folgt: 

1  i_        1         _L        1        _4_        1        ^  1 

p,-»,  +  iv5  +  j'rs;  +  pjh  —  .Zi"  'Iß      3» 
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oder  endlich,   wenn  wir   den  willkürlichen  fünften  Punkt  5)i 
der  Konformität  wegen  durch  tg  i 


-0, ' 


z.  b.  v 


Durch  besondere  Annahme  der  fünf  will!  uihch  im 
Baume  zu  w  ihlenden  Punkte  ei 
_,eben  sich  viele  sj  ezielle  &  it^e 
die  hier  nicht  angefühlt  weiden 
aollen  Wir  wollen  nur  noch  kuiz 
den  analogen  Stta  dei  Ebene  ab 
leiten 

Sind  X  i  ^S  diu  Ecken  unes 
ebenen  Dreiecks  Oi.  ein  behebigei 
vieitei  Punkt  dci  Ebene  und  tiiflt 
\m%\  die  Gegenseite  |S6|  in  m, 
HO  ist  bekanntlich     (Fig.  27): 


JML- 


+ 


m  B  .  in  ( 


=  1. 


Ferner,  wenn  hih^h^  die  Höhen  des  Dreiecks  9(S  K  und 
PiP'iP'i  ^'^  Perpendikel  aus  9Ji  auf  die  Dreiecksseiten  sind,  ist; 
(^l  m)  .  P,|,„  =  (in  S)  .  h,  =  (S  91)  .  p,  .  -^-!^ 

(9t  m) .  P,^^„  =  (m  ß) .  h,  ==  (K  31) .  p, .  -^^-- 
(9t  6)  .  /t;  =  (6  S)  .  A,  =  (2!  9t)  .  /*3 , 


■*^|ipini  ■'^lairai 
Bnt.fflß         Psh,    '  ^     h'i     '' 
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oder  auch: 

"TS         ~(r~  =  Ix  ~  V  Vp.l^  +  pih^  '^'ihh  1  "^  JiM- 

Wenn  wir  jetzt  in  gleicher  Weise  von  den  Ecken  i8 
und  6  aus  operieren,  wie  bisher  von  der  Ecke  %  aus  und 
die  erhaltenen  Gleichungen  addieren,  so  folgt  wegen  der 
Bedingung : 

P,       l      Pl      i      Ps    ^  1 

die  Gleichung: 


„"■  i  Pik,     '    p^hi    '    p-^h,  ( 


2" 


oder,  wenn  wir  der  Konformität  wegen  den  Buchstaben  'M 
durch  ®  ersetzen: 

p%      ji'S  ' 

lern    leiDi 

d.  h. :  Wenn  man  vier  beliebige  Punkte  in  der  Ebene 
hat,  jcKwei  derselben  durch  eineGerade  verbindet 
und  aus  den  übrigen  die  beiden  Perpendikel  auf 
diese  Gerade  fällt,  so  wird  das  Produkt  derselben 
negativ  oder  positiv  sein,  je  nachdem  die  verbin- 
dende Gerade  die  beiden  übrigen  Punkte  trennt  oder 
nicht  trennt;  die  algebraische  Summe  der  rezi- 
proken Werte  der  dadurch  erhaltenen  sechs  Pro- 
dukte ist  Null 

Auch  hiei  ei^eben  «jch  duieh  besondere  Amiahme  der 
vier  willkuilich  i\i  wihlenden  Punkte  specielle  Sätze,  deren 
Aufsuohung  wir  dem  Lesex  ubeilassen. 

Betrachtet  man  dagegen  ?1  Jj  6  als  ein  Polardreieck  und 
W  als  den  Mittelpunkt  eines  ebenen  Polarsystems,  so  ist 
pj)i5l|  ein  Duichmessei  A  und  die  durch  TO  zu  |9JK|  parallel 
gezogene  Gerade  der  konjugierte  Durchmesser  Ji  für  dies 
Pol ar'.y stein,  und  ei  umd  leicht  die  Potenzen  der  zugehörigen 
Punktinvolutionen  zu  eimittelu,  uimlich: 


Fa=M^.  JJuii, 

Pj  sm't^B)  —  — 11,  (*,  -  p,), 

P-'«»-^ 

■  m6i  F.  Sil'  [A,B)  _  p;,.  if„„.  "-i^, 

folglich : 
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woraus  folgt,  wenn  P«  und  Pj  die  Potenzen  der  Punktinvo- 
lutioueii  auf  den  Hauptaxen  des  Polarsystetns  bedeuten: 


(^-mK  +  ^]  =  L 


Gehen  wir  in  gleicher  Weise  von  der  Ecke  S  und  der 
Ecke  6  des  Polardreiecks  aus  und  operieren  ebenso,  so  folgt 


"  iraa;    läTiKi         iwm,    \m'iä\         \Ti(i\    ifflisi 

also  mit  Berücksichtigung  des  vorigen  Satzes  (S-  555): 
^  "*"  -P^  ""  ^    ypJ^i'^  Pth  ^  pJh  I 

Berücksichtigen  wir  die  bekannten  Beziehungen: 

(Tb.  d.  K.  S.  219),  wo  Pfi  die  Potenz  des  Punktes  m  in  Be- 
zug  auf  den  dem  Dreieck  ?t  S  fö  umschriebenen  Kreis,  A  den 
Inhalt  des  Dreiecks  31 S9  CS,  ä,  Äj  Ag  seine  Höhen,  r  den 
Radius  des  umschriebenen  Kreises  und  p,  p^  p^  die  Perpen- 
dikel aus  ät  auf  die  Dreiecksseiten  bedeuten,  so  folgt: 

7i,  AA  \p,lH  "1"  pilij  "■"  j>3^) ' 
eine  metrische  Beziehung,   die  auch  leicht  direkt  abgeleitet 
und  welcher  folgende  an  die  Seite  gestellt  werden  kann : 

P»-  -  jf  (ire8l)"  +  -g  (5RS)'  +  |J  (St!(S)'j. 

Endlich  erwähnen  wir  noch  folgenden  Ausdruck  für  die 
Potenz  Ps: 

Wenn  man  durch  einen  Punkt  W  in  der  Ebene  eines 
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Dreiecks  91  SB  g  Parallele  zieht  zu  den  Seiten  |  S8 6|,  1 6 9i  |,  1 9(  8 1 
desselben,  welche  in  den  Punkten 
§[  fi>i2i  6,62,  CjCj   die    andern   Drei- 

eeksseiten   treffen,    so   ist  allemal 
(Fig.  28): 

Pjt  =  sflia, .  ^Ui  +  mit .  mii 

Wir    unterdrücken    den     ele- 
mentaren Beweis  dieser  Beziehung, 
p.    j,g  welche  als  besonderen  Fall  den  Pto- 

lemäus'schen  Satz  in  eich  schliel'st, 
sowie  anderer  metriselien  Beziehungen ,  die  sich  hieran  an- 
knüpfen lassen  und  eine  ergiebige  Quelle  für  geometrische 
Aufgaben  darbieten. 

§  61,    Die  Fokalkegelscbnitte  des  räumlichen 
Polarsystema.  *) 

Die  Oberfläche  zweiter  Ordnung  oder  das  sie  vertretende 
räumliche  Polarsystem  besitzt  gewisse  Eigenschaften,  welche 
den  Eigenschaften  der  Brennpunkte  eines  Kegelschnitts  analog 
sind,  und  die  uns  im  Folgenden  beschäftigen  sollen. 

Die  Betrachtung  des  räumlichen  Polaraystema  (§  19  und 
§  55)  hat  uns  gezeigt,  dafs  jeder  Punkt  im  Räume  der 
Mittelpunkt  eines  Polarbändels  wird,  indem  irgend  ein  durch 
diesen  Punkt  gezogener  Strahl  und  seine  Verbin dungaebene 
mit  dem  konjugierten  Strahl  Polarstrahl  und  Polarebene  dieses 
Polarbündels  sind.  Wir  wissen  ferner  {§  10),  dafs  es  im 
Polarbiindel  im  allgemeinen  sechs  Strahlen  (Brennstrahlen) 
giebt,  deren  zugehörige  Ebeneninvolutionen  orthogonal  sind, 
also  giebt  es  auch  im  räumlichen  Polarsystem  durch 
einen  beliebigen  Punkt  im  allgemeinen  sechs 
Strahlen,  deren  zugehörige  Ebeneuinvolutionen 
orthogonal  sind;  von  diesen  sind  allemal  zwei  reell  und 
die    vier   flbrigen    imaginär.     Die    Gesamtheit   aller   solchen 

*)  Die  HaupteigenBchailen  der  Fokalkegelaohnitte  hat  zuerst 
M.Chasles  in  seinem  Äper9u  hiatorique  sur  rorigine  et  Je  d^veloppe- 
ment  dea  methodcB  en  gilomßtrie,  Editjon  eecoude  (1875),  Note  XXXI, 
ohoe  Beweis  angegeben. 
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Stralilea,  welche  die  Äxen  orthogonaler  Ebenen  in  volutionen 
im  räumlichen  Polarsyeteme  sind,  bildet  einen  gewissen 
Strahlen  komplex,  von  welchem  wir  nur  besondere  Elemente 
hier  aufsuchen  wollen.  Es  kann  nämlich  vorkommen,  dafa 
ffir  einen  besonderen  Punkt  ^  im  Räume  die  beiden  reellen 
Brennatrahlen  des  zugehörigen  Polarbfindels  zusammenfallen. 
Ein  solches  besonderes  Polarbündel  ipi^>  wird  ein  rotatorisches, 
d.  h.  es  hat  nicht  nur  ein  Tripel  von  Hauptaxen,  sondern 
un endlich- viel e ;  die  beiden  zusammenfallenden  Brennstrahlen 
bilden  eine  der  Hauptaxen,  und  die  beiden  andern  sind  in  der 
auf  ihr  rechtwinkligen  Ebene  irgend  ein  Paar  zu  einander 
rechtwinkliger  Strahlen.  In  dem  i'alle,  dafs  das  Polar- 
bilndel  ^'^'  einen  reellen  Kernbegel  hat,  den  Berührungs- 
kegel aus  ?p  an  die  Kernfläche  i*"!^'  des  räumlichen  Polar- 
systema,  bedeutet  dies  also  so  viel,  als  die  Ermittelung 
solcher  Punkte  ^,  deren  Berührungskegel  an  eine 
Fläche  2*'l**  ßotationskegel  (Kreiakegel  oder  gerade 
Kegel)  werden;  aber  wir  können  von  der  Realität  absehen 
und  die  i'rage  allgemeiner  stellen: 

Welches  ist  der  Ort  solcher  Punkte  im  räum- 
lichen Polarsystem,  deren  zugehörige  Polarbündel 
zwei  zusammenfallende  Pokalstrahlen  haben?  oiJer 
mit  andern  Worten :  Wo  liegen  solche  Punkte  im 
räumlichen  Polarsystem,  deren  zugehörige  Polar- 
bündel in  einer  ihrer  llauptebenen  eine  orthogo- 
nale Strahleninvolution  besitzen? 

Um  diese  Fr^e  zu  beantworten,  konstruieren  wir  zu- 
nächst zu  einem  beliebigen  Punkte  ^  das  zugehörige  Polar- 
biindel  ^<^',  indem  wir  durch  ^  eine  veränderliche  Ebene 
£  legen  und  den  Pol  derselben  mit  ^  durch  einen  Strald 
(  verbinden;  dann  sind  l  und  s  Polarstrahl  und  Polarebene 
des  Polarbündels  ^'^'.  Soll  nun  a  eine  Hauptaxe  dieses 
Polarbündels  sein,  so  mufs  zu  jeder  durch  a  gelegten  Ebene 
der  Polarstrahl  in  der  Normaiebene  des  Strahles  a  liegen,  und 
soll  zugleich  a  die  Axe  einer  zugehijrigen  orthogonalen  Ebenen- 
involution sein,  so  mul's  zu  jeder  durch  a  gelegten  Ebene  der 
Polarstrahl  normal  auf  dieser  Ebene  stehen.  Die  letztere  Be- 
dingung involviert  zugleich  die  erstere;  denn  sobald  zu  jeder 
durch  a  gelegten  Ebene   der  Polarstrahl  normal  ist,  werden 
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sämtliche  Polaratrahlen  äu  d^n  durch  a  gelegten  Ebenen  in 
der  Normalebene  des  Strahles  a  hegen ;  dieser  wird  also  eine 
Hauptaxe  des  Polavbundels  ^sW  ^em.  Diese  Bedingung  ist 
zugleich  notwendig  und  hinreichend,  denn,  sobald  es  nur  eine 
Ebene  giebt  durch  a,  deren  Polarstrahi  nicht  auf  ihr  normal 
ist,  kann  zwar  u  noch  die  Ase  einer  orthogonalen  Ebenen- 
involution im  räumlichen  Polarsystem  sein,  aber  nicht  mehr 
eine  Hauptaxe  des  Polarbündels  *pt^>.  Nun  giebt  es  aber  im 
allgemeinen  durch  a  immer  eine  Ebene,  deren  Polarstrahl 
nicht  zu  ihr  normal  ist,  nämlich  diejenige,  welche  durch  a 
und  den  Mittelpunkt  ?0J  des  räumlichen  Polarsystems  gelegt 
werden  kann.  Diese  ist  nämlich  eine  Durchmesser  ebene,  deren 
Pol  in  e^  liegt  in  einer  Richtung,  die  im  allgemeinen  nicht 
zu  ihr  normal  ist;  nur  in  dem  besonderen  Falle,  wenn  a  in 
einer  der  Hauptebenen  des  räumlichen  Polarsystems  liegt,  wird 
die  geforderte  Bedingung  erfüllt  werden  können. 

Wir  sehen  also,  dafs  die  gesuchten  Geraden  a  (d.  h.  die 
Rotationsaxen  rotatorischer  Polarbündel},  folglich  auch  die 
Punkte  *p  selbst  nur  aufgesucht  werden  dürfen  in 
einer  der  drei  Hauptebenen  des  räumlichen  Polar- 
systems, und  dafs  aufserhalb  derselben  überhaupt  keine 
Punkte  von  der  verlangten  Beschaffenheit  vorhanden  sein 
können.  Dadurch  wird  die  Ermittelung  der  Punkte  $  und 
der  Axen  a  wesentlich  vereinfacht,  und  wir  durchmustern 
nunmehr  blofs  eine  der  drei  Hauptebenen  des  räumlichen 
Polarsystems  und  übertragen  die  Betrachtung  auf  jede  der 
beiden  andern;  wir  setzen  dabei  eine  Mittelpunktsfläche  F^^> 
voraus  und  wollen  die  Modifikation,  welche  für  den  Fall  der 
Paraboloide  eintritt,  hesonders  behandeln. 

Nehmen  wir  in  einer  Hauptebene  des  räumlichen  Polar- 
systems eine  beliebige  Gerade  l  an,  so  wird  die  konjugierte 
Gerade  ?,  auf  der  Hauptebene  senkrecht  stehen  in  einem 
Punkte  ^),,  welcher  der  Pol  der  Geraden  l  ist  in  demjenigen 
ebenen  Polaraystem,  welches  die  betrachtete  Hauptebene  ent- 
hält. Die  Gerade  l^  ist  der  Träger  einer  Punktinvolution, 
deren  Mittelpunkt  ^j,  ist;  nennen  wir  also  ■}:  und  f  irgend 
zwei  konjugierte  Punkte  desselben,  so  wird: 

13ij: .  1j|j:'  =  konst. 
Zu  der  Ebene  [ij:]  ist  also  /  der  Pol  im   räumliehen  Polar- 
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System;  ein  Perpendikel  aus  dem  Punkte  x  a^if  die  Ebene 
[(j:]  Hegt  aber  notwendig  in  der  durch  (,  rechtwinklig  zu  l 
gelegten  Ebene,  weil  l  und  l^  selbst  in  rechtwinkligen  Rieli- 
tningen  sich  finden.  Lassen  wir  daher  auch  aus  p,  ein  Per- 
pendikel auf  l  herab,  dessen  Fulspunkt  q  sei,  so  wird  \^i^\ 
der  kürzeste  Abstand  zwischen  den  Geraden  l  und  ?,  sein, 
und  wir  haben  in  dem  Dreieck  C|  %  x',  dessen  Ebene  durch  i, 
geht  und  zu  l  normal  ist,  zwei  Höhen,  deren  Durchschnitts- 
punkt  ^  heifse,  folglich  die  bekannte  Beziehung: 

Da  nun  das  Rechteck  )f>,x  ■  piV'  konstant  bleibt,  wenn  das 
Punktepaar  j;  j'  der  Punktinvolution  auf  l,  sich  veräudei-t, 
da  femer  |^)iq|  fest  bleibt,  so  wird  auch  der  Punkt  ^j  sich 
nicht  ändern;  wir  schliefsen  also: 

Wenn  man  um  eine  beliebige  Gerade  l  in  einer 
Hauptebene  des  räumüciien  Polarsystems  eine  ver- 
änderliche Ebene  dreht  und  aus  dem  Pole  dersel- 
ben ein  Perpendikel  auf  sie  herablüfst,  so  trifft 
dasselbe  die  Hauptebene  in  einem  unveränder- 
lichen Punkte  \>. 

Wir  haben  hierdurch  eine  neue  Abhängigkeit  in  unse- 
rem Operationsfelde  hergestellt,  indem  wir  einer  beliebigen 
Geraden  l  einen  bestimmten  Punkt  ^  zuordnen.  Die  Kon- 
struktion dieses  zugeordneten  Punktes  ^  geschieht  so: 

Die  Gerade  l  habe  zum  Pol  in  dem  gegebenen  Polar- 
sjsteme,  dessen  Träger  die  betrachtete  Hauptebene  ist,  einen 
bestimmten  Punkt  ^J,  derselben;  aus  ^s,  fällt  man  das  Perpen- 
dikel |l)iq|  auf  l  und  errichtet  in  y,  das  Perpendikel  (,  auf 
der  Hauptebene;  l,  ist  der  Träger  einer  bestimmten  dem 
räumlichen  Polarsystem  zugehörigen  Punktinvolution ,  deren 
Potenz  Ppj  sei;  ist  j:j,-'  ein  beliebiges  Punktepaar  dieser  Punkt- 
Involution,  so  wird  der  Höhenpunkt  des  Dreiecks  q  x  x  der 
gesuchte  Punkt  p  sein,  welcher  durch  die  Bedingung  be- 
stimmt wird: 

ViV-l>iC|  + A,  =0. 

Wir  wollen  jetzt  nachweisen,  dafs  die  so  zusammen- 
gehörigen Elemente  f  und  l  Pol  und  Polare  eines 
neuen    ebenen    Polarsystems    in    der    betrachteten 
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Hauptebene  sind,   welches   mit  dem   ebenen  Polarsystem 
des  Hauptsebnittes  in  nabeiii  Zusammenhange  steht. 

Nennen  wir  Wt  den  Mittelpunkt,  ab  c  die  drei  Haupt- 
axen  des  räumlichen  Polarsjsteme,  die  Potenzen  der  ihnen 
zugehörigen  Punktinvolutionen : 

P„  P.  Fe 
VI nd  operieren  zunächst  in  der  Hauptebene  [öZi].  Wir  wälilen 
unter  allen  Geraden  l  derselben,  deren  zugehörige  Punkte  ^J 
wir  konstruieren,  zuerst  solche,  die  zur  i-Äse  parallel  laufen; 
wird  die  tt-Axe  von  einer  solchen  Geraden  l  in  f|  getroffen, 
so  ist  ihr  Pol  ^j,  durch  die  Bedingung  bestimmt: 

Wq.mi),  =  P„, 
und    das    in  !p,   auf  der   [«(»]- Ebene   errichtete   Perpendikel, 
welches    parallel    zur 
c^A're  c-Axe  ist,   trägt  eine 

I  Punktinvolution,  deren 

Potenz  wir  leicht  er- 
mitteln; in  der  [ac]- 
Ebene  sind  nämlich  die 
ß-Axe  und  die  c-Axe 
die  Hauptasen  des 
ebenen  Polaraystems, 
und  es  verhält  sieb 
bekanntlich : 
Pp,  :P,  =  i),q:  gjjq, 
[denn  es  ist  (Fig.  29) 

■     '  P,  =^h).5lh)', 

und  da  1),  j' =  ^J 1)'  ist,  so  folgt: 

p„^  :P,  =Pij..90tt)  =  p,q  :^q]. 

Da  nun  der  Punkt  ^j  bestimmt  wird  durch  die  Bedingung: 


^^^ 

_I 

<).- 

V~\ 

""\ 

t 

V' 

oder 


t>i<l 


TOq.VMJ  +  P.-O, 


J.  Olieifl,  a.  Oidu. 
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oder 

?iJtq(^U^  -  gjil),)  +  P„  =0, 
also  erhalten  wir: 

Hieraus  folgt,  dafs,  während  die  Gerade  l  parallel  zur  6-Äxe 
sich  bewegt  und  die  a-Axe  in  q  schneidet,  der  zugehörige 
Punkt  ()  auf  der  a-Axe  sich  so  verändert,  dals  das  Punkte- 
paar p  (1  eine  neue  Punldinvolution  auf  der  a-Axe  durchläuft, 
deren  Mittelpunkt  ?){  und  deren  Potenz  P„  —  P^  ist. 

In  gleicher  Weise  erkennen  wir,  dafs,  wenn  die  Gerade 
l  sieh  parallel  zur  «-Axe  verschiebt,  und  die  t-Äxe  in  einem 
Punkte  q  schneidet,  der  zugehörige  Punkt  ^j  auf  der  6-Axe 
aicli  derart  verändert,  dals  p  q  ein  Punktepaar  einer  neuen 
Punktinvolution  wird,  deren  Mittelpunkt  M  und  deren  Potenz 
Fi  -  Pc  ist. 

Von  diesen  beiden  besonderen  L^en  der  Geraden  l  in 
der  [«?>] -Ebene  gehen  wir  nun  zu  der  allgemeinen  Lage 
dieser  Geraden  über  (Fig.  30);  möge  sie  die  a-Axe  und  die 
6-Axe  in  den  Punkten  (j„  und  q*  treffen,  und  seien  die  zu- 
gehörigen, soeben  ermittelten  Punkte  (,■>„  und  pj,  also: 

Nennen  wir  ^j'^  und  ^j'^  diejenigen  beiden  Punkte  auf  der 
a-Axe  und  ö-Axe,  welche  in  den  ursprünglichen  zugehörigen 


-^\ 

1 

- 

^ 

^^      f 

\- 

^v 

'fX 

m. 

s 

Uxe. 

Punktin volutiouen  den   Punkten   q^   und  qj   konjugiert   siuJ, 
also: 
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so  wird: 

m^a  ■  \>a^'.  =  Pc  =  5JIC|s .  päps, 
also 

Ziehen  wir  nun  durcli  f^  und  ^^  Parallele  zu  den  beiden 
Hauptasen  in  der  [m6] -Ebene,  die  sieb  in  p  treffen,  und 
auch  durch  ^j'^  und  ^jj,  Parallele  zu  den  Hauptaxen,  die  sich 
in  ^3'  treffen,  so  können  pap'a  »md  "pt^f't,  als  die  Katbeten 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks  aufgefal'st  werden,  dessen 
Hypotenuse  ^j^)'  ist;  ferner  sind  auch  SUcin  und  3Rqj  die 
Katheten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  Hypotenuse 
die  Gerade  l  bildet,  und  da  die  Katheten  beider  rechtwinkli- 
gen Dreiecke  proportional  sind,  so  sind  dieselben  äbnlieb, 
also  ihre  Winkel  gleich,  d.  h. : 

folglich  ist  \^f'\  rechtwinklig  auf  l,  oder  umgekehrt;  der 
Punkt  ^3  liegt  in  dem  Perpendikel,  welches  aus  Iß'  auf  die 
Gerade  l  gefällt  ist;  'p'  ist  aber  der  Pol  der  Geraden  l  in  dem 
ebenen  Polarsystem ,  welches  der  Hauptehene  [«6]  zugehört. 
Denken  wir  uns  nun  in  "p'  das  Perpendikel  auf  der  [a6]-Ebene 
errichtet,  so  ist  dasselbe  parallel  der  e-Axe  und  der  Träger 
einer  Punktiuvolution ,  deren  Potenz  I\-  durch  die  Potenz 
F;  leicht  ausgedrückt  wird.  Es  verhält  sieb  nämbch  P^-  zu 
Pc,  wie  die  Abstände  der  Punkte  ip'  und  'SR.  von  der  Geraden 
l,   oder,  da  der  letztere  Abstand  wegen  der  Ähnlichkeit  der 

Dreiecke,  =  ?Oiq«  .  — -.-  ,  so  folgt: 


oder,  da  P^  =  Wi:\a  ■  pap'a  ist,  wie  wir  eben  gtsehen  haben, 
so  wird:  P^+13'q  .  1)>  =  0, 

d.  h.:  Wenn  die  Gerade  l  beliebig  in  der  [a6]-Ebene  an- 
genommen wird,  so  bestimme  man  ihren  Pol  ^j'  in  demjeni- 
gen ebenen  Polarsystem,   welches  der   [oJ] -Ebene   ; 
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falle  das  Perpendikel  }3'c|  aus  p'  auf  l  und  bestimme  auf 
demselben  den  Punkt  f)  so,  dafs : 

^' q  .  1>>  +  JV  =  (1 
wird,  wo  P),'  die  Potenz  derjenigen  Punktinvolutiou  bedeutet, 
welche    dem   in  ^'    auf  der  Ebene  [a  h]   errichteten  Perpen- 
dikel zugehört;  dies  ist  aber  identisch  mit  der  früheren  Kon- 
struktion, die  wir  jetzt  durch  folgende  neue  ersetzen  können; 

In  der  [«?>]- Ebene    werden    auf  den   beiden  Hauptaxen 
zwei  neue  Punktinvolutionen  konstruiert,  welche  ?ljf  zum  ge- 
meinschaftlichen Mittelpunkt  und  zu  Potenzen  haben: 
auf  der  ö-Axe:  auf  der  i-Axe: 

F„  —  F,  F,  -  P,; 

schneidet  irgend  eine  Gerade  l  die  Träger  der  beiden 
Punktinvolutionen  in  q«  und  q^,  deren  konjugierte  Punkte 
^!u  und  pi,  sind,  so  treffen  sich  die  durcii  p^  und  ^j^  zu  den 
Hauptaxen  parallel  gezogenen  Geraden  in  dem  Punkte  ^j, 
welcher  der  Geraden  l  zugeordnet  wird.  Dies  ist  aber  nichts 
anderes,  als  die  bekannte  Konstruktion  eines  ebenen  Polar- 
systems (Th.  d.  K.  S.  411ff.),  von  welchem  m  der  Mittel- 
punkt, die  fl-Axe  und  die  b-Asa  die  Hauptaxen,  die  Potenzen 
der  zugehörigen  Punktinvolutionen  aber 

P^  —  P,  und  P,  —  P, 
sind.  Wir  haben  also  nachgewiesen,  dais  die  durch  obige 
Konstruktion  einander  zugeordneten  Elemente  l  und  ^  Polare 
und  Pol  dieses  neuen  ebenen  Polarsystems  sind,  welches  wir 
auf  dem  Träger  [a  6]  konstruiert  haben.  —  Das  in  dieser 
Weise  auf  der  [«6]-Ebene  konstruierte  neue  Polarsystem  be- 
sitzt, wie  wir  wissen,  im  allgemeinen  eine  einfache  Mannigfaltig- 
keit solcher  besonderen  Strahlen  l,  deren  Pole  "p  in  ihnen 
selbst  liegen  oder  mit  ihnen  incident  sind;  diese  besonderen 
Strahlen  Ü  sind  die  Tangenten  eines  gewissen  Eernkegel- 
schnitta  ^''^l  und  die  incidenten  Pole  ^  die  Berührungs- 
punkte der  Tangenten  mit  diesem  Kegelschnitt;  derselbe 
kann,  je  nach  der  Natur  des  PoJaisystems  reell  oder  imagi- 
när sein. 

Sei  t  eine  Tangente  des  Kemkegelschnitts  B'^l  und  t  ihr 
Berührungspunkt;   sei  femer  i,   die   konjugierte   Gerade  von 
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t  im  räumlichen  Polarsystem,  d.  h.  das  in  dem  Punkte  tj, 
dem  Pol  der  Geraden  t,  errichtete  Perpendikel  auf  der  Ebene 
\ah\.  Da  t  und  t  incidente  Elemente  des  neuen  ebenen 
Polarsystems  sind,  so  mufs  i  der  Fufspunkt  des  aus  ti  auf  ( 
herabgelassenen  Perpendikeis  sein,  folglich  ist  tt,  die 
kürzeste  Entfernung  zwischen  den  Geraden  t  und  /,,  die  auf 
beiden  normal  steht. 

Der  Konstruktion  zufolge  ist  nun,  da,  in  unserra  besonde- 
ren Falle  q  und  p  in  t  zusammenfallen: 

(t,tr  +  P,,  =  o, 

oder,  wenn  j;p'  irgend  ein  Paar  konjugierter  Punkte  der- 
jenigen Punktinvolution  ist,  welche  der  Geraden  i,  zugehört: 

und  hieraus  folgt,  dafs  die  Strahlen  t^'  und  tv  zu  einan- 
der rechtwinklig  sein  müssen,  folglich  auch  die  Ebenen  pj:] 
und  \tx'\  d.h.  die  dem  Strahl  f  zugehörige  Ebeneninvolution 
im  räumlichen  Polarsystem  ist  eine  orthogonale.  Zweitens 
besitzt  aber  der  Punkt  t  die  Eigenschaft,  dafs  der  Pol  der 
Ebene  [t  (,]  auf  (  liegt,  und  diese  Ebene  Tt  f|]  auf  dem  Strahl 
(  normal  steht,  folglich  ist  (  notwendig  eine  Hauptaxe  des 
Polarbündels ,  welches  dem  Punkte  t  im  laumlichen  Polar- 
system zugehört.  Der  Punkt  t  hat  also  die  zu  Anfang  ge- 
forderte Eigenschaft,  daPs  das  ihm  zugehoiige  Polarbündel 
eine  Hauptaxe  hat,  deren  zugehörige  Eheneninvulution  ortho- 
gonal ist,  oder,  was  dasselbe  sagt,  dals  seine  beiden  reellen 
Fokalstrahlen  zusammenfallen;  nennen  wir  demgemäfs  ein 
solches  Polarbündel,  bei  welchem  die  einer  Hauptaxe  zu- 
gehörige Ebeneninvolution  eine  orthogouale  ist,  ein  rota- 
torisches Polarbündel,  so  können  wir  folgendes  Reeuitat 
aussprechen : 

Im  räumlichen  Polarsystem  kommt  es  im  all- 
gemeinen unendlich  oft  vor,  dafs  das  einemPunkte 
t  zugehörige  Polarbündel  ein  rotatorisches  ist; 
solche  Punkte  (t)  liegen  in  den  drei  Hauptebenen  des 
räumlichen  PolarsyHems  und  bilden  in  jeder  der- 
selben einen  (reellen  oder  imaginären)  Kegel- 
schnitt, der  als  der  Kernkegelschnitt  des  oben 
konstruierten  ebenen  Polarsjstems  gefunden  wird, 
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Die     Rotationsaxen    dieser    Polarbündel    sind    die 
Tangenten  des  Kernkegelschnitts. 

Wollen  wir  uns  mir  auf  den  reellen  Fall  beschränken, 
indem  wir  statt  des  räumlichen  Polarsystems  eine  reelle 
Fläche  P^l  und  statt  eines  Polarbündels  den  Beruhrongs- 
kegel  aus  einem  Punkte  an  die  Fläche  P-^^  setzen,  so  würde 
der  Ausspruch  so  lauten: 

Der  Ort  solcher  Punkte,  von  denen  aus  sich 
an  eine  gegebene  Oberfläche  zweiter  Ordnung  .F'^' 
ein  gerader  Berührungskege!  (Rotationakegel) 
legen  läfst,  besteht  aus  drei  Kegelschnitten, 
deren  jed  er  in  einer  der  drei  Haupt  ebenen  der  F'^l 
liegt.*) 

Bndlich  können  wir  auch  statt  der  Punkte  t  die  Geraden 
t  auffassen  und  folgendes  Resultat  aussprechen: 

Im  räumlichen  Polarsystem  giebt  es  nnendlich- 
viele  besondere  Strahlen  t,  in  denen  zwei  Fokal- 
strahlen eines  dem  räumlichen  Polarsystem  zu- 
gehörigen Polarbündels  zusammenfallen.  Diese 
Strahlen  i  liegen  in  den  drei  Hauptebenen  des 
räumliehen  Polarsystems  und  sind  in  jeder  der- 
selben die  Tangenten  eines  bestimmten  Kegel 
Schnitts,  der  als  Kernkegelschnitt  des  oben  kon 
struierten  ebenen  Polarsystems  gefunden  wird. 
Die  Mittelpunkte  dieser  besonderen  Polarbünde 
sind  die  Berührungspunkte  des  Kernkegelschnitts 
Wir  nennen  diese  in  den  drei  Hauptebenen  des  räum 
liehen  Polarsysteras  gefundenen  neuen  Kegelschnitte  die 
„Pokalkegelschnitte"  des  räumlichen  Polarsystems  oder 
der  Fläche  2.  0.  F^^>  und  haben  sie  definiert  als  die  Kern- 
kegelschnitte dreier  bestimmten  ebenen  Polarsysteme  in  den 
drei  Hauptebenen.  Diese  ebenen  Polai^ysteme  sind  in  reeller 
Weise  und  zwar  auf  doppelte  Art  von  uns  konstruiert  wordeii, 
einmal,  indem  wir  beliebig  viele  Paare  von  Pol  und  Polare 
(l  und  ^j)  konstruiert  haben,  und  zweitens,  indem  wir  auf  den 


*)   Diesen   Sata   hat  schon  Steiner  in  Crelle'a    Journal   für 
mgenandte  Math.  Bd.  I,  8.  47  anegeBprochen. 
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Hauptaxen ,    welche   mit  denen   des  Hauptschnitfcs  2 
fallen,  die  zugehörigen  Pnnktinvolntionen  ermittelt  haben. 

§  62.     Über  die  Matur  der  Pokalkegelachnitte. 
Wir  wollen  jetzt  die  Natur  der  Fokalkegelsehnitte : 

^ui  >^fl  ^2 
in  den  drei  Hauptebenen  des  räumlichen  Polarsystems  unter- 
suchen, indem  wir  zunächst  den  Mittelpunkt  931  desselben  als 
im  Endlichen  liegend  voraussetzen  und  bemerken,  dafs  der 
KernkegLJschnitt  eines  ebenen  Polarsjstems  eine  Ellipse 
ist,  wenn  die  Punktinvolotionen  auf  den  beiden  Hauptaxen 
desselben  bpide  hyperbolisch  sind,  eine  Hyperbel,  wenn 
von  diesen  beiden  Punktinvoluiionen  die  eine  elliptisch,  die 
andere  hyperbolisch,  endlich  ein  imaginärer  Kegel- 
schnitt ist,  wenn  beide  Punktinvolutionen  elliptisch  sind 
(Th.  d,  K,  8.  453);  ob  aber  eine  Punktinvolution  hyperbolisch 
oder  elliptisch  ist,  das  hangt  davon  ab,  ob  der  Wert  ihrer 
Potenz  positiv  oder  negativ  ist;  den  Fall  der  Paraboloide,  wenn 
M  im  Unendlichen  liegt,  wollen  wir  besonders  behandeln  (§  63). 
Die  drei  ebenen  Polarsysteme  der  Fokal ke gelschnitte  in 
den  Hauptebenen  des  räumlichen  Polarsjstems  werden  be- 
stimmt durch  die  Potenzen  der  Punktinvolutionen  auf  den 
Hauptaxen,  deren  Werte  sind: 

,a)  fP.  -  P.    auf  der  rt-Äxe 

(.<3i  |P„  -  P(,  auf  der  «-Äxe 

"    K.     ■     •     •     [p^  _  p^     ,^      ,^     c-Axe 

^P)  I P*  —  P«  auf  der    6-Ase 

"       *"     '     ■     ■     \Pc  -  Pa    „      „      c-Axe, 
und  von  diesen  sechs   Werten  sind   drei  entgegengesetzt  den 
drei  übrigen;  ferner  finden  die  Identitäten  statt: 

(P«  -  P*)  +  (P.  -  P.)  +  (K  -  P.)  =  0 

(P.  -  P«)  +  (P=  -  P.)  +  CP"  -  P=)  =  0. 

Wenn     wir    den     drei     Werten     Pj  —  P^,   Pj  —  P«, 

P„  -    Pf,  alle  möglichen  Vorzeichen  geben  wollen,  so  müssen 

wir  doch   den   Fall  ausschliefsen ,  dafs  alle  drei  positiv,  und 

den  Fall,  dafs  alle  drei  negativ  sind,   weil   dann  die  Summe 
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niemals  Null  werden  könnte;  die  drei  übrigen  Werte 
P„  —  P;,,  Pa  —  Pc,  Pb  —  A  sind  aber  die  entgegen- 
wir  haben  demgemärs  nur  6  Möglichkeiten: 

VI. 


I- 

11. 

III. 

IV. 

V. 

p. 

-p. 

+ 

+ 

+ 

— 

- 

p. 

-  p. 

+ 

— 

— 

+ 

+ 

p. 

-  p. 

— 

+ 

+ 

— 

p. 

-  p. 

— 

— 

+ 

+ 

p. 

-p. 

— 

+  i  + 

— 

— 

p. 

-p. 

+ 

+ 

— 

+ 

und  hieraus  ergiebt  sich   für   die   Zusammenstellung  in   den 
drei  Hauptebei 


I. 

11. 

III. 

IV. 

V- 

VI. 

f'^' 

1  p.  —  p. 
\p,-p. 

+ 

+ 
+ 

+ 

+ 

~ 

lll 

c 

1  p.-p, 
.  p,  -  p. 

^ 

+ 

- 

+ 
+ 

+ 

+ 
+ 

Hfl 

1  P,  -  F. 
\  P,  -  P. 

+ 
+ 

- 

+ 

+ 

+ 

+ 

und  hieraus  erkennen  wir,  dala  in  allen  sechs  überhaupt 
möglichen  Fällen  die  drei  Fokal k egelschnitte  immer  den- 
selben Charakter  haben,  nämlich: 

Von  den  drei  Fokalkegelschnitten  in  den  Haupt- 
ebenen  eines  räumlichen  Polarsjstems  (mit  end- 
lichem Mittelpunkt)  ist  immer  einer  EiÜpse,  der 
andere  Hyperbel  und  der  dritte  imaginär. 

Die  sechs  Möglichkeiten,  welche  wir  zu  unterscheiden 
hatten,  entsprechen  lediglich  den  verschiedenen  Anordnungen, 
denen  die  Reihenfolge  der  drei  Werte  Fa  Ps  Pc  ihrer  al- 
gebraischen Gröfse  nach  unterworfen  werden  kann,  nämlich; 


I. 

P,  >  P,  >  P. 

II. 

P.  >  P.  >  P. 

III. 

P,  >  P.>  P. 

IV. 

P,>P.>  P. 

T. 

P.>P,>  P. 

VI. 

P.  >  P,  •>  P,. 
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Wie  aber  auch  die  drei  gegebenen  Uröfsen  Pa  Pb  P^ 
ihren  Werten  nach  beschaffen  sein  mögen,  ob  'positiv  oder 
negativ,  immer  werden  sie  sich  in  algebraischer  Aufeinander- 
folge anordnen  lassen,  und  immer  können  wir  die  Benennung 
der  drei  Hauptaxen  so  wählen,  dafs  ein  beliebiger  jener 
sechs  Fälle  eintritt.     Hierzu  wählen  wir  den  Fall  II. : 

P„  >  Pi  >  P. ; 
unter   dieser  Voraussetzung  ist  der  Pokalkegelsclinitt  in  der 
[ö  6]  -  Ebene    Ellipse ,    in    der    [ac]  -  Ebene  Hyperbel ,    in    der 
[6c]-Ebene  imaginär,    und  wir    bezeichnen   die   drei   Fokal- 
kegelschnitte demgemäfs  durch: 

Ef^      Bfl      JfJ  - 

8ie  stehen  mit  den  Kegelschnitten  in  den  drei  Haupt- 
ebenen, welche  dem  räumlichen  Polarsystem  selbst  angehören, 
in  einem  einfachen  Zusammenhang;  da  nämlich  die  Axen 
des  Fokalkegelschnitts  und  des  Hauptkegelschnitts  in  der- 
selben Hauptebene  zusammenfallen ,  die  zugehörigen  Potenzen 
aber  z.  B.  in  der  jrtöj-Ebetie  folgende  sind:  För  den 

Hauptkegeisehnitt:         Fokalkegelsehnitt: 
P.,  P«  —  P. 

P,  P>,  -  Pr.  , 

so  werden  die  Differenzen  einander  gleich  sein: 

P,  —  P;  =  (P„  —  P,)  —  (Pj   -  P,), 
folglieb  koinzidieren   die  Brennpunkte    beider  Kegelschnitte, 
d.  h.: 

Fokalkegelschnitt  und  Hauptkegeisehnitt  in 
derselben  Hauptebene  des  räumlichen  Polarsystema 
sind  allemal  konfokale  Kegelschnitte. 

Der  Wert  P^  —  P^  bestimmt  für  den  Fokalkegelsehnitt 
Mai  die  Scheitel  der  Fokalellipse  auf  der  a-Axe.  Derselbe 
Wert  in  der  Gfestalt  geschrieben;  (P„  —  Pj)  —  (P„  —  Pt). 
bestimmt  in  der  [«c]-Ebene  für  den  Fokalkegelsehnitt  Ha^s 
die  beiden  Brennpunkte  auf  der  a-Axe,  folglich  sind  die 
Scheite!  der  Pokaleilipse  die  Brennpunkte  der  Fokalhyperbel, 
und  in  gleicher  Weise  folgt,  dafs  die  Scheitel  der  Fokal- 
hyperbel koinzidieren  mit  den  Brennpunkten  der  Fokalellipse. 
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Hievmit  ist  aber  der  eine  der  beiden  reellen  Fokalkegel- 
schnitte diiTch  den  andern  vollständig  bestimmt,  und  wir 
haben  das  Resultat: 

Die  beiden  reellen  Fokalkegelschnitte  liegen 
in  den  zu  einander  rechtwinkligen  Hauptebenen 
der  Art,  dafs  die  Scheitel  der  Fokalellipse  die 
Brennpunkte  der  Fokalhyperbel  und  die  Scheitel 
der  Fokalhyperbel  die  Brennpunkte  der  Fokal- 
ellipse sind. 

Wir  haben  nunmehr  in  jeder  der  drei  Haiiptebenen  des 
räumlichen  Polarsystems  zwei  Kegelschnitte,  nämüeh  den 
Kernkegelschnitt  des  uraprdii glichen  in  der  Hauptebene  ent- 
haltenen Polarsjstems  und  den  Fokalkegelschnitt;  wir  wollen 
dieselben  unter  Festhaltung  der  angenommenen  algebraischen 
Aufeinanderfolge : 

-Po  >   P*  >    P= 

in  allen  vier  möglichen  Füllen,  welche  eintreten  können, 
zusammenstellen : 


I. 


-P«  >  0     F, 


>0     P,  >  0    Ellipsoid: 
Hanptkegelschnitt     Fokalkegelschnitt 


sehaüges  Hyperboloid: 


[oS]-Ebene:  %t 

[<i<i]-Ebeiie;  (Si" 

[6o]-Ebeiie:  (J°' 

n.     P.>0     P,>0  P,<0  i 

Hauptkegelsclinitt  Fokalkegelschnitt 

f<ii)]-Ebene:  (sl'i  eT, 

[iicJ-Ebene:  sl"  fffi 

[Sc] -Ebene:  .gl"  •'i?' 

in.   P«>0    Pi<0  P,<0  zweisehaligesHyperboloid: 

Haiiptkegelschiiitt  Fokalkegelschnitt 

[ulJ-Ebene:  $S  B™ 

[ocl-Ebene:  S}f,  B.T, 

[Je] -Ebene:  gfi  J,"- 
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IV.   P„  <  0     Ps  <  0     Po  <  0     imaginäre  Fläche: 


[aS]-Ebe„e: 

Hauptkegelschnitt     Fokalkegslsebnitt 

[ocJ-Ebme: 

sS 

B'n 

[S<i]-Ebeii8! 

32 

jT.- 

(Die   Fokalkegels 

iclmitte 

sind 

also 

auch   für  die   imaginäre 

Fläche  i^l^l  reell.) 

BeatJmmen  wir  flie  Asymptoten  der  Fokalhyperbel  H^\ 
und  nennen  wir  den  Winkel  zwischen  denselben  2e,  so 
haben  wir  bekanntlich,  da  P^  —  P*  und  P^  —  P(,  die  Potenz- 
werte der  Involutionen  auf  den  Hauptaxen  der  Fokalhyperbel 
sind: 

Seteen  wir  ferner,  um  einen  reellen  Fall  vor  Augen  zu 
haben,  die  .P*^l  als  zweisehaliges  Hyperboloid  voraus,  so  sind 
die  Asymptoten  der  beiden  Haupthyperbeln  bestimmt  durch 
die  Winkel: 

P,  ,„, 

i^9  = —  p-  für  die  Haupthyperbel  ^J^ 

tg'^  =. p-  für  die  Haupthyperbel  ^^J'^  , 

2%  und  2ip  sind  aber  zugleich  die  beiden  Kegel  Öffnungen 
des  Asymptotenkegels  des  Hyperboloids;  die  letzten  Werte 
in  die  obige  Gleichung  eingesetzt  geben: 


i  folgt  (S.  62): 
Die      Asymptoten      der      Fokalhyperbel      sind 
die     Brennstrahleu      des      Asymptotenkegels      der 
Fläche   F'-^\ 

Degeneriert  insbesondere  das  Hyperboloid  in  einen  Kegel 
(seinen  Asymptotenkegel),  so  geht  die  Fokalhyperbel  in  das- 
jenige Linienpaar  über,  welches  die  Brennsfcrahlen  des  Kegels 
bilden;  die  Fokalellipse  zieht  sich  auf  einen  Punkt  (NuU- 
ihnitfc)  zusammen. 
Aus   der  vorigen   Zusammenstellung    erkennen    wir^    da 
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Hauptkegülschuitt  uud  Fokalkegel  schnitt  in  derselbpn  Ebene 
immer  konfokal  sind,  dafs  diese  Kegelschnitte  unter  Um- 
ständen gemeinschaftliche  Punkte  haben,  närülich  in  den 
Fällen  I.  und  ,111.,  d.  h.  beim  Ellipsoid  und  zweiscliaügen 
Hyperboloid,  also  bei  den  i^<^>  mit  Berührungsebenen  elhp- 
tischen  Charakters  (S.  482);  denn  zwei  konfokale  Ellipsen 
können  niemals  reelle  Schnittpunkte  haben,  ebensowenig  wie 
zwei  konfokale  Hyperbeln;  dagegen  müssen  eine  Ellipse  und 
eine  mit  ihr  konfokale  Hyperbel  sich  immer  in  vier  reellen 
Punkten  schneiden,  die  symmetrisch  zu  den  Hauptaxen 
liegen.  *) 

Wir  haben  daher  beim  Ellipsoid  (I.)  vier  reelle  Schnitt- 
punkte der  Kegelschnitte  @(,o  und  Hgc  in  der  [(jc]-Ebene 
und  beim  zweischaligen  Hyperboloid  (111.)  vier  reelle  Schnitt- 
punkte der  Kegelschnitte  Iq^^  und  E^i,  in  der  [ßii^-Ebene. 
Diese  vier  ausgezeichneten  Punkte  sollen  die  Kreiepunkte 
der  Fläche  F(^>  genannt  werden;  sie  liegen  beim  Ellipsoid 
in  derjenigen  Hauptebene,  welche  die  gröfste  und  kleinste 
Hauptaxe  desselben  enthält,  beim  zweiscliaügen  Hyperboloid 
iu  derjenigen  Hauptebene,  welche  die  reelle  Hauptaxe  und 
die   (im    algebraischen   Sinne)   gröfsere    imaginäre   Hauptaxe 

*)  Wir  erkennen  dies  unmittelbar  aus  den  Brenupunktseig'en- 
Bchal'ten  der  Kegelsctnitte :  Sind  f  und  f,  die  beiden  reellen  Brenn- 
punkte zweier  konfokalen  Kegeleohnitte,  bo  möfete  fär  dea  Fall  zweier 
BllipBen ,  wenn  p  ein  gemeinschaftliolier  Punkt  derselben  wäre  und 
2a,  2(i[  die  Äsen  bedeuten,  sein: 

»f  +  l'fi  =  2»  Bi-J-))f,  =  Sa,, 

also  ts-H«,,  d.  h.  die  Ellipsen  identiech  sein;  für  den  Fall  zweier 
Hyperbeln: 

Pf-pfi  =  +  2a  »f-l!f.  =  +  2a,, 

also  a  =  +  «i,  d,  h.  ebenfalls  die  Hyperbeln  identisch  sein. 

Dagegen  für  den  Fall  einer  Ellipse  und  einer  Hyperbel  ist; 


daher  giebt  es  in  der  That  vier  reelle  symmetrisch  zu  den  Äsen  lie- 
gende Punkte,  welche  der  Ellipse  und  der  mit  ihr  konfokalen  Hyperbel 
gemeinschaftlich  sind. 
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enthält  Die  Kreispunkte  einer  Fläche  2,  0.  besitzen  eine  leicht 
erkennbare  ausgezeichnete  Eigenschaft;  wir  wissen  nämlich, 
dafa  jeder  Punkt  ^  eiues  Fokalkegelschnitts  der  Mittelpunkt 
eines  rotatorischen  PoIarbOndels  ist  im  räumlichen  Polar- 
eystem,  und  dafs  die  Tangente  des  Pokal kegelschnitts  in 
diesem  Punkte  ^  die  Rotationsaxe  ist,  also  die  auf  ihr  recht- 
winklige Ebene  in  '^  eine  orthogonale  Strahleninvolution 
enthält,  welche  ihr  in  dem  Polarbündel  5]J'^>  zugehört.  Fassen 
wir  nun  insbesondere  einen  der  Kreispunkte  auf,  in  wel- 
chem der  Fokalkegelschnitt  den  Hauptkegelschnitt  trifft,  so 
wird,  da  diese  beiden  konfokalen  Kegelschnitte  sich  recht- 
winklig durchschneiden  {Th.  d.  K,  S.  352)  die  Tangente  des 
Fokalkegelschnitts  in  einem  Kreispunkte  Normale  dea  Haupt- 
kegelschnitta  sein  und  umgekehrt,  also  die  zu  jener  Tangente 
in  $  gelegte  Norraalehene  die  Berührungsebene  der  F'^^*  in 
dem  Punkte  5^  und  zugleich  die  Trägerin  einer  ortho- 
gonalen Strahleninvolution,  deren  Doppelstrahlen  nach  den 
unendlich- entfernten  imaginären  Kreispunkten  der  Berfihrungs- 
ebene  hingehen.  Hierdurch  rechtfertigt  sich  die  obige  Be- 
zeichnung „Kreispunkte  der  Fläche  ^<^1",  weil  die  Berüh- 
rungsebene in  einem  solchen  Punkte  der  Fläche  dieselbe  in 
einem  Nullkreise  oder  in  einem  imaginären  Linien  paare 
schneidet,  welches  nach  den  unendlich-entfernten  imaginären 
Kreispuukten  hingeht. 

-Zugleich  erhellt,  dal's  jede  Ebene,  die  zu  einer  Berüh- 
rungsebene  in  einem  Kreispunkte  der  i^<^'  parallel  läuft,  die 
Fläche  i^'^l  in  einem  {reellen  oder  imaginären)  Kreise  schnei- 
den mufe,  weil  die  unendlich- entfernte  (ierade  einer  solchen 
Ebene  die  Trägerin  einer  zugehörigen  Punktinvolution  im 
räumlichen  Polarsystem  ist,  deren  Doppelpunkte  die  imagi- 
nären Kreispunkte  sind.  Da  nun  die  vier  reellen  Kreispunkte 
die  Endpunkte  zweier  Durchmesser  eines  Hauptkegelschnitts 
sind,  so  folgt,  dafs  es  zwei  bestimmte  Stellungen  für 
eine  Ebene  giebt,  die  eine  gegebene  Oberfläche 
2.  0.  (Ellipsoid  oder  zweischaliges  Hyperboloid) 
in  einem  Kreise  schneiden  soll.  Diese  Stellungen 
sind  parallel  den  ßerührungsebenen  in  den  Kreis- 
punkten der  J^'f*)  und  enthalten  also  die  Richtung 
einer  der  drei  Hauptaxen.    Die  dadurch  erhaltenen 
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Paraltelobenenljiischel  enthalten  zwei  Scharen  von 
Kreisen,  welche  die  Fläche  .F'*'  doppelt  erfüllen. 
Den  Übergang  von  den  reellen  zu  den  imaginären 
Kreisen  bilden  die  Kreispunkte  (Nullkreise)  der 
Fläche.*) 

Während  hier  vermittelst  der  Kreispunkte  (die  den  Über- 
gang von  den  reellen  zu  den  imaginären  Kreisen  der  Fläche 
i^<^'  bilden)  nur  heiiu  Ellipsoid  und  zweischaligen  Hyperboloid, 
also  den  Flächen  mit  elliptischen  Berührungsebenen,  die 
Kreissehnitte  sich  uns  darbieten,  finden  wir  bei  den  beiden 
übrigen  Mittelpunktsflächen,  dem  einschaligen  Hyperboloid 
und  der  imaginären  Fläche,  die  beiden  Stellungen  der  KJreis- 
Bchnittebenen  vermittelst  des  Asjmptotenkegels  und  erkennen, 
dals  beim  einschaligen  Hyperboloid  die  beiden  Büschel  von 
Paralleleben  eil  sämtlich  reelle  Kreise,  bei  der  imaginären 
Fläche  sämtlich  imaginäre  Ki'eise  ausschneiden.  Das  Polar- 
bündel  9)}'^',  welches  dem  Mittelpunkt  'Sit  des  räumlichen 
Polarsystems  zugehört,  hat  nämlich  zur  Kernfläche  den 
(reellen  oder  imaginären)  Asymptoten kegel  der  Fläche  i^<^', 
und  jede  Ebene,  welche  diesen  Asymptotenkegel  in  einem 
Kreise  schneidet,  mu(a  auch  die  7'''^'  in  einem  Kreise  schnei- 
den, wie  offenbar  einleuchtet,  weil  jede  Ebene  die  Fläche  F'^* 
und  ihren  Asymptoten  kegel  in  ähnlichen  und  ähnlich-liegen- 
den konzentrischen  Kegelschnitten  schneidet.  Wir  haben  aber 
für  jedes  Polarbündel  (S.  57)  zwei  reelle  Stellungen  einer 
Ebene  ermittelt,  die  den  Kemkegel  in  einem  (reellen  oder 
imaginären)  Kreise  sehneidet;  dieselben  bestimmen  also  gleich- 
zeitig die  Kreisschnitte  der  J"*^'  unabhängig  von  den  Pokal- 
kegelschnitten. Wir  werden  indessen  später  (§  66)  auch  von 
diesem  Gesichtspunkte  aus  zu  den  Kreisschnitten  für  alle 
vier  Mittelpunkteflächen  gelangen,  mögen  die  Kreispunkte 
derselben  reell  vorhanden  sein  oder  nicht.  Zuvörderst  wollen 
wir  aber,  bevor  wir  zu  weiteren  Eigenschaften  der  Fokal- 
kegelschnitte übergehen,  die  vorige  Untersuchung  ergänzen 
für  die  beiden  Paraboloide. 


*)  Hieraus  entspringt  die  anschauliche  Darstellung  der  Flächen  2. 0. 
durcb  Kartonmodelle  von  Prof.  Dr.  A.  Brill,  Verlag  von  L.  Brill  in 
Darmstadt. 
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§  63.    Die  Fokalkegelsohuitte  b6i  den  Faraboloiden. 

Unsere  vorige  Untersuchung  (§  61  und  §  62)  setzte  voraus, 
dafs  der  Mitteipunkt  des  gegebenen  räuinlichen  Polarsystems 
im  Endlichen  liegt  und  der  Durclischnittspunkt  der  drei  im 
Endlichen  verlaufenden  Hauptasen  ist.  Setzen  wir  jetzt  ein 
räumliches  Polarsystem  voraus,  hei  welchem  der  Pol  der  un- 
endlich-entfernten Ebene  s^  seibat  in  ihr  liegt  {=  5)t*),  also 
die  Kemfläche  ein  Paraboloid  ist,  so  haben  die  Strahlen  durch 
SIE*,  welche  in  e^  liegen,  ihre  konjugierten  Strahlen  auch 
in.  *„  und  durch  ^V  gehend,  und  diese  Paare  konjugierter 
Strahlen  bilden  eine  Strahleninvolution  (welche  elliptisch  oder 
hyperbolisch  ist,  je  nachdem  das  Paraboloid  elliptisch  oder 
hyperbolisch  ist);  ferner  hat  diese  Strahlen  in  volution  ein  ein- 
ziges bestimmtes  Paar  rechtwinkliger  konjugierter  Strahlen 
i*  und  c"  (Äsen),  und  endlich  geht  durch  ^fl;"  ein  einziger 
unmittelbar  zu  liestimmeuder  Strahl  a,  welcher  das  Para- 
boloid in  einem  solchen  Punkte  ©  trifft,  dafs  die  BerUhrungs- 
ebene  in  ©  auf  dem  Strahle  a  normal  steht,  oder  mit  andern 
Worten :  die  zu  der  Richtung  nach  SIJ'"  normale  Stellung  be- 
stimmt in  s^  eine  Gerade,  durch  welche  nur  noch  eine  zweite 
Berührungsebene  an  das  Paraboloid  gelegt  werden  kann;  diese 
berührt  in  S,  dem  Scheitel  des  Paraboloids;  \'^'^:ir\  =  a  ist 
die  endliehe  Hauptaxe  desselben;  die  beiden  endlichen  Haupt- 
ebenen : 

[al)"]    und     [ßc"] 

schneiden  das  Paraboloid  in  Parabeln: 

welche  in  a  ihre  gemeinschaftliche  Axe  und  ihre  Offnungen 
entweder  nach  derselben  oder  nach  entgegengesetzten  Rich- 
tungen haben,  je  nachdem  das  Paraboloid  ein  elliptisches 
oder  ein  hyperbolisches  ist.  Die  dritte  Hauptebene  ist  £^, 
eine  Berührungsebene  des  Paraboloids,  und  schneidet  dasselbe 
entweder  in  einem  reellen  oder  imaginären  Linienpaar,  je 
nachdem  das  Paraboloid  hyperbolisch  oder  elliptisch  ist 
(§  29  und  §  57). 

Dies  vorausgeschickt,  suchen  wir  nach  solchen  Punkten 
^   im  Räume,  für  welche  die  dem  räumlichen  Polarsystem 
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zugehörigen  Polarbüudel  rotatorisch  werden,  oder  der  Be- 
rühr uiigskegel  aus  '^  an  daa  Paraboloid  ein  Rotationskegel 
(gerader  Kegel)  wird.  ZiivSrderst  iat  klar,  dals  in  der  Ebene 
8^  keine  reellen  Punkte  ^  von  der  verlangten  Art  vorkom- 
men können  mit  Äuanahme  des  einzigen  Punktes  ^f" ;  denn 
jeder  Punkt  in  e^  ist  Mittelpunkt  eines  reellen  Berährungs- 
kegels  an  das  Paraboloid,  und  dieser  Kegel  iat  immer  ein 
parabolischer  Cylinder,  also  niemals  ein  Rotationskegel,  aufser 
in  dem  besonderen  Falle,  wenn  er  in  eine  Ebene  (f^)  aus- 
artet, also  '^  in  Sli""  liegt.  Diese  BerOhrnngsebene  s^  kann 
als  ausgearteter  Rotation ske gel  betrachtet  werden,  und  die 
Hauptaxe  a  des  Paraboloids  ala  ßotationsaxe. 

Wir  schränken  ferner  die  Untersuchung  wesentlich  ein 
durch  die  Bemerkung,  daia  aui'serhalb  der  beiden  Hauptebenen 
[a&'"|  und  [«c*"]  überhaupt  Punkte  ^  von  der  verlangten 
Art  nicht  vorhanden  sein  können.  In  der  That,  nehmen  wir 
an,  der  Punkt  $  im  Eaume  habe  die  verlangte  Eigenschaft, 
Mittelpunkt  eines  rotatorischen  Polarbändels  zu  sein,  und  l 
aei  die  Rotationsaxe  desselben,  also  zugleich  die  Axe  einer 
orthogonalen  Ebeneninvolution  im  räumlichen  Polarsystem, 
dann  wird  jede  durch  l  gelegte  Ebene  zu  ihrem  Polarstrahi 
im  Polarbündel  iß'^  die  Normale  dieser  Ebene  im  Punkte  ^^.^ 
haben.  Denn  nur,  wenn  dies  der  Fall  iat,  werden  beide  Be- 
dingungen erfüllt:  einmal  liegen  die  Polarstrahlen  aller  durch 
l  gelegten  Ebenen  in  der  Normalebene  von  l,  also  ist  l  eine 
Hauptaxe  des  Polarbündels  ^<^l  und  zweitens  ist  die  zu  l  zu- 
gehörige Ebeneninvoiution  eine  orthogonale.  Giebt  es  da- 
gegen nur  eine  einzige  Ebene  durch  l,  deren  Polarstrahl  im 
Bündel  nicht  zu  ihr  rechtwinklig  ist,  so  kann  zwar  immer 
noch  die  zu  l  zugehörige  Ebeneninvolution  eine  orthogonale 
sein,  aber  nicht  mehr  l  eine  Hauptaxe  des  Polarb ün de Is. 
Nun  giebt  es  aber  im  allgemeinen  immer  durch  l  eine  Ebene, 
deren  Polarstrahl  nicht  zu  ihr  rechtwinklig  ist,  nämlich  die 
Ebene  [ZW°]  mit  der  Ausnahme,  dafs  l  (also  natürlich  auch 
üp)  in  einer  der  beiden  Hauptebenen  [a6"]  oder  {ac"]  des 
räumlichen  Polarsystems  liegt.  Denn  die  Ebene  [/^Dl"] 
schneidet  £^  in  einem  Strahle  Z'",  dessen  konjugierter  Strahl 
i"  sei;  der  konjugierte  Strahl  von  l  sei  i, ;  da  nun  l  und  f" 
sich  treffen,   so   müssen  auch  l,  und  i!'^  sieh  treffen,  und  ihr 
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SchnittpuDkt  wird  der  Pol  der  Ebene  [/5ß'°];  ziehen  wir  also 
von  ^  nach  dem  Schnittpunkte  (ii^J*)  einen  Strahl,  so  ist 
dies  der  konjugierte  Strahl  zur  Ebene  [^3E"]  im  Polarbüu- 
dei  iß'*'.  Da  aber  die  konjugierten  Strahlen  1'°  und  Z"  nieht 
zu  einander  rechtwinklig  sind,  aufser  wenn  sie  mit  6"  und 
c"  zusammenfallen,  so  wird  auch  die  Ebene  [^S'i'"]  nicht  recht- 
winklig stehen  auf  einem  Strahle,  der  von  ^  nach  dem 
Schnittpunkte  {i,!^)  hingeht,  aufser  wenn  l,  also  auch  ijj, 
in  einer  der  Hauptebenen  [a6"]  oder  [ac*]  liegt. 

Wir  brauchen  nunmehr  nur  diese  beiden  Hauptebeneu 
zu  durchmustern.  Uie  Hauptebeue  [ai*]  ist  die  Trägerin 
eines  ebenen  Polarsystems ,  dessen  Kernkurve  eine  Parabel 
ißj^*'„  ist,  die  zum  Scheitel  <B,  zur  Hauptaxe  a  hat;  ihr  Brenn- 
punkt sei  fs.  Eine  beliebige  Gerade  l  in  dieser  Ebene  habe 
zum  konjugierten  Strahle  l,  im  räumlichen  Polarsystem,  eine 
Oerade,  die  in  p,,  dem  Pole  der  Geraden  l  in  Bezug  auf  die 
Parabel,  rechtwinklig  auf  deren  Ebene  steht  und  der  Träger 
einer  Punktinvolutiort  ist,  deren  Mittelpunkt  ^)j  ist;  durch 
ii^end  ein  Paar  konjugierter  Punkte  j  y'  ist  also  der  Wert 
der  konstanten  Potenz: 

gegeben.  Fällen  wir  aus  if,  das  Perpendikel  auf  die  Ge- 
rade l  und  nennen  ;i  den  Fufspunkt  desselben,  so  bat  das 
Dreieck  ij  j:  y'  den  Höhenpunkt  f),  in  der  Höhe  cj^),  gelegen, 
so  dafs 

^i):-liir'  +  Piq  -1^1^  =  0 
ist.    Da  aber  bei  der  Veränderung  des  Punktepaares  j:  j'  das 
erste  Glied  der  linken  Seite  unverändert  bleibt,  so  bleibt  auch 
der  Punkt  -p   unverändert  und  wird  bestimmt  durch  die  Be- 
dingung: 

Hierdurch  wird  zu  der  wiilkUrlieh  gewählten  Geraden  l  ein 
bestimmter  Punkt  p  zugeordnet  (wie  in  §  61);  diese  beiden 
zugeordneten  Elemente  sind  Polare  und  Pol  eines 
neuen  ebenen  Polarsystems  (in  der  [a6"]-Ebene),  wie 
wir  aus  folgender  Betrachtung  erkennen: 

Wir  verschieben   zuerst  eine   veränderliche   Gerade  l  in 
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der  Ebene  [ab'°]  senkrecht  zur  Parabelaxe  a,  dann  wird  sich 
auch  der  Punkt  ^3,  mit  dem  Punkte  q  auf  derselben  so  ver- 
ändern, dafs  die  Mitte  zwischen  ^iC|  der  feste  Scheitel  © 
der  Parabel  bleibt;  denn  die  Punkte  q  und  ^>,  durchlaufen 
eine  gleichseitig -hyperbolische  Punktinvolution,  deren  im  End- 
lichen liegender  Doppelpunkt  ©  ist.  Der  Punkt  \)  wird  aber 
bestimmt  durch  die  Bedingung: 

und  es  ist  die  Abhängigkeit  der  Punkte  q  und  ^  von  ein- 
ander zu  ermitteln,  denn  die  in  q  auf  der  Parabelaxe  in  der 
Ebene  derselben  normal  stehende  Gerade  ist  l.  Die  in  p, 
auf  der  Parabelebene  normal  stehende  Gerade  i,  ist  die 
Trägerin  einer  Punktinvolution,  deren  Potenz  Pp,  ermittelt 
wird  durch  die  Parabel  ■]i''\  in  der  andern  Hauptebene  [ac"]. 
Diese  Parabel  hat  ebenfalls  @  zum  Scheitel;  ihr  Brennpunkt 
sei  ic<  dann  ist  bekanntlich: 

(Th.  d.  K.  S.  197)j  also  wird  die  vorige  Bedingung: 

und  da 

p,q=2.p,© 
ist,  so  folgt: 

und  da 

ist,  so  folgt: 

d.  h.  die  Mitte  des  veränderlichen  Punktepaares  q  p  ist  der 
feste  Brennpunkt  f^  der  Parabel  ^*^'„ .  Das  Punktepaar  q  ip 
durchläuft  also  eine  neue  gleichseitig  -  hyperbolische  Punkt- 
involution, deren  im  Endlichen  liegender  Doppelpunkt  der 
Brennpunkt  fj   der  andern  Haupt-Parabel  ist. 

Zweitens  drehen  wir  eine  veränderliche  Gerade  l  in  der 
Ebene  [«&'"]  «m  den  festen  Brennpunkt  fj  und  untersuchen 
dabei  die  Abhängigkeit  des  Punktes  p  von  l.  Ihr  Pol  ^j,  in 
Bezug  auf  die  Parabel  ^^j'^^  bewegt  sich  dabei  auf  der  Leit- 
linie £  der  Parabel  und  ist  der  Durchschnitts punkt  des  in 
ft  auf  der  Geraden  l  errichteten  Perpendikels  mit  der  Leit- 
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linie  B,  wie  aus  Ijekannten  Eigenschaften  der  Parabel  folgt. 
Fällen  wir  daher  aus  ^.'i  eiu  Perpendikel  auf  l,  so  wird  der 
Fufspunkt  q  desselben  der  unveränderliche  Punkt  fj,  und  um 
den  Punkt  ^  auf  diesem  Perpendikel  au  finden,  haben  wir 
die  Bedingung: 

es  bleibt  aber  noch  die  Potenz  P^,  zu  ermitteln,  '/.u  diesem 
Behufe  legen  wir  durch  die 
Leitlinie  B,  welche  von  der 
a-Axe  in  m  getroffen  werden 
möge,  eine  Ebene  normal 
zur  Hauptebene  [«&"'];  diese 
achneidet  das  Paraboloid  in 
_  einem  Kegelschnitt,  dessen 
""^  Mittelpunkt  m  ist,  dessen 
eine  Hauptaxe  B  ist,  und  des- 
sen andere  Hauptaxe  also  in 
m-  auf  der  ersten  senkrecht 
steht;  die  Potenzen  der  zu- 
gehörigen Punktinvolutionen 
sind  folgende:  trifft  l  die 
Leitlinie  iß  in  pj,  so  ist  die 
Potenz  auf  i?  (Fig.  31): 

und  die  Potenz  der  Punktinvolution  auf  der  andern  Hauptaxe 
dieses  Kegelschnitts  leicht  zu  finden  durch  die  Parabel 
^'^'-a ,   nämlich   nach  dem  Vorigen : 

=  4  .  ©  m  .  ©  f=  =  2  f  j  m  .  ©  f„ , 
oder,   denken   wir    uns   die   Strecke   fj  f^   über  ]c  hinaus    um 
sich  selbst  verlängert  bis  n,  so  dafs 

,-f.tt 


wird,  dal 


;  Potenz 


2©f„  = 


-Pill  ^  fi  m  .  m  n  , 
und   hieraus  läist  sich   die   Potenz   P„^  ausdrücken  (S.   561): 

P»!  :  F,„  =  plpi  :  lilui, 
also  wird: 
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demnacli  wird  die  vorige  Bedingung: 

oder: 

t>iP  ^  J!L'L 

d.  h.  wenn  wir  uns  durch  deu  oben  konstruierten  Punkt  n 
eine  Parallele  C  zur  Leitlinie  B  gezogen  denken,  so  ist  der 
gesiiühte  Punkt  ^3  der  D  ur c h sehn  ittsp unkt  derselben  mit  der 
Verbindungsfinie  \piUl-  ^^i  "^^^  Drehung  von  l  durchläuft 
also  der  Punkt  ^jj  die  Gerade  B  und  der  Punkt  ^j  die  feste 
Gerade  G;  bezeichnen  wir  noch  den  Schnittpunkt  der  Geraden 
l  mit  C  durch  f',  so  ist: 

Ti  ?  •  n  p'  -  "  n  f/, 
also    sind    'p'^fs'    ein   Paar  konjugierter    Punkte    eiuer  Punkt- 
involutjon  auf  C. 

Nachdem  wir  für  zwei  besondere  Lagen  der  Geraden  l 
die  Abhängigkeit  des  zugehörigen  Punktes  p  ermittelt  haben, 
wird  es  leicht  sein,  für  eine  ganz  beliebige  Lage  von  l  den 
zugehörigen  Punkt  p  zu  konstruieren. 

Wir  nehmen  eine  beliebige  Gerade  /  in  der  Haupt- 
ebene  [öi*]  und  konstruieren  zuerst  ihren  Pol  ^j,  in  Bezug 
auf   die    Parabel   ^i'^lx,    in  folgender  Weise  (Fig.  32): 

Ist  fj  dei-  Brennpunkt,  B  die  Leitlinie  der  Parabel,  und 
sühneidet  l  die  Parabelaxe  a  in  a,  die  Leitlinie  B  in  b,  so 
wird  die  Polare  von  o  die  in  a'  auf  der  Parabelaxe  errichtete 
Senkrechte  sein,  wo 

a  ig  =  (g  a' 

ist,  und  die  Polare  von  b  die  auf  der  Verbindungslinie  \i>U\ 
im  Punkte  ft  errichtete  Senkrechte.  Der  Schnittpunkt  der 
beiden  Polaren  von  a  und  t  ist  aber  der  Pol  ^j,  der  Geraden 
l.  Es  hängt  also  im  Grunde  die  Konstruktion  des  zu  der  ge- 
gebenen Geraden  l  zugehörigen  Poles  ^|  allein  ab  von  den 
beiden  festen  Punkten  f^  und  ©,  Brennpunkt  und  Scheitel 
der  Parabel,  Um  nun  den  Punkt  p  zu  konstruieren,  mtiasen 
wir  von  ^|  das  Perpendikel  (),  q  auf  /  herablassen  und  auf 
demselben  den  Punkt  \>  demgemäfs  bestimmen,  dals 
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wird;    also    ist   zunächst   die    Potenz    P,     zu    ermitteln.     Dies 


geschieht,  indem  wir  zuerst  die  Potenz  F„-  der  Piinlitiiivolu- 
tion  ausdrücken,  welche  dem  in  a'  errichteten  Perpendikel 
auf  der  Ebene  [«&"]  zugehört;  nämlich  aus  der  Eigenschaft 
der  Parabel  ißjf^  folgt: 

P„,  =4©f„.@n'  =  nin.  an; 
sodann  betrachten  wir  in  der  durch  |a'l)||  auf  der  Ebene 
[ß  &"]  senkrecht  errichteten  Ebene  den  Durchachnittskegel- 
schnitt,  für  welchen  a'  der  Mittelpunkt  ist;  bezeichnen  wir 
endlich  noch  den  Durchschnittspunkt  von  |  n'  ^Jj  |  mit  l  durch 
b,  fio  sind  ^j,  und  b  konjugierte  Punkte  für  den  letzteren 
Kegelschnitt^  also: 

P,,  :  P„.  =b,j,  LbLt'; 

also  ist  Pp,  gefunden: 

T>      -  ..,'      ^li. 
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Da  aber  wegen  der  Ähnlichkeit  der  recht w  in klt geil  Drei- 
ecke a  a  b  und  ^^  q  b: 

Va  '^  ~<\'b 
ist,  8(1  folgt: 

wenn  wir  diesen  Wert  substituieren  in  die  obige  Bedingung 
zur  Bestimmung  von  p,  so  folgt: 


wenn   wir  daher   aus  p   das  Perpendikel  f  aj    auf  die   a-Axa 
herablassen,  so  dafs  sich  verhält: 

SO  folgt  die  einfache  Beziehung: 

oder,  wenn  wiv  die  Gleichheiten  hinzufügen: 

a  @  =  ©  a' 


d.  h.  wenn  wir  die  Strecke  a  f^  über  f^  hinaus  um  sich  selbst 
verlängern,  so  ist  der  Endpunkt  der  Verlängerung  a,  der- 
jenige Punkt,  in  welchem  ein  Perpendikel  auf  der  ts-Axe 
errichtet  durch  f}  geht,  d.  h.  das  aus  (j,  auf  l  herabgelassene 
Perpendikel  in  p  trifft. 

Zweitens  haben  wir  eine  andere  Beziehung  zur  Be- 
stimmung für  die  Lage  des  Punktes  ^3;  es  verhält  sich 
nämlich  wegen  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke: 


wo  c  der  Durchschnittspunkt  der  Geraden  l  und  C  ist,  und, 
da  vorhin  m  n  =  fl'  a^  gefunden  wurde : 


und  aus  der  Ähnhchkeit  der  Dreiecke  am&   und  ))i  q  b  folgt: 
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ah    __  bU, 
"mb  bq""' 

oder  nach  dem  Obigen; 


die  beiden  Gleicliungen : 

IT""  Tb 

_a'_a,__   m6_ 
liefern  durch  Multiplikation  die  Beziehung: 


ferner  wird,  da  die  Gerade  [  ft  IJ,  |  rechtwinklig  steht  auf  der 
Geraden  l^fsl,  das  Dreieck  biitf^  ähnlich  sein  dem  Dreieck 
fs  (X'!p,,  also  verhält  sich: 

tnh        ah, 

61*         U  9i  ' 
oder,  da   ®   die  Mitte    sowohl    von   a  a',  als  auch  von    mfs 

m  a  =  a'  f* , 
können  wir  auch  schreiben: 

nnd  nach  dem  Obigen: 

hl  -1  h-k 


hh. 


da  endlich  die  beiden  Dreiecke  fj&c  und  [»^,(3  die  Winkel 
in  6  und  fr,  gleich,  die  sie  einschließenden  Seiten  proportional 
haben,  so  sind  sie  ähnlich,  also  auch  die  Winkel  bei  f*  einan- 
der gleich;  hieraus  folgt,  dals  auch 

ist,  und  da  ersterer  90"  ist,  so  ist  auch 
icf*p  =  9Ü". 
Die  Konstruktion  des  Punktes  p  gestaltet  sich  nunmehr 
folgendermafsen : 
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Die  Gerade  l  schneidet  die  a-Axe  in  a  und  die  zu  ihr 
rechtwinklige  feste  Gerade  C  in  c;  auf  der  a-Äxe  ist  der  feste 
Punkt  fi  bekannt,  und  die  Mitte  seines  Abstandes  von  G  ist 
der  feste  Punkt  f^;  mau  mache 

und  erriclite  in  a,  ein  Perpendikel  auf  der  «-Äxe;  man 
ziehe  c  \i  und  errichte  eine  Senkrechte  darauf  in  f^;  diese 
trifft  das  vorige  Perpendikel  in  dem  gesuchten  Punkte  p. 

Vergleichen  wir  aber  diese  Konstruktion  mit  derjenigen, 
(S.  580)  vermittelst  welcher  wir  vorhin  zu  derGeraden  l  ihren  Pol 
(3,  in  Bezug  auf  die  Parabel  ^„^^  fanden,  so  sehen  wir,  dafs 
beide  Konstruktionen  im  wesentlicheu  übereinstimmen,  nur 
die  konstanten  Elemente  beider  Konstruktionen  sind  ver- 
schieden; an  Stelle  der  Punkte  ft  und  ©  sind  die  Punkte  f* 
und  fp,  oder  an  Steile  von  fj,  und  £  sind  fj  und  (7  getreten. 
Waren  also  vorher  ^,  und  l  Pol  und  Polare  in  Bezug  auf 
eine  Parabel,  für  welche  f^  und  B  Brennpunkt  und  Leitlinie 
sind,  80  müssen  auch  jetat  \>  und  l  Pol  und  Polare  sein  in 
Bezug  auf  eine  neue  Parabel,  für  welche  fs  und  C  Brenn- 
punkt und  Leitlinie  sind. 

Wir  haben  also  folgendes  Resultat  gefunden: 
Die  oben  konstruierten  zusammengehörigen 
Elemente  l  und  p  sind  Polare  und  Pol  eines  neuen 
ebenen  Polarsystems  in  der  Hauptebene  [aft^J,  dessen 
reeller  Kernkegelschnitt  eine  Parabel  ist,  für 
welche  der  Brennpunkt  f*  des  Hauptschnittes  *|j|^'„ 
ebenfalls  Bronnpunkt  und  der  Brennpunkt  f^  des 
andern  Hauptschnittes  ^J^^]„  Scheitel  ist.  Wir  be- 
zeichnen diese  neue  Parabel  durch 

und  wissen,  dafs  ilie  beiden  Parabeln  5ßJ^jK  u"d  P'^^^  kon- 
fokal sind,  denn  sie  haben  die  gemeinschaftlichen  Brennpunkte 
fs  und  SJE*.  In  gleicher  Weise  finden  wir  in  der  zweiten 
Hauptebene  [ac"']  eine  neue  Parabel,  welche  umgekehrt  % 
zum  Brennpunkt  und  fj  zum  Scheite!  hat.  Diese  beiden 
Parabeln  in  den  zu  einander  rechtwinkligen  Hauptebenen  des 
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Paraboioids  nennen  wir  die  Fokalkegelschnitte  des 
Paraboloids: 

P^^j'^     und     P^li 

und  sehen  demnach,  dafs  der  Brennpunkt  der  einen 
Parabel  der  Scheitel  der  andern  ist  und  umgekehrt, 
also  ihre.  Öffnungen  in  der  gemeinschaftliehen  a-Ase  immer 
entgegengesetzt  gerichtet  sind,  mag  das  Paraboloid  ein  hyper- 
bolisches oder  elliptisches  sein. 

Dieses  Resultat  war  vorauszusehen,  wenn  wir  uns  das 
Paraboloid  als  den  Grenzfall  eines  Ellipsoids  oder  Hyper- 
boloids dachten,  von  welchem  der  Mittelpunkt  in  die  Un- 
endlichkeit rückt;  es  schien  aber  wünschenswert,  dies  un- 
abhängig von  einem  solchen  Übergange  direkt  nachzuweisen, 
was  im  Obigen  geschehen  ist. 

Die  folgende  Betrachtung  ist  nun  durchaus  gleichlautend 
der  analogen  in  §  öl,  indem  die  Fokalkegel schnitte  beim  Para- 
boloid dieselbe  JÜigenschaft  darbieten,  wie  bei  einer  Fläche 
Ff^\  deren   Mittelpunkt  im  Endlichen  liegt. 

Nehmen  wir  z.  B.  eine  beliebige  Tangente  t  der  Fokal- 
parabel PJ^'k  und  ihren  Berühr iiugspuukt  t,  sei  ferner  (,  die 
konjugierte  Gerade  ku  (  im  räumlichen  Polarsystem,  dessen 
Kernfläche  das  Paraboloid  ist,  so  steht  (,  in  dem  Punkte  tj 
senkrecht  auf  der  Hauptebene  [ab"},  und  t,  ist  der  Po)  der 
Geraden  i  in  Bezug  auf  die  Hauptparabel  ^^^  ■  Da  t  und  t 
Tangente  und  Berührungspunkt,  also  auch  Polare  und  Pol 
der  Fokalparabei  und  incident  sind,  so  muls  t  der  Fufspunkt 
des  aus  t,  auf  t  herabgelassenen  Perpendikels  sein,  folglich 
tt|    die   kürzeste  Entfernung  zwischen   den  Geraden  t  und  (,. 

Der  Konstruktion  zufolge  wird,  da  in  unserem  besonde- 
ren Falle  p  und  q  in  t  hineinfallen: 

(ii,)'  +  A  -  0, 
also,  wenn  y  j'  irgend  ein  Paar  konjugierter  Punkte  der  Punkt- 
involution ist,  welche  der  Geraden  t,  zugehört: 

(tt,)^  +  t,i--t,);'  =  0, 
woraus   folgt,    dafs    die   Strahlen  [t>:|    und   \tx'\    zu   einander 
rechtwinklig  sein  müssen,  folglich  auch  die  Ebenen  [tx]  und 
[tj],   d.  h.   die  dem  Strahle  t  zugehörige  Ebeneninvolution 
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im  räumlichen  Polarsystem  ist  eine  orthogonale.  Zweitens 
besitzt  aber  der  Punkt  t  die  Eigenschaft,  dafs  der  Pol  der 
Ebene  [it,]  auf  (  Hegt,  und  diese  Ebene  auf  dem  Strahle  t 
normal  steht,  folglich  ist  (  notwendig  eine  Hauptaxe  des 
Polarb  und  el  H ,  welches  dem  Punkte  t  im  räumlichen  Polar- 
system zugehört.  Der  Punkt  t  hat  also  die  zu  Anfang  ge- 
forderte Eigenschaft,  dafe  das  ihm  zugehörige  Polarbündel 
eine  Hauptaxe  hat,  deren  zugehörige  Ebeneninvolution  ortho- 
gonal ist,  oder  dafs  das  zugehörige  Polarbündel  ein  rotatori- 
sches ist,  für  den  reellen  Fall,  der  Berühr ungskegel  aus  t  an 
das  Paraboloid  ein  gerader  Kegel  ist. 

Wir  können  demgemäfs  folgendes  Resultat  aussprechen; 

Ist  ein  Paraboloid  gegeben,  so  besteht  der  Ort 
eines  solchen  Punktes,  dessen  Berührungskegel 
an  das  Paraboloid  ein  gerader  Kegel  (K-otations- 
kegel)  wird,  aus  zwei  Parabeln  (Fokalparabeln), 
die  in  den  beiden  Hauptebenen  des  Paraboloids 
liegen  und  mit  den  Hauptparabeln  desselben  kon- 
fokal sind;  der  Scheitel  jeder  dieser  beiden  Fokal- 
parabeln  ist  der  Brennpunkt  der  nicht  in  ihrer 
Ebene  liegenden  Hauptparabel.  Die  Fokalparabeln 
haben  also  in  ihren  zu  einander  rechtwinkligen 
Ebenen,  deren  Schnittlinie  ihre  gemeinschaft- 
liche Axe  ist,  zu  Brennpunkten  jede  den  Scheitel 
der  andern;  ihre  Öffnungen  sind  daher  entgegen- 
gesetzt gerichtet.  Jede  Tangente  einer  Fokal- 
parabei  ist  die  Eotationsase  des  Berührungs- 
kegels, welcher  aus  dem  Berührungspunkte  der 
Fokalparabel  an  das  Paraboloid  gelegt  werden 
kann  und  allemal  ein  Eofcationskegel  ist;  ist  der- 
selbe nicht  reell,  so  ist  das  ihn  vertretende  Polar- 
bundel  ein  rotatorisches. 

Es  bleibt  jetzt  nur  noch  übrig,  die  Lage  der  Fokalparabeln 
zu  untersuchen  für  die  beiden  Gattungen  von  Paraboloiden, 
das  elliptische  und  das  hyperbolische  Paraboloid.  Hierzu  be- 
merken wir  im  voraus,  dafs  zwei  konfokale  Parabeln,  deren 
Öffnungen  nach  derselben  Seite  hin  gerichtet  sind,  keinen 
reellen  gemeinschaftlichen  Punkt  haben  können  (aufser  dem 
unendlich-entfernten  Punkte  der  gemeinschaftlichen  Axe),  da- 
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gegen  zwei  konfokale  Parabeln,  deren  Offaungen  nach  ent- 
gegengesetzten Seiten  hin  genchtet  sind,  zwei  reelle  Schnitt- 
punkte haben  müssen. 

Denn    sei   („    der   gemeinschaftliche    Brennpunkt    zweier 
Parabeln,  welche  dieselbe  Axe  a  haben,  und  deren  Öffnungen 
nach   derselben   Seite  hin  gerichtet   sind,    dann    werden   die 
Leitlinien    C    und   (7j    dieser    Parabeln 
beide   dieselbe   Hälfte  der   «-Axe,   von 
fc    aus   gesehen,    treffen    und    auf    der 
Axe  normal  stehen  (Pig.  33).    Könnten 
sie    nun     einen     reellen     gemeinschaft- 
fc  liehen  Punkt  haben,  so  müfste    dessen 

Abstand  von  f^  so  grofs  sein,  wie  sein 
Abstand  von   C  und   von  Cj.     Da  die 
letzteren     beiden     Abstände     aber 
^'^'  ^^'  gleich    sind ,    sondern    immer    um 

endliches  Stuck,  den  Abstand  der  beiden  Parallelen  C  und  Cj 
von  einander  veracbieden,  so  giebt  es  keinen  gemeinschaft- 
lichen Punkt  zweier  solchen  Parabeln  aufser  dem  unendlich- 
entfernten  Punkte  der  «-Axe. 

Wenn  dagegen  zweitens  f^  der  gemeinschaftliche  Brenn- 
]iiinkt  zweier  Parabeln  ist, 
welche  dieselbe  Ase  a  haben, 
iiud  deren  Offnungen  nach  ent- 
gegengesetzten Seiten  hin  ge- 
l  richtet  sind,  dann  werden  die 

Leitlinien  B  und  B,  dieser 
Parabeln  den  gemeinschaft- 
liclieu  Brennpunkt  f*  zwischen 
~  sich  haben  (Fig.  34),  und  es 
ist  leicht  ersichtlich,  dals  es 
zwei  symmetrisch  liegende 
il'  Punkte  t  und  i'  in  der  Ebene 

giebt,  die  gleich  weit  von  B 
und  Bf  und  ebenso  weit  von 
fs  abstehen;  diese  leicht  zu 
konstruierenden  Punkte  müs- 
sen offenbar  beiden  Parabeln  gemeinschaftlich  sein,  die  aufser- 
dem  in  dem  Punkte  W"  die  unendlich  -  entfernte  Gerade  ge- 


»■%< 


s  f. 


f. 
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meinschaftlich  berühren.  Die  Parabeln  durchkreuzen  sieb  iu 
den  beiden  Puükten  f  und  £'  rechtwinklig,  weil  die  Tangen- 
ten in  t  die  Halbierungslinien  voh  Winkel  und  Nebenwinkel 
desjenigen  Linienpaares  sind,  welches  I  mit  fs  und  "W"  ver- 
bindet. 

Dies  vorausgeschickt  haben  wir  nun: 

1)  beim  hyperbolischen  Paraboloid  die  beiden 
Hauptebenen  [ab'"]  und  [ac"],  die  Schnittkurren  derselben 
mit  dem  Paraboloid,  nämlich  die  Hauptparabeln  ^p^^^  und  ^J„ 
mit  gemeinschaftlicher  a-Äxe  und  entgegengesetzt  gerichte- 
ten Offnungen ,  also  den  gemeinschaftlichen  Seheitel  ®  zwi 
sehen  ihren  Brennpunkten  fj  und  fc,  endlich  die  beiden  Fokal- 
parabeln Pf^  und  I^^^^^.  In  der  Ebene  {ab"]  hat  die  Parabel 
3p)_j!„  fs  zum  Brennpunkt  und  S  zum  Scheitel,  die  Parabel 
P^j*„  hat  fä  zum  Brennpunkt  und  f^  zum  Scheitel.  Die  beiden 
Parabeln  haben  daher  ihre  Offnungen  nach  derselben  Seite 
hin  gerichtet,  folglich  keine  gemeinschaftlichen  Punkte,  und 
die  Pokalparabel  P^„  liegt  ganz  in  dem  äufseren  Räume 
der  Hauptparabel  '^^^^^ ,  oder  aus  jedem  Punkte  der  ersteren 
gehen  reelle  Tangentenpaare  an  die  letztere.  In  der  Ebene 
[«c'"]  hat  die  Parabel  spj^^j^  f^  zum  Brennpunkt  und  ©  zum 
Scheitel,  die  Parabel  P^^  f^  zum  Brennpunkt  und  f*  zum 
Scheitel.  Die  beiden  Parabeln  haben  daher  ihre  Öffnungen 
ebenfalls  nach  derselben  Seite  hin  gerichtet,  folglich  keine 
gemeinschaftlichen  Punkte,  und  die  Fokalparabel  P^!„  liegt 
ganz  in  dem  äufseren  Räume  der  Hauptparabel  %,^ ,  oder 
iius  jedem  Punkte  der  ersteren  gehen  reelle  Tangenten  paare 
an  die  letztere.  Beim  hyperbolischen  Paraboloid 
liegen  also  beide  Fokalparabeln  derartig  im 
Banme,  dafs  von  jedem  ihrer  Punkte  reelle  Berüh- 
rungskegel an  das  Paraboloid  sich  legen  lassen, 
die  Umdrehungskegel  sind;  die  Fokalparabeln 
haben  keinen  reellen  Punkt  mit  dem  hyperboli- 
schen Paraboloid  gemein  aul'ser  dem  unendlich- 
entfernten Punkte  ?0r  ihrer  gemeinschaftlichen 
Axe  a. 
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2)  Beim  elliptischen  ParaboJoid  enthalten  die  beiden 
Hauptebeiien  [ttÖ*]  und  [ac*"]  die  Parabeln  5ßJ,jL  und  ^a^j« 
mit  der  gemeinsamen  Axe  a ,  dem  gemeinsamen  Seheitel  © 
und  den  Brennpunkten  f*  und  [„,  welche  nach  derselben  Seite 
hin  von  iS  aus  liegen,  weil  die  Öffnungen  beider  Parabeln 
gleich  gerichtet  sind,  endlich  die  beiden  Fokalparabeln  JP^j» 
und  P^^^-  Da  die  beiden  Brennpunkte  fj  und  [„  nach  der- 
selben Seite  hin  von  ©  liegen  und  im  allgemeinen  nicht 
zusammenfallen,  so  wird  einer  von  ihneu  näher,  der  andere 
weiter  vom  <B  abstehen;  wir  nennen  den  näher  liegenden 
Brennpunkt  fj,  den  weiter  liegenden  f^;  alsdann  hat  in  der 
Hauptebene  [ac'°]  die  Parabel  ^^'^l^  fc  zum  Brennpunkt  und 
©  zum  Scheite],  die  Pokalparabel  I^^\^  dagegen  f^  zum  Brenn- 
punkt und  fi  zum  Scheitel;  folglich  haben  diese  beiden  Para- 
beln ihre  Offnungen  nach  derselben  Seite  gerichtet,  mithin 
keine  gemeinschaftlichen  Punkte,  und  die  Fokalparabel  -P^^ 
liegt  ganz  in  dem  inneren  Räume  der  Hauptparabel  ^JfJ», 
d.  h.  es  giebt  keine  reellen  Tangentenpaare  aus  den  Punkten 
der  Fokalparabel  an  die  Hauptparahel.  Die  Fokalparabel 
i'^la  liegt  mithin  auch  ganz  in  dem  inneren  Räume  des 
elliptischen  ParaboJoids;  es  gehen  also  aus  ihren  Punkten 
keine  reellen  Berührungskegel  an  dasselbe;  dagegen  schneidet 
jede  Tangeute  der  Fokalparabel  die  Hauptparabel  in  reellen 
Punktepaaren.  In  der  Hauptebene  [rai"]  hat  aber  die  Pa- 
rabel *p'^^^  fj  zum  Brennpunkt  und  ©  zum  Scheitel,  die 
Fokalparabel  Pfl^,  fs  ^um  Brennpunkt  und  f^  zum  Seheitel, 
und  da  fj  zwischen  ©  und  f^  liegt,  so  haben  die  beiden 
Parabeln  ihre  Öffnungen  nach  entgegengesetzten  Seiteu  ge- 
richtet; sie  schneiden  sich  also  in  zwei  reellen  Punkten  t  und 
f,  welche  wir  die  Kreiapunkte  des  elliptischen  Para- 
boloids  nennen;  diese  liegen  symmetrisch  zur  a-Axe  in  der- 
jenigen der  beiden  Bauptebenen  [ab"'],  welche  die  Parabel 
enthält,  deren  Brennpunkt  dem  Scheitel  näher  liegt,  als  bei 
der  andern.  Die  beiden  Kreispunkte  t  und  t  trennen  auf  der 
Fokalparabel  P^^'„  diejenigen  Punkte,  aus  denen  reelle  Be- 
rührungskegel an  das  Paraboloid  gelegt  werden  kSunen  von 
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denjenigen,  aus  welchen  keine  reellen  Berillirungskegel  an 
dasselbe  gehen.  Ferner  ist  ersichtlich,  daTs  jede  Tangente 
der  Fokalparabel  die  Hauptparabel  in  einem  reellen  Punkte- 
paar treffen  mufs,  denn  sie  ti-ifft  allemal  die  Axe  derselben 
in  einem  Punkte,  welcher  in  dem  inneren  Räume  der  Haupt-. 
parabel  liegt.  Beim  elliptischen  Paraboloid  treffen  also  sämt- 
liche Tangenten  der  beiden  Fokalparabeln  in  den  Haupt- 
ebenen das  Paraboloid  in  reellen  Puuktepaaren,  beim  hyper- 
bolischen Paraboloid  keine. 

Für  die  beiden  Ereispuukte  des  elliptischen  Paraboioids 
artet  der  Berilhrungakegel  in  die  (doppelt  zu  zählende)  Be- 
rührungsebene aus,  und  die  Tangente  der  Fokalparabel  in  t 
wird  Normale  der  Hauptparabel,  weil  sich  zwei  konfokale 
Parabeln  immer  rechtwinklig  durchschneiden,  falls  sie  sich 
treffen  (S.  Ö88).  Die  ßeröhrungs ebene  in  t  wird  wegen  der 
Eigenschaft  der  Fokalparabel  den  Punkt  l  als  Mittelpunkt 
einer  orthogonalen  Strahleninvolutiou  entlialten,  deren  üoppel- 
strahlen  nach  den  unendlich  -  entfernten  imaginären  Kreis- 
punkten der  Berührungsebene  hingehen.  Die  Berühruugs- 
ebene  in  einem  Kreispunkte  f  des  elliptischen  Paraboioids 
achneidet  dasselbe  also  in  einem  Nullkreise  oder  in  einem 
imaginären  Linienpaar,  welches  nach  den  un endlich- entfernten 
imaginären  Kreispunkten  hingeht.  Hieraus  folgt,  dafs  jede 
Ebene,  die  zu  der  Berührungsebene  in  f  parallel  ist,  das 
Paraboloid  in  einem  (reellen  oder  imaginären)  Kreise  schnei- 
den mufa,  weil  die  unendlich -entfernte  Gerade  einer  solchen 
Ebene  die  Trägerin  einer  zugehörigen  Punktinvoiution  ist 
im  räumlichen  Polar.system ,  deren  Doppelpunkte  die  imagi- 
nären Kreispunkte  sind.  Da  nun  die  beiden  Kreispunkte  t 
und  f  symmetrisch  liegen,  so  folgt,  dafs  es  zwei  be- 
stimmte Stellungen  für  eine  Ebene  giebt,  die  das 
elliptische  Paraboloid  in  einem  Kreise  schneiden 
soll.  Diese  Stellungen  sind  parallel  den  BerOh- 
rungsebenen  in  den  beiden  Kreispunkten  t  und  t' 
und  enthalten  also  die  Richtung  einer  der  beiden 
unendlich-entfernten  Hauptasen  (c").  Die  dadurch 
erhaltenen  beiden  ParalielebenenbÜschel  enthal- 
ten zwei  Scharen  von  Kreisen,  welche  das  ellipti- 
sche Paraboloid  doppelt  erfüllen.     Den   Übergang 
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von  den  reellen  zu  den  imaginären  Kreisen  bilden 
die  Kreispunkte  (Nullkreise)  des  Pariiboloids  (s.o. 
S.  573). 

§  64,    Einige  Eigenschaften  der  Pokalbegelachnitte. 

Die  Fokal  kegeis  chnitte  einer  Fläche  2.  0.  bieten  manuig- 
faclie  Eigenschaften  dar,  welche  den  Brennpunktseigen scbafteii 
des  Kegelschnitts  analog  sind;  von  diesen  wollen  wir  einige 
hervorheben.  Die  Konstruktion,  welche  zu  den  Fokalkegel- 
schnitten in  den  Hauptebenen  der  Fläche  führte,  war  folgende: 

Nehmen  wir  in  einer  der  drei  Hauptebenen  eine  belie- 
bige Gerade  l  an,  und  sei  der  ihr  konjugierte  Strahl  i,  im 
räumlichen  Polarsyatem ,  so  steht  derselbe  normal  auf  der 
Hauptebene  in  demjenigen  Punkte  )^^,  welcher  der  Pol  von  l 
ist  in  Beaug  auf  den  in  der  Hauptebene  enthaltenen  Haupt- 
kegelschnitt. Der  Strahl  i,  ist  der  Träger  einer  Punktinvo- 
lution, deren  Mittelpunkt  p,  ist,  und  deren  Potenz  Pp,  sei. 
Fällen  wir  von  ^p^  das  Perpendikel  auf  die  Gerade  l,  sei 
(|  der  Fufspunkt  dieses  Perpendikels,  und  wird  auf  dem- 
selben ein  Punkt  p  so  bestimmt,  dafs 

ist,  dann  sind  ^  und  l  Pol  und  Polare  eines  neuen  ebenen 
Polai'systems  in  der  betrachteten  Hauptebene,  und  der  Kern- 
kegelsehnitt  desselben  ist  der  gesuchte  Fokalkegel  schnitt. 

Legen  wir  nun  die  Ebene  [J,  ti] ,  welche  auf  l  in  dem 
Punkte  q  normal  steht,  da  ^j,  q  die  kürzeste  Entfernung  zwi- 
schen den  Geraden  l  und  i,  ist,  so  wird,  wenn  p);'  irgend 
ein  Paar  konjugiei-ter  Punkte  der  Punktinvolution  auf  (,  be- 
deutet, deren  Potenz  F^^  ist,  aus  der  Bedingung: 

folgen,  dafs  l)  der  Höhenpunkt  des  Dreiecks  q  y ):'  ist;  folg- 
lich mufs  auch  ^jy  auf  qj'  normal  stehen,  oder,  wenn  wir 
den  Schnittpunkt; 

CIWI,|qr'D-o 

bezeichnen  (Fig.  35),  so  muls  der  Strahl  \£if\  eine  Normale 
der  Ebene  [D?]  sein;  die  Ebene  fO?]  oder  [Zy'J  ist  aber 
die  Polarebene  des  Punktes  f  im  räumlichen  Polarsystem, 
also   sind   der  Strahl  |Dj:|   (oder  |0(3|)   und  die  Ebene  [OiJ 
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Polarstrahl  und  Polarebene  des  Polarbündels  O,  welches  dem 
Punkte  D  im  räum  liehen 
Polaraystem  zugehört,  und, 
da  sie  aufserdem  recht- 
winklig zu  einander  sind, 
30  sind  [Dpi  und  [Oi]  ein 
Hauptetrahl  und  die  zu  ihm 
normale  Hauptebene  des 
Polarbündels  O.  Es  läfst 
sich  dies  aber  auch  um- 
kehren und  zeigen ,  dafs, 
Yig_  35,  wenn    man    für    einen   be- 

liebigen Punkt  O  im 
Räume  einen  Hauptstrahl  und  die  zu  ihm  normale  Haupt- 
ebene des  zugehörigen  Polai'bündels  O'*'  konstruiert,  diese 
beiden  Elemente  die  betrachtete  Hauptebene  des  räumlichen 
Polarsystems  in  einem  Punkte  ]}  und  einer  Geraden  l  durch- 
schneiden, welche  Pol  und  Polare  des  neuen  ebenen  Polar- 
systems sind,  dessen  Kern  der  Fokalkegelschnitt  ist.  Denn 
bestimmen  wir  in  dem  Polarbündel  O"^'  eine  Hauptebene, 
und  sei  die  Schnittlinie  derselben  mit  der  ursprünglichen 
Hauptebene  des  räumiiehen  Polaraystems  die  Gerade  l;  sei 
derselben  konjugierte  Gerade  ^  im  räumlichen 
so  wird  /,  auf  der  ursprünglichen  Hauptebene 
normal  stehen;  also  l  und  J,  sind  zu  einander  rechtwinkhg 
gerichtet.  Die  Ebene  [Ot]  möge  in  y'  die  Gerade  i,  treffen, 
dann  wird  ihr  Pol  auch  auf  l,  liegen  und  zwar  in  demjenigen 
Punkte  y,  welcher  mit  O  verbunden  den  Hauptstrahl  |Oj:[ 
des  Poiarbündels  Qi^'  liefert,  der  anf  der  Ebene  [Ol]  normal 
steht.  In  der  Ebene  [O/,]  ist  nicht  nur  die  Gerade  /,, 
sondern  auch  die  Gerade  |£));j  normal  zu  l  gerichtet;  folg- 
hch  ist  die  Ebene  [Oij]  Normalebene  des  Strahles  l;  treffe 
sie  denselben  in  C| ,  dann  wird  in  dem  Dreieck  q  j:  y'  eine  Höhe 
yO  sein;  fallen  wir  die  zweite  Höhe  q^),  aus  q  auf  \):y'\  ^  i,, 
und  sei  der  Fufspunkt  derselben  p^,  dann  wird  q^j,  die  kür- 
zeste Entfernung  zwischen  den  Strahlen  l  und  i,  sein,  weil 
]q(>,|  sowohl  auf  Z,,  als  auch  auf  l  normal  steht;  folglich  ist 
^),  der  Mittelpunkt  derjenigen  Punktinvolution,  welche  der 
Geraden   (j   im    räumliehen    Polarsystem  zugehört;    also   die 


ferner  di 
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Potenz  rierselben  P„,  =  ^)i  j:  ■  1>|  j:'-  Nennen  wir  endlicli  )/)  den 
Höhenpunkt  des  Dreiecks  q  y  v',  d.  h,  den  Schnittpunkt 
(IOtI,  |q1>,|)  =  IJ,  SU  ist  bekanntlich: 

d.  h. 

Der  Punkt  ^  ist  aber  derjenige,  in  welchem  der  Hauptstrahl 
|0):|  des  Polarböndels  O*^'  die  betrachtete  Hauptebene  des 
räumlichen  Polarsystems  trifft,  und  da  seine  eben  ausgeführte 
Konstruktion  zusammenfällt  mit  der  anfangs  gegebenen  Kon- 
struktion von  Pol  und  Polare  (^3  und  l)  für  den  Fokalkegel- 
Bchnitt,  so  schliefsen  wir: 

Wenn  man  im  räumlichen  Polarsystem  eine 
Hauptebene  desselben  treffen  läfst  von  einem  be- 
liebigen Paar  rechtwinkliger  Elemente,  nämlich 
einer  Hauptebeue  und  dem  zu  ihr  normalen  Hau.pt' 
strahl  für  ein  beliebiges  Polarbündel  QPI,  welches 
irgend  einem  Punkte  O  im  räumlichen  Polarsyetem 
zugehört,  so  gehören  die  Durchschnittsgerade  l 
und  der  Durchscbnittspunkt  p  als  Polare  und  Fol 
einem  ebenen  Polarsystem  in  der  betrachteten 
Hauptebene  an,  dessen  Kern  derFokalkegelschnitt 
dieser  Hauptebene  ist.  Demnach  treffen  die  drei 
Hauptasen  des  Polarbündels  D'^'  die  betrachtete 
Hauptebene  in  den  Ecken  eines  Polardreiecks  (Tri- 
pels) für  dieses  neue  Polarsystem  oder  den  Fokal- 
kegelschuitt.  Verändern  wir  den  Punkt  £)  beKebig  im 
Baume,  so  können  vpir  beliebig  viele  zusammengehörige  Ele- 
mente l  und  :p  des  ebenen  Polarsystems  konstruieren,  dessen 
Kern   der  Fokalkegel  schnitt  ist. 

Da  beim  Paraboioid  eine  der  drei  Hauptebenen  die 
unendlich- entfernte  Ebene  £^  ist,  und  jedes  Paar  rechtwink- 
liger konjugierter  Elemente  (Ebene  uud  Strahl)  eines  Polar- 
bündels D'^'  auf  s^  ein  Elementenpaar  (Polare  und  Pol)  des- 
jenigen ausgezeichneten  Polarsyatems  ausschneidet,  dessen 
Kernkegel  schnitt  der  unendlich-entfernte  imaginäre  Kreis  ist 
(S.  46),  so  erkennen  wir  nachträglich,  dafa  beim  Paraboioid 
der  dritte  Fokalkegelschnitt  (S,  568)  in  t^  der  unendlieh- 

SoHBÜnB,  Iheor.  d.  Obeifl.  2.  Uidn.  38 
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entfernte  imaginäre  Kreis  Ä[^'  ist,  welcher  zu  den 
beiden  reellen  Fokalparabeln  in  den  beiden  andern  Haupt- 
ebenen hinauti-itt. 

Auch  bei  dem  allgemeinen  räumlichen  Polarsysteni  mit 
einem  im  Endlichen  liegenden  Mittelpunkte  2)1  können  wir 
die  unendlich-entfernte  Ebene  e^  als  vierte  Hauptebene  zu  den 
drei  andern  hinzutreten  lassenj  indem  wir  das  Polar tetraed er, 
dessen  eine  Ecke  3Jt  und  dessen  drei  in  derselben  zusammen- 
stofsende  Seitenflächen  die  drei  Hauptebenen  sind,  vervoll- 
ständigen durch  die  vierte  Seitenfläche  a^.  Die  vorige  all- 
gemeine Konstruktion  liefert  dann  in  i^  als  vierten  Fokal- 
kegelsehnitt  den  imaginären  unendlich-entfernten  Kreis  ^<*'. 

Wenn  insbesondere  O  ein  Punkt  der  Kemfläche  .F® 
des  räumlichen  Polarsystems  ist,  so  wird  die  BerÜhrungs- 
ebene  in  demselben  und  die  zu  ihr  rechtwinklige  Normale 
der  Fläche  J^'^>  eine  Hauptebene  und  ein  Hauptstrahl  des 
besonderen  Folarbündels  O'^',  also  haben  wir  als  besonderen 
Fall  des  vorigen  allgemeinen  Satzes  den  folgenden: 

Wenn  man  in  beliebig  vielen  Punkten  einer 
Fläche  2.  0.  F<^^  die  Berührungsebene  und  die  Nor- 
male konstruiert,  so  durchsehneiden  dieselben 
eine  (jede)  der  drei  Hauptebenen  der  Flüche  J^I'I  in 
je  einerGeraden  l  und  einem  Punkte  fi.  Diese  sind 
Polare  und  Pol  eines  und  desselben  ebenen  Polar- 
systems, dessen  Kern  der  Fokalkegelschnitt  der 
jp''ä>  in  der  betrachteten  Hauptebene  ist. 

Bestimmt  man  noch  in  der  B er ührungs ebene  diejetjigen 
beiden  zu  einander  rechtwinkligen  Strahlen,  welche  die  Äxen 
der  Strahleninvolution  sind,  deren  Mittelpunkt  der  Berüh- 
rungspunkt ist,  und  deren  Strahlenpaare  konjugierte  Strahlen 
in  Bezug  auf  .F®  sind,  so  durchbohren  diese  beiden  recht- 
winkligen Strahlen  und  die  Normale  der  i'"'i^l  eine  jede  der 
drei  Hauptebenen  in  drei  Punkten,  welche  ein  Polardreieck 
bilden  in  Bezug  auf  den  in  dieser  Hauptebene  liegenden 
Fokalkegelschnitt. 

Legen  wir  durch  einen  beliebigen  Punkt  O  des  Raumes, 
dem  ein  bestimmtes  Polarbündel  Di^>  im  räumlichen  Polar- 
system zugehört,  ein  zweites  Polarböndel  perspektivisch  mit 
dem    ebenen  Polarsystem  in   einer  der  Hauptebenen,   dessen 
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Kern  der  PokalkegeJschnitt  derselben  ist,  so  wird  eine  Haupt- 
ebene [Ol]  und  der  zu  ihr  normale  Hauptstrahl  \Oifl\  für 
beide  Bündel  gleichzeitig  Hauptebene  und  Hauptstrahl  sein, 
weil  sie  konjugierte  Elemente  und  rechtwinklig  zu  einander 
sind.     Wir  können  also  den  Satz  aussprechen: 

Die  Hauptebenen  und  Hauptstrahlen  eines 
Polar  bändels  O'^',  welches  einem  beliebigen  Punkte 
O  im  räumlichen  Polarsjstem  zugehört,  sind  zu- 
gleich Hauptebenen  und  Hauptstrahlen  derjenigen 
drei  Polarbüudel,  welche  von  O  aus  perspekti- 
visch gelegt  werden  können  mit  den  drei  ebenen 
Polarsystemen  in  den  drei  Hauptebenen  des  räum- 
lichen Polarsystems,  deren  Kernkegelschnitte  die 
Fokalkejf elschnitte  sind. 

Oder,  da  für  den  reellen  Fall  der  Kern  des  Polarbün- 
dels D'*'  der  Berühruugskegel  ist,  welcher  aus  O  an  die 
Fläche  -Ft*''  gelegt  werden  kann,  so  läfst  sich  dieser  Satz 
insbesondere  auch  so  aussprechen: 

Der  Berührungskegel  aus  einem  beliebigen 
Punkte  O  an  eine  Flache  2.  0.  .F'^i  und  derjenige 
Keg~el,  welcher  von  O  aus  durch  einen  der  Fokal- 
kegelsehnitte  der  F^^>  gelegt  werden  kann,  haben 
alle'mal  dieselben  Hauptebenen  und  Hauptaxen. 

Wir  haben  nun  drei  Fokalkegelschnitte,  nämlich  je  einen 
in  jeder  der  drei  Hauptebenen  des  räumlichen  Polarsystems, 
von  denen  allerdings  nur  zwei  reell  sind,  der  dritte  imaginär, 
aber  in  bekannter  Weise  durch  ein  bestimmtes  elliptisches 
Polarsystem  vertreten  wird;  demnach  läl'st  sich  das  vorige 
Resultat  auch  so  ausdrücken: 

Legt  man  durch  irgend  einen  Punkt  O  des 
Raumes  und  die  drei  Fokalkegelschnitte  in  den 
drei  Hauptebenen  eines  räumlichen  Polarsystems 
drei  Kegel  (von  denen  nur  zwei  reell  sein  werden), 
so  haben  diese  drei  Kegel  dieselben  Hauptaxen 
und  Hauptebenen,  nämlich  diejenigen  des  aus  O 
an  die  Fläche  7'^'^'  zu  legenden  BerUhrungskegels 
oder  des  Polarbündels,  welches  denselben  vertritt. 

Wir  können  aber  noch  mehr  sagen; 

Schneidet  eine  beliebige  Ebene  ^  des  Raumes  eine  Haupte 
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ebeoe  des  räumlichen  Polarsystema  in  der  Geraden  l,  deren 
konjugierte  Gerade  i,  in  i?,  auf  der  Hauptebene  normal  steht ; 
wird  ferner  i,  von  der  Ebene  S  in  v'  getroffen,  und  ist  -p  der 
konjugierte  Punkt  zu  j'  für  die  Punktiovolution  auf  (,  im 
räumlichen  Polarajstem,  so  wird  das  Perpendikel  von  ).■  auf 
die  Ebene  g  dieselbe  in  D  treffen  und  durch  den  Punkt  )> 
gehen,  wie  wir  oben  gesehen  haben.  Nun  ist  O  der  Mittel- 
punkt zweier  konzentrischen  Polarbündel;  das  eine  gehört 
dem  Punkte  O  im  räumlichen  Polarsystem  zu,  das  andere 
wird  von  O  perspektivisch  gelegt  mit  dem  ebenen  Polar- 
system in  der  Hauptebene,  für  welches  l  und  )p  konjugierte 
Elemente  sind;  also  sind  im  ersten  Polarbündel  [D(]  ^  ^ 
und  |0):|,  im  zweiten  '£,  und  |iDp|  konjugierte  Elemente, 
d.  h.  Polarebene  und  Polarstrahl;,  es  tiegeu  aber  Ofl)  in 
derselben  Geraden,  also:  Eine  beliebige  Ebene  ^  im 
räumlichen  Polarsystem  und  das  aus  ihrem  Pole  t: 
auf  sie  herabgelassene  Perpendikel  durchschnei- 
dgii  die  betrachtete  Hauptebene  in  l  und  p,  die 
Polare  und  Pol  für  den  Fo kalke gelschuitt  sind. 
Jede  durch  dieses  Perpendikel  gelegte  Ebene  |'  ist  also 
rechtwinklig  auf  |  und  konjugiert  zu  ^  sowohl  in  Bezug 
auf  das  eine,  als  auch  das  andere  der  beiden  eben  betrach- 
teten konzentrischen  Polarbüudel  in  O-  Haben  wir  umgekehrt 
zwei  konjugierte  rechtwinklige  Ebenen  ^  und  g'  im  Polar- 
bündel O'^',  ao  mufs  die  eine  |'  durch  das  Perpendikel  gehen, 
welches  aus  %,  dem  Pole  von  ^,  auf  |  gefällt  werden  kann, 
also  mufs  |'  auch  durch  p  gehen,  mithin  werden  £  und  §' 
auch  konjugiert  sein  in  Bezug  auf  das  andere  Pularhündel 
in  O,  welches  perspektivisch  liegt  mit  dem  Polarsystem  des 
Fokal kegelschnitts.     Wir  schliefseu  also; 

Haben  wir  in  irgend  einem  Polarbündel  O'^' 
eines  räumlichen  Polarsystems  zwei  konjugierte 
rechtwinklige  Ebenen,  so  müssen  dieselben  auch 
konjugiert  sein  für  dasjenige  Polar bündel,  welches 
von  D  perspektivisch  gelegt  werden  kann  mit 
dem  ebenen  Polarsystem  eines  Fokalkegelschnitts. 

Nun  giebt  es  aber  insbesondere  in  jedem  PolarbUndel 
zweimal  unendlich  viele  Paare  rechtwinkliger  konjugierter 
Ebenen,  nämlich  die  Ebenenpaare  der  orthogonalen  Ebenen- 
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involutioneil,  welche  den  beiden  (reeliea)  Fokalstrahlen  des 
Polarbündels  (Kegels)  zugehöreu  (S.  58).    Wir  schlielsen  also: 

Der  ßeriihrungskegel  aus  einem  beliebigen 
Punkte  O  an  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  F'^* 
und  der  von  D  durch  einen  Fokalkegelsclinitt  der 
Oberfläche  gelegte  Kegel  haben  nicht  allein  die- 
selben Hauptebenen  und  Hauptaxen,  sondern  auch 
dieselben  Fokalstrahlen  (Brenustrahlen). 

Oder  in  allgemeinerer  Fassung: 

Man  kann  einen  beliebigen  Punkt  Q  des  Raumes 
als  den  Mittelpunkt  zweier  konzentrischen  Polar. 
bündel  auffassen;  das  eine  gehört  dem  Punkte  O 
im  räumlichen  Polarsystem  zu;  das  andere  wird 
perspektivisch  gelegt  mit  dem  ebenen  Polarsystem 
in  einer  der  Hauptebeuen,  dessen  Kern  der  Fokal- 
kegelschnitt derselben  ist.  Diese  beiden  Polar- 
bündel haben  allemal  dieselben  Fokalsfcrahlen 
(ßreniistrahlen),  also  auch  dieselben  Hauptaxen 
und  Hauptebenen. 

Verbinden  wir  den  willkürlichen  Punlit  des  Üaumes  mit 
den  beiden  reollen  Fokalkegelschnitten  des  räumlichen  Polar- 
systems, so  gilt  der  Satz: 

Wird  ein  willkürlicher  Pnnkt  O  des  Baumes 
mit  den  beiden  reellen  Fokalkegelschnitten  eines 
räumlichen  Polarsystems  verbunden,  so  erhält  man 
zwei  konzentrische  Kegel,  welche  dieselben  Fokal- 
strahlen (Brennstvahlen),  also  auch  dieselben 
Hauptaxen  und  Hauptebenen  haben,  nämlich  die- 
jenigen, welche  dem  Polarbündel  O'^'  im  räum- 
lichen Polarsystem  zugehören. 

Nehmen  wir  insbesondere  statt  des  willkürlichen  Punktes 
D  einen  beliebigen  Pnnkt  o  eines  der  beiden  Fokalkegel- 
schnitte selbst,  so  wissen  wir,  dafs  das  dem  Punkte  u  im 
munilichem  Polarsystem  zugehörige  Polar  bündel  ein  rota- 
torisches ist,  dessen  Ümdrehungsaxe,  in  welche  die  beiden 
reellen  Brennstrahlen  hineinfallen,  die  Taugente  in  o  an  dem 
Fokalkegelschnitt  ist.  Die  auf  dieser  Tangente  t  normale 
Ebene  t  durch  o  enthält  eine  orthogonale  Strahleninvolution 
■mit  dem  Mittelpunkt  o  als  Durchschnitt  mit  der  orthogonalen 
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Ebeneniiivülutioii,    welche    dem    Strahl    t   zugehört.      Hieraus 
folgt  unmittelbar  der  Satz: 

Wenn  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  d 
eines  der  Fokalkegelachii  itte  einer  Fläche  i^^i  eine 
Ebene  legt  normal  zu  der  Tangente  in  o  am  Fokal- 
kegelschnitt, so  schneidet  dieselbe  die  Fläche  J'l«» 
iu  einem  (reellen  oder  imaginären)  Kegelschnitt, 
für  welchen  o  ein  Brennpunkt  (d.  b.  der  Mittel- 
punkt einer  zugehÖrigea  orthogonalen  Htrahten- 
involution)  ist. 

Da  der  Berüliruugskegel  aua  o  an  die  Fläche  F*-^'  ein 
Rotationskegel  (gerader  Kegel)  ist,  dessen  beide  Breunstrahlen 
zusammenfallen  in  t,  so  luulä  nach  dem  Obigen  auch  der 
Kegel,  welcher  von  o  aus  durch  den  andern  Fokalkegel- 
schnitt  gelegt  werden  kaun,  ein  gerader  Kegel  sein  mit  der 
Umdrehungsaxe  t,  also: 

Wenn  man  von  einem  festen  Punkte  o  eines 
der  beidenFokalkegelschnitte  Strahlen  zieht  nach 
sämtlichen  Punkten  des  andern  Fokalkegelschnitts, 
so  bilden  dieselben  einen  geraden  Kegel,  dessen 
Umdrehnngsaxe  die  Tangente  in  o  am  ersten  Fokal- 
kegelschuitt  ist. 

Hieraus  folgt  die  Auflösung  der  Aufgabe; 
Ein  ebener  Kegelschnitt  ist  gegeben,  es  soll 
der  Ort  eines  Punktes  o  im  Räume  gefunden  werden, 
dessen  Verbindungsstrahlen  mit  den  Punkten  des 
gegebenen  Kegelschnitts  einen  geraden  Kegel 
(Umdrehungskegel)  bilden. 

Die  Auflösung  ist  nach  dem  Obigen  folgende: 
Man  lege  durch  diejenige  Hauptaxe  des  gegebenen  Kegel- 
schnitts S'^',  welche  die  reellen  Brennpunkte  desselben  ent- 
hält, eine  Ebene  senkrecht  zur  Ebene  desselben  and  kon- 
struiere in  dieser  einen  neuen  Kegelschnitt,  der  die 
Brennpunkte  des  gegebenen  zu  Scheiteln  und  die  in  der- 
selben Hauptaxe  liegenden  Scheitel  des  gegebenen  Kegel- 
schnitts zu  Brennpunkten  hat,  wodurch  er  vollständig  be- 
stimmt ist.  Dieser  neue  Kegelschnitt  ist  der  Ort  des 
gesuchten  Punktes  u  und  besitzt  zugleich  die  reziproke  Eigen- 
schaft, dais,    wenn  wir  ihn  als  gegebenen  Kegelschnitt  S'^ 
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auffassen,  der  Ort  eines  Punktes  o   von  gleicher  Eigenschaft 
der  ursprüngliche  Kegelschnitt  ist. 

Hieraus  erkennen  wir  die  früher  ermittelten  BcKiehungea 
zweier  derartig  im  llaume  gestellter  Kegelschnitte  wieder, 
namiich:  Wenn  der  eine  von  ihnen  Hyperbel  ist,  so  ist  der 
andere  Ellipse  und  umgekehrt,  oder  beide  sind  Parabeln  und 
haben    ihre    Offnungun    nach    entgegengesetzten    Richtungen. 


§  65.  Metrisciie  Beziehungen  der  beiden  reellen  Fokal- 
kegelschnitte. *} 

Die  beiden  zuletzt  betrachteten  reellen  Fokalkegelschnitte 
im  Räume,  welche  in  zwei  au  einander  rechtwinkligen  Ebenen 
liegen  und  in  der  Schnittlinie  derselben  eine  gemeinschaft- 
liche Hauptaxe  so  liegend  haben,  dafs  auf  ihr  die  Brenn- 
punkte des  einen  die  Scheitel  des  andern  sind  und  umgekehrt, 
bieten  gewisse  sehr  einfache  metrieche  Beziehungen- dar,  auf 
die  wir  hier  eingehen  wollen. 

Betrachten  wir  zuerst  den  allgemeineren  Fall,  dafs  der 
eine  Fokalkegei schnitt  Ellipse  ist  mit  dem  Brennpunkte  fg  f^, 
der  andere  Hyperbel  mit  den  Brennpunkten  f^  (I,,  dann  liegen 
diese  beiden  Punktepaare  symmetrisch  zu  ihrer  gemeinsamen 
Mitte  51!  in  derselben  Geraden,  der  Schnittlinie  der  beiden 
zu  einander  rechtwinkligen  Ebenen,  und  die  Strecke  f s  f j 
innerhalb  der  Strecke  fi  fi. 

Nehmen  wir  einen  beliebigen  Punkt  o  der  Fokalhyperbel, 
so  ist  nach  den  bekannten  Eigenschaften  der  Brennpunkte: 

of.-oft-f.fr-f.K-RR-fa. 

oder 

d.  h.,  wenn  wir  in  dem  Dreieck  o  fs  f*  die  Grundlinie 
f^  fj,  durch  den  zwischen  den  Ecken  liegenden  Punkt 
fs  in  zwei  Abschnitte  teilen  und  diese  auf  die  an- 
liegenden Seiten  des  Dreiecks  von  den  Endpunkten  der 
Grundlinie   aus  abtragen,  so  schneiden  wir   auf  den  beiden 


*}  Vei^l.  Steiner-Geiser:  Vorlesungen  über  synthetische  Geo- 
metrie, T.  I.:  Die  Theorie  der  KegelEchnitte  in  elementavet  Dai'stellung, 
IL  Aufl.    Leipzig  1876.    8.  169. 
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übrigeu   Dreieeksseiten    dittSureh  solche  Stücke   ab,   dais   die 

übrig  bleibenden  Strecken  auf  denselben  gleich  laug  werden, 
oder ,  was  dasselbe 
sagt:  fe  ist  der  Be- 
rührungspunkt eines 
Kreises ,  welcher  die 
Seiten  des  Dreiecks 
ü  fft  fi  so  berührt, 
dafs  die  Seite  f^fÄ 
im  Punkte  fs  be- 
rührt wird,  und  die 
Berührungspunkte 
auf  den  andern  bei- 
den Seiten  zwischen 
den  Ecken  des  Drei- 
ecks liegeu  (Fig. 
36).  Wir  nahmen 
an,  dafs  o  auf  dem 
durch    fc    gehenden 

Hyperbelzweige  liege;  da  alsdann  ^  auf  dem  andern  Hjperbel- 

zweige  liegt,  so  haben  wir: 

oder 

of.  +  fif.-otl  +  fiS, 
folglich  ist  fe  der  Berührungspunkt  eines  zweiten  Berührungs- 
kreises des  Dreiecks  ofif;,,  nämlich  desjenigen,  welcher  zwei 
Dreiecksseiten  o  f*  und  o  fi  in  Punkten  ihrer  Verlängerung, 
also  aufserhalb  ihrer  Ecken  und  die  dritte  Seite  fi  fj  zwischen 
den  Ecken  berührt.  Die  beiden  Kreise  sind  also  der  „ein- 
beschriebene" und  der  „anbesehriebene"  der  Seite  f^  f^  an- 
liegende ßerührungskreis. 

Aus  dieser  elementaren  Beziehung  folgen  sogleich  be- 
merkenswerte Eigenschaften.  Die  Ebene  des  Dreiecks  o  f*  fl 
ist  die  Ebene  der  Fokalhyperbel,  deren  Brennpunkte  f^  fü,  und 
deren  Scheitel  fjfä  sind,  in  der  Zeichnung  die  Ebene  des 
Papiers.  Senkrecht  auf  derselben  denken  wir  uns  die  Ebene 
der  Pokalellipse  gelegt,  deren  Brennpunkte  f^fj,  und  deren 
Scheitel  fs  f*  sind.  Der  Kegel,  welcher  von  dem  Punkte  o 
als  Mittelpunkt  durch  die  Fokalellipse   gelegt  wird,  ist,   wie 
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wir  wissen,  ein  gerader  Kegel,  die  ümdrehnngsaxe  desselben 
die  Tangente  der  Fokalhyperbel  im  Punkte  d,  d,  h.'  die 
Halbierungslinie  des  inneren  Winkels  fs  o  fl,  welche  zwischen 
die  Punkte  f/,  f*  fällt.  Diese  Winkelhalbierende  geht  durch 
die  Mittelpunkte  f  und  S  der  beiden  oben  konstruierten  Be- 
ruh rungskr  eise.  Wir  können  also  disn  geraden  Kegel  c'^ 
entstehen  lassen  durch  Rotation  der  Geraden  lofAJ  oder  lüfi| 
um  die  Umdrehungsaxe  |  e  f  S  |.  Durch  diese  Rotation  er- 
zeugen die  vorigen  beiden  ßerührungskreiae  zwei  Kugeln 
P'  imd  ßi^l,  welche  den  geraden  Kegel  o'^'  längs  zweier 
Kreise  berühren.  Die  beiden  Kugeln  t'^>  und  ß'^  werden 
von  der  Ebene  des  Papiers  in  den  beiden  obigen  Haupt- 
kreiaen  geschnitten,  folglich  von  der  Ebene,  welche  durch 
ihre  gemeinschaftliche  Tangente  |fif(,|  senkrecht  zur  Ebene 
des  Papiers  gestellt  wird,  in  den  beiden  Punkten  f^  und  fe 
berührt.  Diese  letzte  Ebene  ist  aber  die  Ebene  der  Fokal- 
ellipse; folglich  haben  wir  einen  geraden  Kegel  o'^',  eine 
Ebene  e,  weiche  denselben  in  einer  Ellipse  schneidet,  und 
die  beiden  Kugeln,  welche  den  geraden  Kegel  längs  Kreisen 
und  die  Ebene  s  in  zwei  Punkten  f^  und  f^  berühren;  diese 
sind  allemal  die  Brennpunkte  der  Ellipse.  Die  beiden  Be- 
rührungskugeln sind  aber  durch  den  Kegel  o'^'  und  die  Ebene 
£  gerade  bestimmt,  daher  erbalten  wir  folgenden  Satz,  den 
wir,  da  er  in  gleicher  Weise,  wie  hier  für  die  Ellipse,  auch 
für  Hyperbel  und  Parabel  nachgewiesen  werden  kann,  sogleich 
in  allgemeinster  Form  aussprechen : 

Hat  man  einen  geraden  Kegel  und  eine  den- 
selben längs  eines  Kreises  berührende  Kugel,  so 
schneidet  eine  beliebige  Berührungsebene  der 
Kugel  den  Kegel  allemal  in  einem  Kegelschnitt, 
für  welchen  der  Berührungspunkt  mit  der  Kugel 
ein  Brennpunkt  ist. 

Oder: 

Wird  ein  gerader  Kegel  von  einer  beliebigen 
Ebene  £  längs  eines  Kegelschnitts  durchschnitten, 
so  giebt  es  zwei  Kugeln,  welche  den  Kegel  längs 
Kreisen  und  die  Ebene  e  in  je  einem  Punkte  be- 
rühren; diese  beiden  Punkte  sind  die  Brennpunkte 
des  Kegelschnitts  in  der  Ebene  s. 
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Da  die  Tangenten  aus  einem  Punkte  an  eine  Kugel  alle 
gleich  lang  sind,  und  jeder  Eegelstrahl  des  Kegels  o'^*  die 
beiden  Kugeln  f'^>  und  S'^'  beriihrt,  die  Fokalellipse  aber  in 
einem  Punkte  v  tnftt,  von  dem  aus  die  Tangenten  an  f  und 
fi  gleich  sein  müssen  pj^  und  pfe,  so  folgt,  wenn  wir  die 
Tangenten  aus  i?  an  die  Kugeln  £'^'  und  ^<^'  durch 

t    und     T 
bezeichnen : 

Nehmen  wir  jetzt  einen  beliebigen  zweiten  Punkt  s>^  der 
Fokalhyperbel  und  zwar  auf  demselben  Zweige  derselben,  so 
wird  der  Kotationskegel  aus  o,,  durch  die  Fokalelüpse  gelegt, 
ein  anderer,  auch  die  beiden  Kugeln  i[  und  ^\  werden 
andere,  aber  für  denselben  Punkt  v  der  Fokalellipse  gelten 
ganz  ähnliche  Beziehungen: 

und  durch  Abziehen  folgt; 

üv  —  üi,i-  =  if  —  i,  =T r-  2",. 
Verändern  wir  daher  den  Punkt  f  auf  der  FokaieUipse, 
halten  aber  die  beiden  Punkte  o  und  Oj  auf  demselben  Zweige 
der  Pokalhyperbel  fest,  so  bleiben  die  Kugeln  (<•'  und  fj^'    un- 
verändert, also  auch  t  und  iy,  mithin: 
1) si'  —  D|T  ■==  konst. 

Ware  dagegen  Oj  auf  dem  andern  Zweige  der  Fokal- 
liyperbel  gelegen ,  welcher  durch  den  Punkt  fj  geht ,  so 
hätten  wir: 


woraus  folgt: 


'7,  —  rf.^ 


also 

2) 0):  +  0,  r  =  konst. 

Durch  Veränderung  des  Punktes  j;  auf  der  Fokalellipse 
erhalten  wir  daher  den  Satz: 
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I.  Verbiiiden  wir  irgend  /wei  feste  Punkte  o 
und  0|  der  Fokalhyperbol  mit  einem  veräiiderlieheu 
Punkte  V  der  FokalelHpse,  na  ist  entweder  die 
Summe  der  Strecken: 

■->):  + o,X 
oder  die  Differenz  der  Kirecken; 

0?  —  OiF 
konstant,    je    nachdem    die    beiden    festen    Punkte 
auf  verschiedenen   oiier  auf  demselben  Zweige  der 
Fokalbyperbel  liegen. 

Die  beiden  im  Räume  liegenden  festen  Punkte  o  und  o, 
haben  daher  für  die  ElHpse  eine  ähnliche  Bedeutung,  wie 
die  Brennpunkte  in  ihrer  Ebene,  und  können  demgemäfs 
„räumliche  Brennpunkte"  der  Ellipse  genannt  werden,  und 
als  solche  können  irgend  zwei  Punkte  der  Fokalbyperbel  auf- 
gefafst  werden. 

Diese  Eigenschaft  läfst  sich  auch  anders  aussprechen; 
nehmen  wir  nämlich  zu  f  den  dianjetral  gegenüberliegenden 
Punkt  j:'  der  Fokalellipse  hinzu,  so  ist  bekanntlich: 

tf,  -  t'S 

folglich  haben  wir  nach  dem  Obigen  auch   die  Beziehungen: 

n-\-n'  =  t  +  T, 

d.  b.:  Verbindet  man  irgend  einen  festen  Punkt  o 
der  Fokalbyperbel  mit  den  Endpunkten  v  f  eines 
veränderlichen  Durchmessers  der  Fokalellipse,  so 
ist  die  Summe  der  Abstände: 

von  konstantem  Wert. 

Wenig  andeis  gesialiet  sich  die  Betrachtung,  wenn  wir 
die  Fokalellipse  mit  den  Brennpunkten  fs  fe  und  den  Schei- 
teln ^/i  fü  in  die  Ebene  des  Papiers  verlegen  und  einen  be- 
liebigen Punkt  0  derselben  annehmen,  aus  ihm  einen  Kegel 
e'^'  durch  die  h  okalhyperbel  legen,  deren  Ebene  rechtwinklig 
steht  auf  dei  Ebene  des  Papiers  und  durch  die  Gerade  \\g\e\ 
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geht,  und  endlich  iu  o  diejenige  Winkelhalbiurende  der  Strah- 
len Jeff  |  und  li^fäl  ziehen,  welche  die  Punkte  f„  fö  nicht  trennt; 


dann  wird  diese  die  Rotatiousaxe  des  geraden  Kegels  i)'^'  oder 
die  Tangente  der  J'okalellipsB  im  Punkte  a  sein  (Fig.  'M). 
Wir  haben  die  bekannten  Beziehungen: 

of,  +  of;-f.f.  +  f.r.-fif. +  f;f;. 
ot. -f.f. -f.f;-»fi 

und 

of. -fU. -fif.-oR, 

woraus  folgt,  dafs,  wenn  wir  dem  Dreieck  o  fe  fe  die  beiden 
Beröhrungskreise  fl^>  und  ®">  anbeachreiben ,  welche  ihre 
Mittelpunkte  i  und  ^  in  der  vorhin  konstruierten  Halbierungs- 
linie des  Winkels  f,  o  fä  haben,  diese  Kreise  die  Gerade  If^fel 
in  den  Punkten  f^  fi  berühren  müssen.  Die  beiden  Kugeln 
jra  und  S*^*,  deren  Radien  f\k  und  ^(t  sind,  werden  also 
den  geraden  Kegel  o'^'  in  Kreisen  berühren  und  die  Ebene 
der  Fokalhyperbel  in  den  Brennpunkten  f^  und  fl  derselben; 
wir  haben  also  den  früheren  Satz  auch  für  den  Fall  der 
Hyperbel  als  gültig  erkannt. 

Nehmen  wir  jet^t  eine  beliebigen  Kegelsti-ahl  des  Kegels 
o'^J,  80  wird  derselbe  die  beiden  Kugeln  berühren  und  die 
Fokaibyperbei  in  einem  Funkte  x  treffen ;  die  Tangenten  aus 
X  an  die  Kugeln  sind  aber  gleich: 

jf. -Jfi; 

bezeichnen  wir  also  die  Längen  der  aus  p  an  die  Kugeln  ('^' 
und  Ä'^'  gelegten  Tangenten  wiederum  durch 
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t     und     T, 
so  folgt: 

j    f  +  M;,  =  01 

Nehmen  wir  nun  einen  beliebigen  zweiten  Puiikt  o,  dev 
Fokalellipae,  so  wird  der  Rotationakegel  aus  o,,  durch  die 
Fokalhjperbe!  gelegt,  ein  anderer,  auch  die  beiden  Kugeln  t^ 
und  S^J '  werden  andere,  aber  für  den  vorigen  Hyperbelpunkt 
T  gelten  die   analogen  Beziehungen: 

,  (, +ff,.  _«,r 

i^-, +  xf;-o,I, 

woraus  folgt: 

ox   -  Ol);  =  ;—;,  =  r—  T,  =  konst.,  d.  h.: 
IL    Verbinden    wir  irgend   zwei   feste   Punkte   o 
und  0|    der  Fokalellipse   mit  einem   Yeränderlichen 
Punkte  j   der  Pokalbyperbel,   so  ist  die    Differenz 
der  Strecken: 

von  unveränderlichem  Wert,  für  die  Punkte  des 
einen  Hyperbelzweiges  entgegengesetzt  tlem  Werte 
für  die  Punkte  des  andern  Hyperbelzweiges. 

Die  letztere  Bemerkung  folgt  unmittelbar  ans  dem  Satze 
1.;  denn  nehmen  wir  irgend  zwei  Punkte  der  Fokalhyperbel 
auf  verschiedenen  Zweigen  und  bezeichnen  dieselben  jetzt 
durch 

1)     und     I), , 
und  irgen<t  zwei  Punkte  der  Fokalellipse,  die 

C     und     ei 
genannt  werden  sollen,  so  ist  naeh  Satz  I.,  da  [)  und  Ij,  auf 
versehiedenen  Hjperbelzweigeu  liegen : 

l)e  +  ll,t-l,e, +!),(,, 
woraus  folgt: 

I,.-(,e,-l,,t,-t,,t 
oder 

,!,-(,()--  |tl,, -t,l,,|; 
wenn  dagegen  1)  und  l),  auf  demselben  Hyperbelzweige  liegen, 
so  haben  wir: 
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also 

oäer 

t()-i,()-  +  |ti), ->•,!;, 1- 

Wir  können  hiernach  beide  Siltzo,  I.  und  IL,  in  den 
einaigea  zusamnieiifasaen: 

Nimmt  man  irgend  zwei  Punkte  t  und  e,  auf 
der  Fokalellipse  und  irgend  zwei  Punkte  l)  und  f), 
auf  der  Fokalhyperbel  an,  so  gilt  zwischen  den 
Abständen  dieser  vier  Punkte  von  eitiander, 

1)  wenn  t)  und  1),    auf  demselben  Hyperbelzweige 
liegen,  die  Relation: 

[je +  (),£,  =  [je, +I..e; 

2)  wenn   ()    und    1),    auf    verschiedenen    Hyperbel- 
zwßigeu  liegen,  die  llelation: 

t)e  +  r),t-()t, +S,t,. 

In  dem  windschiefen  Viereck  I)  e  ^i  e(  ist  also  im  ersten 
Fall  die  Summe  zweier  gegenüberliegenden  Seiten  gleich  der 
Summe  der  beiden  andeni  gegenüberliegenden  Seiten ,  im 
andern  Falle  die  Summe  zweier  (in  c)  zusamnienstofsenden 
Seiten  gleich  der  Summe  der  beiden  andern  zusammenstofs en- 
den Seiten. 

Wir  bemerken  noch,  dafs,  wenn  x  und  j:'  zwei  diametral 
gegenüberliegende  Punkte  der  Fokalhyperbel  sind,  also: 

if.  -  i'fi 

ist,  die  beiden  Gleiehungfn  gelten: 
i+  ]:]h  =  Ol 

woraus  folgt; 

»%  —  DX'  =  t  —  T  '^  koust-, 
d.h.:  Verbindet  man  einen  festen  Punkt  o  der  Fokal- 
ellipse   mit    den    Endpunkten    yy'    eiues    veränder- 
lichen Durchmessers  der  Fokalhyperbel,  so  ist  die 
Differenz  der  Abstände: 

»j:  —  Dj:' 
von  konstantem   Werte. 
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Es  bleibt  jetzt  noch  übrig  für  die  beiden  Fokalparabeln 
(S.  585)  die  analoge  Betrachtung  anzustellen: 

Gehen  wir  von  zwei  Parabeln  P'^'  und  (^<^'  aus,  die  in 
zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Ebenen  so  liegen,  dafs  sie 
in  der  Schnittlinie  derselben  die  gemeinsame  Axe  haben,  und 
der  Seheitel  der  einen  der  Brennpunkt  der  andern  ist,  sowie 
umgekehrt;  seien  fj,  und  fj  diese  beiden  Punkte,  nämlich  fj, 
der  Brennpunkt  der  Parabel  P'^'  und  der  Scheitel  der  Parabel 
Q<^>,  dagegen  f,  der  Brennpunkt  der  Parabel  (?!'*  und  der 
Scheitel  der  Parabel  Pl^';  in  der  Ebene  des  Papiers  liege  die 
Parabel  P<^>  und  in  der  darauf  senkrechten  Ebene  durch 
Ifpf^l  die  Parabel  ^i^)  (Fig.  38). 

Nehmen  wir  nun  einen  beliebigen  Punkt  o  der  Parabel 
Pä)  als  Mittelpunkt  eines  Kegels,  der  durch  die  Parabel  Q'-^i 


gelegt  wird,  dann  ist  dieser  Kegel,  wie  wir  wissen,  ein 
gerader,  und  seine  Umdrehungsaxe  die  Tangente  in  d  an  der 
Parabel  P<^*,  d.  h.  eine  Gerade  durch  o,  die  wir  so  erhalten : 
Wir  ziehen  |  o  fpj  und  durch  o  eine  Parallele  zur  Parabelase, 
und  nehmen  diejenige  Winkelhalbierende  zwischen  diesen 
beiden  Strahlen,  welche  von  der  Parabelaxe  die  von  dem 
Seheitel  f^   ausgehende  Hälfte  trifft,    die  nicht   den   Brenn- 
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punkt  fp  enthält;  um  die  Parabel  PP'  vollständig  herzu- 
stellen, gehen  wir  auf  der  Axe  von  dem  Brennpunkt  fj,  bis 
zum  Scheitel  f^,  und  um  ein  gleiches  Stück  weiter  bis  l,  er- 
richten in  (  ein  Perpendikel  auf  der  Axe,  so  ist  dieses  die 
Leitlinie  l  der  Parabel  und  u^  das  Perpendikel  aas  o  auf 
die  Leitlinie  gleich  dem  Abstände  üfp  des  Punktes  o  vom 
Brennpunkt;  in  dem  gleichschenkligen  Dreieck  pofp  sei  i 
die  Mitte  der  Grundlinie  pfp,  dann  liegt  f  in  der  Halbie- 
rungslinie des  Winkels  ^ofp,  steht  also  von  |mj|  und  |i)fp| 
gleich  weit  ab;  das  Perpendikel  aus  t  auf  die  Parabelaxe 
trifft  die  Mitte  zwischen  f,,  und  t,  also  den  Punkt  f,,  und 
t\g  ist  die  Hälfte  des  Abstandes  pl;  folglich  wird  t  der 
Mittelpunkt  eines  Kreises  sein,  der  |cp|  und  |üfp|'  berührt, 
sowie  die  Parabelaxe  im  Funkte  fj. 

Der  Durchmesser  joll  dieses  Kreises  ist  die  Umdrehungs- 
axe  des  geraden  Kegels  o'^',  welcher  von  a  aus  durch  die 
Parabel  f^'*'  gehegt  werden  kann.  Eine  Kugel  um  den 
Mittelpunkt  f,  welche  den  vorigen  Kreis  zum  gröisteu  hat, 
wird  daher  den  Kegel  o'*'  längs  eines  kleinen  Kreises  be- 
rühren und  aufserdem  die  Ebene  der  Parabel  Q'^'  in  dem 
Brennpunkte  derselben  [,  berühren.  Hierdurch  wird  der  am 
Anfange  dieses  Paragraphen  au=!gesprochene  Satz  auch  für 
die  Parabel  bestätigt. 

Nennen  wir  die  Länge  einer  aus  o  an  die  Kugel  ff'  ge- 
legten Tangente  f  und  ziehen  irgend  einen  Kegelstrahl  des 
geraden  Kegels  u'-';  möge  derselbe  die  Fokalparabel  ^l^>  in  y 
treffen,  dann  ist: 

Nehmen  wir  einen  beliebigen  andern  Punkt  o,  der  Fokal- 
parabel F^^\  so  ändert  sich  zwar  der  Kegel  n^f  und  die  ihn 
berührende  Kugel  t'P,  aber  ihr  Berührungspunkt  mit  der 
Ebene  der  Fokalparabel  Q'^l  bleibt  natürlich  deren  Brenn- 
punkt f,,  und  wir  haben  die  analoge  Beziehung: 


woraus  folgt: 


»,  +  Vf.  ■ 


d.  h.:  Verbinden  wir  irgend  zwei  feste  Punkte  c  und 
11,   auf  einer    der   beiden   Pokalparabeln   (Pi^*)    mit 
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einem  Yeränderliclien  Punkte  j  der  andern  Pobal- 
parabel  (§(^>),  so  bleibt  die  Differenz  der  Abstände: 

von  unveränderlichem  Werte. 

Die  Parabel  besitzt  also  auch  „räumliche  Brennpunkte" 
und  zwar  hyperbolischer  Art  (mit  konstanter  Differenz). 

Nehmen  wir  also  für  t  zwei  beliebige  Punkte  ^  und  \i^ 
der  Fokalparabel  ö'^',  so  ist: 

oder : 

o^-f  0,1),  =  iip,  4-  Ol?, 

d.  h.:  Wenn  man  auf  jeder  der  beiden  Fokalpara- 
beln zwei  beliebige  Punkte  wählt,  so  kann  man 
dieselben  als  die  Ecken  eines  windschiefen  Vier- 
seits  im  Räume  auffassen,  dessen  Seiten  nicht  in 
die  Ebenen  der 'Fokalparabeln  hineinfallen.  Ein 
solches  Vierseit  besitzt  allemal  die  Eigenschaft, 
dal's  die  Summe  zweier  gegenüberliegenden  Seiten 
gleich  ist  der  Summe  der  beiden  andern  gegen- 
überliegenden Seiten. 

§  66.    Die  Kreissclinitte  dar  Fläche  2.  O. 

Wir  haben  schon  auf  S,  572  gesehen,  dai's  die  Fokal- 
kegelschnitte  in  den  Hauptebenen  einer  Fläche  2.  0.  dieselbe 
in  gewissen  Puukten  (Kreispunkten)  treffen,  welche  die  beson- 
dere Eigenschaft  besitzen,  dafs  jede  mit  den  Berührungs- 
ebenen  in  diesen  Punkten  parallele  Ebene  die  Oberfläche 
in  einem  Kreise  durchschneidet.  Wir  können  aber  auch 
unabhängig  davon,  ob  jene  Kreispunkte  reell  vorhanden 
sind  oder  nicht,  die  Aufgabe  uns  stellen;  Solche  Ebenen 
zu  finden,  welche  die  gegebene  Fläche  i<'P'  in 
Kreisen  schneiden,  und  w**rden  bei  der  Lösung  dieser 
Aufgabe  auf  ihren  Zusammenhang  mit  den  Foka.Ikegelschnit- 
ten  geführt. 

Wenn  irgend  eine  Ebene  die  gegebene  Flache  -F<^'  in 
einem  Kreise  schneidet,  so  wird  die  durch  den  Mittelpunkt 
51Jder  Fläche  -F*^>  zu  der  Ebene  parallel  gelegte  Ebene  eben- 
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falls  in  eiuem  Kreise  sclineiden  miisaeii,  weil  beide  Ebenen 
dieselbe  unendlith- entfernte  Gerade  haben,  und  diese  die 
Trägerin  einer  PunktinTolution  in  der  ersten  Ebene  ist,  deren 
Doppelpunkte  die  imaginären  Kreispunkte  sind,  also  aucb  in 
der  zweiten  Ebene  dasselbe  gilt. 

Wir  haben  also,  indem  wir  zuvörderst  eine  Fläche  F'^' 
mit  endlichem  Mittelpunkte  ^Sii  voraussetzen,  nur  nötig,  solche 
Ebenen  durch  W  zu  legen,  die  i^'^'  in  Kreisen  schneiden; 
denn  ist  eine  solche  Ebene  gefunden,  so  wird  das  ganze 
Büschel  von  Parallelebeuen  zu  ihr  die  gleiche  Eigenschaft 
besitaeu. 

Sei  nun  s  eine  Durchmesser  ebene  der  Fläche  F'-^'>,  die  sie 
in  einem  Kreise  schneidet,  seien  ferner  ah  c  die  drei  Haupt- 
axen  der  i*"'^'  und  die  Träger  von  Punktinvolutionen  mit  den 
Potenzen  Pi^F^Pc  ferner  [ah\  [ac]  \hc\  die  drei  Hauptebenen, 
dann  wird  die  Schnittlinie  d^  der  Kreisebeue  &  mit  einer 
Hauptebene,  z.  B,  [a6],  ein  Durchmesser  des  Hauptschnitts 
[fli]'^'  und  zugleich  des  Kreises  b^^  sein.  Der  zu  tZ,  kon- 
jugierte Durchmesser  d  im  Kreise  £<^>  mufs  auf  d^  senk- 
recht stehen  wegen  der  Natur  des  Kreises,  und  die  zu  dem 
Durchmesser  d^  konjugierte  Durchmesserebene  wird,  weil  d^ 
in  der  Ebene  [aö]  Hegt,  durch  die  beiden  Geraden  c  und  d 
gehen  müssen  und  im  aligemeinen  durch  dieselben  bestimmt 
sein;  also  ist  [cd]  die  konjugierte  Durchmesser  ebene  zu  d,. 
Da  aber  sowohl  c,  als  auch  ä  auf  rfj  senkrecht  stehen,  so 
wird  die  Ebene  [crf]  die  Normalebene  des  Strahles  d^  sein. 
Es  mufste  also  durch  den  Mittelpunkt  9)t  ein  viertes  Paar 
zu  einander  rechtwinkliger  konjugierter  Elemente,  nämlich 
der  Durchmesser  d■^  und  die  Durchmesser  ebene  \cif\  gehen 
aufser  den  drei  Hauptaxen  und  Hauptebenen;  dies  ist  im 
allgemeinen  unmöglich,  aufser  wenn  f  1  eine  (reelle  oder 
imaginäre)  Kugel  ist,  ein  Fall,  den  wir  als  selbstverständlich 
ausschlielsen.  Die  verlangte  Forderung  kann  demnach  nur 
erfüllt  werden,  wenn  entweder  (?,  mit  a  oder  mit  b  zusammen- 
fällt, oder  wenn  d  mit  c  zusammenfallt,  weil  dann  die  Ebene 
\cd'\  nicht  bestimmt  ist.  Wir  haben  also  zunächst  folgendes 
Resultat : 

Eine  Durchmesserebene  der  i'^^\  welche  die- 
selbe  in    einem    Kreise    schneiden    soll,    kann    nur 
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durch  eine  der  drei  Hauptaxen  a  i  C  der  Fläche 
gehen  (wenn  diese  nicht  selbst  eine  Kugel  ist). 

Hierdurch  wird  die  Untersuchung  wesentlich  vereinfacht; 
wir  brauchen  nur  die  drei  Ebenenbiisehel  um  die  drei  Haupt- 
axen zu  untersuchen  und  nachzusehen,  ob  unter  ihren  Durch- 
schnittakurven  mit  J^'^i  Kreise  vorkommen. 

Schneidet  nun  eine  durch  die  c-Äxe  gelegte  Ebene  die 
J^'^'  iü  einem  Kreise,  so  wird  sie  die  [tti] -Ebene  in  einem 
Durchmesser  rfj  schneiden  müssen,  welcher  der  Träger  einer 
Punktinvolutiou  ist,  deren  Potenz  P^  sein  mufs;  wir  haben 
also  Prf,  =  Pc-  Die  Hauptebene  [a6]  schneidet  aber  die 
Fläche  F'^'  in  einem  (reellen  oder  imaginären)  Kegelschnitt, 
dessen  Mittelpunkt  M,  dessen  Hauptasen  a  und  6  die  Trä- 
ger von  Punktinvolutionen  mit  den  Potenzen  P„  und  Pj 
sind.  Dem  Durchmesser  (?,  für  diesen  Kegelschnitt  [ahy^ 
sei  konjugiert  der  Durchmesser  d,  dann  gilt  die  bekannte 
Beziehung : 

also,  da  Fa,  =  Pc  ist: 

es  gilt  aber  (S.  521)  für  jeden  Durchmesser  d  die  Beziehung: 
\_  __  coa'  {d,  a)     ,    ^Sß'  ") 

also  für  unsern  Durchmesser  d: 


cos*  {d,  a) 
oder: 


^  {d,  a)  • 


und  hierdurch  wird  die  gesuchte  Richtung  von  d  bestimmt, 
nämlich  durch  die  Bedingung: 

P,      Pb~P 

tg*(rf,    ö) _^.^__^; 

wollen  wir  die  Richtung  des  konjugierten  Durchmessers  rf, 
haben,  so  dal's  \cd^\  die  gesuchte  Kreisebene  selbst  wird,  so 
ei^ebt  sich,  da  wegen  der  Strahle ninvo Jution,  deren  Mittel- 
punkt M  ist,  und  die  dem  Kegelschnitt  [ö6]'*'  zugehört: 
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Es  wird  also  im  allgemeinen  zwei  Richtungen  für  d, 
geben,  die  symmetrisch  zu  den  Aseu  a  und  b  liegen  (wie 
anch  a  priori  klar  ist),  und  die  die  Äutgabe  losen,  wofern  der 
für  tg*(rf,  a)  gefundene  Ausdruck  positiv  ist,  ist  ei  dagegen 
negativ,  so  giebt  es  keine  reelle  Biehtung  d,  Bevoi  wir 
diese  Frage  der  Realität  für  jede  der  vier  Mittelpunktafldchen 
i^l*'  untersuchen,  bringen  wir  noch  die  obige  öleichung 


cob'  {d,  a) 


=  0, 


indem   wir    sie   mit   P^  multiplizieren    und   die   Brüche   zer- 
legen, auf  folgende  Gestalt: 

C09'  (d,  a)     ,    sin'  (d,  a)    __  cos'  {d,  a)     ,    ein'  (g.  o) 
P„  ~  P,     *     Pj,  -  P„  P^  '  P^         ' 

und  erkennen  aus  ihr  ein  bemerkenswertes  Resultat: 

Wir  haben  nämlich  in  der  Hauptebene  \aV\  zwei  kon- 
fokale, Kegelschnitte,  den  Hauptkegelschnitt  [ai]'^>  oder  ^'^l 
mit  den  Äxen  a,  h  und  den  Potenzen  der  zugehörigen  Punkt- 
involutiouen  P^,  Pb,  und  zweitens  den  Fo  kalke  gel  schnitt  K''^*^ 
mit  denselben  Hauptaxen  und  den  Potenzen  der  zugehörigen 
Puoktinvolütionen  Pa—Pc,  Pb  -  Pc  (S.  567),  und  die 
vorige  Beziehung  sagt  nichts  anderes  aus,  als  dafs  der  Durch- 
messer d  für  diese  beiden  Kegelschnitte  Träger  derselben 
Punktinvolution  ist.  Wenn  also  die  beiden  Kegelschnitte  fi'^^^ 
und  Kf^  reelle  Schnittpunkte  liaben  (Kreispunkte  g.  572), 
so  werden  die  beiden  Durchmesser,  welche  dieselben  ver- 
binden, die  gesuchten  Richtungen  für  d  sein,  und  die  ihnen 
konjugierten  Richtungen  <?,  also  die  Kreisschnitte  bestimmen, 
wie  wir  früher  eingesehen  haben.  Wir  sind  aber  hier  unab- 
hängig von  der  Realität  der  Kreispunkte  zu  der  Bestimmung 
der  Kreisebenen  gelaugt  und  können,  da  die  für  die  c-Äxe 
ausgeführte  Betrachtung  in  gleicher  Weise  für  die  a-Ass 
und  6-Äxe  gilt,  folgendes  allgemeine  Resultat  aussprechen  : 
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Es  giebt  im  allgemeinen  durch  jede  der  drei 
Hauptaxen  einer  Mittelpunktsfläche  jf-''^'  zwei  (reelle 
oder  imaginUre)  Ebenen,  welche  dieselbe  in  Krei- 
sen schneiden;  die  zu  denselben  konjugierten 
Durchmesser  der  J^'^*,  welche  paarweise  in  den 
drei  Hauptebenen  liegen,  sind  die  Träger  gleicher 
Punkt  Involutionen  sowohl  für  den  Hauptkegel- 
schnitt, als  auch  für  den  in  seiner  Ebene  enthal- 
tenen Fokalkegelschnitt  (oder  die  gleichen  gemeinschaft^ 
liehen  Durehmesser  beider  Kegelschnitte). 

Hierdurch  ist  die  Aufgabe  im  allgemeinen  gelöst,  da  alle 
übrigen  Ebenen,  welche  .F'^'  in  Kreisen  schneiden,  den  Stel- 
lungen dieser  gefundenen  Ebenen  parallel  sein  müssen,  s.  o.; 
aber  es  bleibt  noch  übrig,  die  Realität  der  Durchmesser- 
ebenen zu  untersuchen,  welche  in  Kreisen  schneiden.  Hier- 
zu müssen  wir  das  in  der  Hauptebene  [aö]  abgeleitete  Re- 
sultat auch  für  die  beiden  andern  Hauptebenen  aussprechen; 
bezeichnen  wir  daher  den  früher  d  genannten  Durchmesser 
der  [aJ]-Ebeue  jetzt  mit  d^  und  den  analogen  Durchmesser 
in  der  [«c]-Ebene  mit  dt,  endlich  den  entsprechenden  in  der 
[ic]-Ebene  mit  da,  d.  h.  diejenigen  drei  Durchmesser  in  den 
Hauptebenen,  deren  konjugierte  Durchmesserebenen  Kreis- 
schnittebenen sind,  so  haben  wir  folgende  Gleichungen  zur 
Bestimmmung  ihrer  Richtung  und  der  zugehörigen  Potenz- 
werte; 

[«!.>Ebene:  ^tiß^,0')-~Y^^=^{'    P.^=P.+P,-Po 


P  (P  —FA 
[fflc]-Ebene;  tg^i^t,  «■)=■  — p  \p  _pjy . 

[&c]-Ebene:  tg^^,  6)=-p^p^---p^i 


Setzen  wir  ferner,  wie  auf  S.  579,  voraus,  dals  die  Werte 
Pa  Pj  Ps  in  algebraischem  Sinne  der  Gröfse  nach  geordnet 
seien : 

P,>  Fi,>  F, , 
Liid  offenbar  die  Verhältnisse; 
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und  es  kommt  noch  auf  die  Vorzeicben  der  GröCaen  P„  P^  P^ 
selbst  au ,  um  zu  entscheiden ,  ob  die  Durchmesser  de  db  da 
reelle  Schnittpunkte  haben  oder  nicht. 

Gehen  wir  also  die  vier  möglichen  Fälle  durch: 
I.  P„  >  Ü     P(,  >  0     P„  >  0,     das  Ellipsoid; 

nur  die  Gleichung: 

-fr     P^  ~  P>, 
tg^  (4,  «)  =  -  ^-^  ■  -p^^ 

liefert  reelle  Werte  für  die  Richtung  des  Durchmessers  d/,, 
der  iü  der  [ßc]-Ebene  liegt,  während  die  beiden  andern 
Gleichungen  für  das  Quadrat  der  Tangente  einen  negativen 
Ausdruck  liefern.  Es  giebt  also  nur  zwei  reelle  Stellungen 
für  eine  Ebene,  die  das  Ellipsoid  in  einem  Kreise  schneidet. 
Die  Stellungen  dieser  beiden  Ebenen  enthalten  die  Richtung 
der  6-Axe,  der  mittleren  (der  GrÖfse  nach);  da  Fd^  positiv 
ist,  und  auch  der  konjugierte  Durchmesser  reell  wird,  so 
schneiden  die  beiden  durch  den  Mittelpunkt  ^I  gelegten 
Kreisebenen  in  reellen  Kreisen, 

Bezeichnen  wir  den  Winkel,  welchen  die  durch  die 
6-Axe  gehende  Kreisebene  x  mit  der  Hauptebene  [ha] 
bildet,  durch: 

•p-(«,L«'l), 

SO  folgt  ans: 


^°^>  =  >;  (p„-- p;)  ■ 

IL  P.  >  0  Ps>0  Pc<0  das  einschalige  Hyper- 
boloid; nur  die  einzige  Gleichung: 

P,     P„  -  P„ 
tg^  {<^a,  ö)  = p-  ■  p---p 

liefert  reelle  Werte  für  die  Richtung  des  Durchmessers  d^, 
der  in  der  [6c]-Ebene  liegt,  während  die  beiden  andern  Glei- 
chungen für  das  Quadrat  der  Tangente  negative  Werte  lie- 
fern. Es  giebt  also  auch  hier  nur  zwei  reelle  Stellungen  für 
eine  Ebene,  die  das  einschalige  Hyperboloid  in  einem  Kreise 
sehneidet.  Diese  beiden  Stellungen  enthalten  die  Richtung 
der  (T-Axe,  d.  h.  der  gröfseren  von  den  beiden  reellen  Äxen. 
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Da  der  Durchmesser  da,  weil  F^  iiegati?  ist,  nicht  in  reellen 
Punkten  schneidet,  so  mul's  sein  konjugierter  Durchmesser 
in  reellen  Punkten  die  Fläche  treffen,  denn  der  Hauptkegel- 
schnitt  in  der  [6c]-EI>ene  ist  Hyperbel;  also  schneiden  die 
beiden  durch  den  Mittelpunkt  ?iJt  gelegten  Kreisebenen  das 
einschalige  Hyperboloid  in  reellen  Kreisen. 

Bezeichnen  wir  den  Winkel,  welchen  die  durch  die  «-Axe 
gehende  Kreisebene  «  mit  der  Hauptebene  [ai]  bildet, 
durch : 

„  -  («,  [»*]), 

so  folgt  aus: 
der  Wert  von: 

also  für  den  Winkel,  welchen  die  durch  die  a-Axe  gehende 
Kreisebene  x  mit  der  Hauptebene  [ac]  bildet; 

^  =  00"  —  (p  =  ix,  \ac]) 
der  Wert: 

j  P,  (P„  -  Pj) 

cos  ip  =  -p^  (p^  — p^)  * 

Hl.  P„>0P4<UP„<0  das  zweischaligei  Hyperbo- 
loid: nur  die  einzige  Gleichung: 


tg\d„  ffl)  =  —  -^  .  -jT-p- 

liefert  reelle  Werte  für  die  Richtung  des  Durchmessers  d^, 
der  in  der  [rtöj- Ebene  liegt,  wahrend  die  beiden  anderen 
Gleichungen  für  das  Quadrat  der  Tangente  negative  Werte 
liefern.  Es  giebt  also  auch  hier  uur  zwei  reeüe  Stellunffen 
für  eine  Ebene,  die  das  zweischalige  Hyperboloid  in  einem 
Kreise  schneidet.  Diese  beiden  Stellungen  enthalten  die 
Richtung  der  c-Ase  d.  h.  der  kleineren  (im  algebraischen 
Sinne)  von  den  beiden  imaginären  Äsen.  F^^  ist  positiv, 
der  Durchmesser  da  schneidet  in  reellen ,  folglich  der  kon- 
jugierte Durchmesser  in  imaginären  Punkten,  weil  der  Haupt- 
kegelschnitt in  der  [a6]-Ebene  Hyperbel  ist;  die  beiden  durch 
den  Mittelpunkt  51J  gelegten  Kreisebenen  schneiden  also  das 
zweischalige  Hyperboloid    in    imaginären   Kreisen.     Aber    es 
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giebt  trotzdem  reelle  Kreise  auf  dem  zweiachaligen  Hyperboloid ; 
legen  wir  in  den  reellen  Endpunkten  des  Duccbmessers  ä^ 
die  Berübrungsebenen  und  zu  diesen  Paralleiebenen ,  so 
schneiden  alle  diejenigen  Parallelebenen,  welche  zwischen  die 
beiden  Berühmngsebenen  fallen  in  imaginären,  alle  übrigen 
in  reellen  Kreisen.  Bezeichnen  wir  den  Winkel,  welchen 
die  durch  die  ö-Ase  gehende  Kreisebeae  x  mit  der  Haupt- 
ebene \ac\  bildet  durch 

9  =  (x,  [ßC]), 
so  folgt  aus: 

~P^  "*"      -Pfr     ^  ~P^' 


f{d„a)^^ 


IV.  P„  <  0  P,  <  0  P,  <  0  die  imaginäre  Fläche;  nur 
die  einzige  Gleichung; 

befert  reelle  Werte  für  die  Richtung  des  Durchmessers  di,, 
der  in  der  [acj- Ebene  liegt,  während  die  beiden  anderen 
Gleichungen  für  das  Quadrat  der  Tangente  negative  Werte 
liefern.  Es  giebt  also  auch  hier  nur  zwei  reelle  Stetlungen 
für  eine  Ebene,  welche  die  imaginäre  Eiäche  zweiter  Ordnung 
in  einem  Kreise  schneidet,  der  natürlich  auch  imaginär  ist. 
Die  Stellungen  dieser  beiden  Ebenen  enthalten  die  Richtung 
der  t-Äxe  d.  h.  der  mittleren  (im  algebraischen  Sinne).  Be- 
zeichnen wir  den  Winkel,  welchen  die  durch  die  fe-Axe 
gehende  Kreis  ebene  x  mit  der  Hauptebene  [bä]  bildet,  durch 

ao  folgt  aus: 
der  Wert  von 


P^ 


Das  Gesamtresultat  stellt   sich   demgemäls   so  heraus; 

Ist. eine  Mittelpunktsfläcbe  2.  0.  F<?*  gegeben, 
so  giebt  es  immer  nur  zwei  reelle  Stellungen  für 
eine  Ebene,  welche  i^<^>  in  einem  Kreise  schneiden 
soll.      Diese    beiden   reellen    Stellungen    enthalten 
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die  Richtung  einer  der  drei  Hauptaseii  und  liegen 
symmetrisch  zu  der  ihr  konjugierten  Hauptebene. 
Beim  Ellipsoid  gehen  die  durch  den  Mittelpunkt 
m  der  Fläche  i^l^)  gelegten  Kreisschnittebenen 
durch  die,  der  GrÖl'se  nach,  mittlere  Hauptaxe, 
beim  einschaligen  Hyperboloid  durch  die  gröfsere 
der  beiden  reellen  Hauptasen,  beim  zweischaligen 
Hyperboloid  durch  diejenige  der  beiden  imagi- 
nären Hauptaxen,  für  welche  der  absolute  Wert 
der  Potenz  der  zugehörigen  (elliptischen)  Punfet- 
inTolution  der  gröfse^  ist,  bei  der  imaginären 
Fläche  2.  0.  durch  diejenige  imaginäre  Hauptaxe, 
deren  zugehörige  (elliptische)  Punkt  in  volution 
einen  Potenawert  hat,  welcher  absolut  genommen 
zwischen  den  absolut  genommenen  Potenzwerten 
der  beiden  anderen  Punktinvoiutionen  liegt.  In 
den  beiden  ereteiiFäUen  .sehneiden  dieKreisebenen, 
durch  die  betreffenden  Hauptaxen  selbst  gelegt, 
reelle  Kreise  aus,  in  den  beiden  anderen  Fällen  ima- 
ginäre Kreise;  aber  trotzdem  giebt  es  auch  beim 
zweischaligen  Hyperboloid  zu  den  beiden  reellen 
Stellungen  der  Kreisebenen  Parallelebenen,  welche 
die  Fläche  in  reellen  Kreisen  schneiden.  Der  zu 
der  Stellung  der  einen  (oder  anderen)  reellen  Kreis- 
ebene  konjugierte  Dnrehmess er  schneidet  nämlich 
das  y.  weise  haiige  Hyperboloid  in  zwei  reellen 
Punkten,  deren  Berührungsebenenjener  Kreisebene 
parallel  laufen.  Eine  zu  diesen  Berührungsebenen 
parallele  Ebene  wird  die  Fläche  in  einem  imagi- 
nären oder  reellen  Kreise  schneiden,  je  nachdem 
sie  diu  Endpunkte  des  konjugierten  Durchmessers 
trennt  oder  nicht  trennt.  Beim  Ellipsoid  gilt  das 
Umgekehrte;  auch  hier  trifft  derzueiner  (oderder 
anderen)  Stellung  der  Kreisebenen  konjugierte 
Durchmesser  die  Fläche  in  reellen  Punkten,  und 
eine  zu  der  Kreisebeue  parallele  Ebene  wird  das 
Ellipsoid  in  einem  reellen  oder  imaginären  Kreise 
schneiden,  je  nachdem  sie  die  Endpunkte  des  kon- 
jugierten Durchmessers  trennt  oder  nicht    trennt. 
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Die  vier  EiHlpuukte  der  zu  don  Stellungen  dor 
beiden  Kreisebeuen  konjugierten  Du  rcbmesser  sind 
die  Kreispunkte  derFläcbe.  Beim  ein  schal  igen  Hy- 
perboloid treffen  diese  konjugierten  Durchmesser 
die  Fläche  nicht;  es  giebt  keine  Kreispunkte,  son- 
dern alle  zu  den  Kreisebenen  parallelen  Ebenen 
schneiden  die  Fläche  in  reellen  Kreisen;  die  ima- 
ginäre Fläche  kann  natürlich  nur  in  imaginären 
Kreisen  geschnitten  werden. 

Wir  bemerken  noch  eine  sich  unmittelbar  ergebende  Eigen- 
schaft der  Kreise,  welche  auf  einer  Fläche  jF'^'  verlaufen. 
Legt  man  nämlich  durch  den  Mittelpunkt  W  der  Fläche  F'^'  eine 
beliebige  Durchmesser  ebene,  so  schneidet  dieselbe  die  Fläche 
F'^'  in  einem  Kegelschnitt  ffi<^',  dessen  Mittelpunkt  M  ist,  und 
die  beiden  durch  den  Mittelpunkt  TO  gelegten  Kreisebenen 
schneiden  die  i^*^>  in  zwei  gleichen  Kreisen,  weil  sie  durch 
eine  der  Hauptaxen  der  F^^'  gehen ;  sie  schneiden  daher  auch 
den  Kegelschnitt  ^^>  in  zwei  gleichen  Durchmessern.  Legen 
wir  jetzt  eine  zu  der  Durchmesserebene  parallele  Berührungs- 
ebene def-F'^',  so  ist  die  ihrem  Berührungspunkt  zugehörige 
Strahleninvolution  parallel  und  gleich  der  Strahleninvolution 
der  konjugierten  Durchmesser  des  Kegelschnitts  S'^';  die  Axen 
des  letzteren  siud  also  auch  parallel  den  Axen  der  Strahlen- 
invoiution  in  der  Berührungsebene ;  die  beiden  durch  den 
Berührungspunkt  gelegten  Kreisebenen  schneiden  mithin  die 
Berührungs ebenen  in  zwei  Tangenten,  welche  gleich  geneigt 
sein  müssen  zu  den  Axen  der  Sti-ahleninvolution,  weil  die 
gleichen  Durchmesser  eines  Kegelschnitts  gegen  die  Axen  des- 
selben gleich  geneigt  sind.  Wir  erhalten  daher  folgenden  Sata: 
Wenn  man  in  einer  Berührungsebene  einer 
Fläche  i^'si  die  beiden  Tangenten  an  den  Kreisen 
zieht,  welche  durch  den  Berührungspunkt  auf  der 
Fläche  verlaufen,  so  sind  die  Halbierungslinien 
von  Winkel  und  Nebenwinkel  zwischen  diesen 
beiden  Geraden  die  Axen  der  Strahleninvolution, 
welche  in  der  Berührungsebene  dem  Berührungs- 
punkte zugehört.*) 

*)  Vergl.  F.  Joachimetlial:  „Über  die  Normalen  der  Ellipse  und 
des  Bllipsoids",  Crelle's  Journal  Bd.  XXVI,  S.  172. 
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Es  bleibt  jetzt  iiocli  übrig,  die  vorgelegte  Frage  für  den 
Fall  der  Paraboloide  zu  beantworten.  Da  das  hyperbolische 
Paraboloid  Ton  jeder  Ebene  entweder  in  einer  reellen  Hyperbel 
oder  Parabel  geschnitten  wird  (S.  ^14),  so  kann  bei  demselben 
von  Kreis  schnitten  überhaupt  keine  Rede  sein.  Für  das  ellip- 
tische Paraboloid  haben  wir  zwar  schon  von  den  Fokal- 
parabeln  aus  die  Kreissclinitte  bestimmt  (S.  590),  wollen  aber 
hier  nochmals  unabhängig  davon  die  vorgelegte  Frage  beant- 
worten. 

Beim  elliptischen  Paraboloid  ist  die  unendiich-entfernte 
Ebene  «»  Berßhningsebene,  und  ihr  Berührungspunkt  ^1" 
der  Mittelpunkt  einer  elliptischen  Strahl eninvolntion  in  f», 
welche  von  allen  Paaren  konjugierter  Strahlen  durch  SR'" 
gebildet  wird.  Um  dieselbe  anschaulicher  zu  machen, 
denken  wir  uns  durch  diese  Strablenpaare  und  die  endliche 
Hauptase  a  des  Paraboloids,  deren  Beröhrungsebene  im 
Scheitel  ©  normal  auf  ihr  steht,  Ebenenpaare  gelegt,  die 
eine  Ebeneninvolution  durch  die  Äxe  ti  konstituieren,  welche 
mit  der  Strahl  eninvolntion  in  e«  perspektivisch  liegt,  in 
unserem  Falle  also  auch  elliptisch  ist  und  im  endlichen  Räume 
unserer  Anschauung  sich  nicht  entzieht. 

Diese  Ebenen  Involution  können  wir  auch  unabhängig 
von  den  unendlich-fernen  Elementen  dadurch  herstellen,  dafs 
wir  am  Scheitel  ©  des  Paraboloids  die  Berühi-ungsebene  t 
auffassen  und  die  in  derselben  liegende  Strahleninvolution, 
deren  Mittelpunkt  'S  ist,  und  die  aus  sämtlichen  Paaren 
konjugierter  Strahlen  durch  @  (in  Bezug  auf  das  räumliche 
Polarsystem)  gebildet  wird,  herstellen,  endlich  eine  mit  der- 
selben perspektivische  Ebeneuinvolutiou  durch  die  ß-Äxe 
legen. 

Da  nun  eine  beliebige  Ebene  e  die  Ebene  e«  in  einer 
Geraden  l^  schneidet,  für  welche  die  zugehörige  Punktinvo- 
lution durch  die  soeben  konstruierte  Ebeneninvolution  mit 
der  Axe  a  ausgeschnitten  wird,  und  die  Schnittkurve  von  e 
mit  F*^'  dann  und  nur  dann  ein  Kreis  sein  wird,  wenn  die 
Punktinvolution  auf  l^  die  imaginären  Kreispunkte  au  Doppel- 
punkten hat,  oder  die  Sfcrahleninvolution,  in  welcher  die  Ebene 
£  die  Ebenen  in  volution  [«]  schneidet  eine  orthogonale  iat, 
so    kommt    die   vorgelegte    Aufgabe    auf    folgende    zurück: 
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Durch  eine  gegebene  elliptische  Bbeneniiivolution 
[a]  eine  solche  Ebene  zu  legen,  dafs  die  Strahlea- 
involufcion  des  Durchschnitts  eine  orthogonale 
wird;  diese  Aufgabe  haben  wir  in  §  5  (S.  19)  gelöst  und  dort. 
gesehen,  dais  es  für  die  gesuchte  Ebene  nur  zwei  reelle 
Stellungen  giebt ,  die  symmetrisch  liegen  zu  einer  der  beiden 
Hauptebenen  der  gegebenen  Ebenen  in  voiution  mit  der  Äxe  a. 

Um  die  Stellungen  der  gesuchten  Kreisebenen  selbst  zu 
finden,  nehmen  wir  den  Scheitel  ©  des  elliptischen  Para- 
boloids  und  die  beiden  durch  die  a-Axe  desselben  gehenden 
Hauptebenen  [«i"]  und  [«c'°];  diese  schneiden  das  Paraboloid 
in  den  beiden  Parabeln  Spf^^  und  $*^^'^  ,  welche  gleichzeitig 
©  zum  Scheitel,  fj  und  f^  zu  Brennpunkten  haben;  und  zwar 
liegen  f^f^  auf  derselben  Seite  von  S;  da  sie  im  allgemeinen 
nicht  zusammenfallen  werden,  ao  wird  einer  der  beiden  Brenn- 
punkte der  Hauptschnitte  dem  Scheitel  näher  liegen,  als  der 
andere;  dieser  nähere  sei  f*. 

um  die  Ebenen  in  voiution  «  zu  ermitteln,  denken  wir 
uns  durch  irgend  einen  Punkt  o  dera-Axe,  welcher  in  dem 
Innern  der  beiden  Hauptparabeln  liegen  möge,  eine  Ebene 
normal  zur  M-Axe  gelegt;  diese  wird  das  Paraboloid  in  einer 
Ellipse  schneiden,  deren  Hauptaxen  die  beiden  Schnittlinien 
ij  und  l^  mit  den  Hauptebenen  [a6'°]  und  [ßc"]  sein  werden. 
Die  Potenzen  der  zugehörigen  Punktinvolutionen  oder  die 
Quadrate  der  Halhaxen  dieser  Ellipse  werden  bestimmt  ver- 
mittelst der  beiden  Hauptparabeln  ^f*„  und  ^'^'']„  ;  wir  er- 
halten nämlich  als  ihre  Werte: 

4  ©  ü  .  2  ts     und     4-  ©  0  .  i;  t  , 
und    aus    diesen  Werten    eigeben    sich    die   Richtungen    der 
gleichen  konjugierten   Durchmesser   dei    Ellipse;   bezeichnen 
wir  diese  durch  s  und  (  und  die  Wmkfl 

(s,  i„)  =  (i, ;,)  =  q.  , 

ao  ist: 

4©c.©f„           Sf, 
ts'  g»  =  ~ —  = ; 

bezeichnen  wir  zur  Abkürzung  die  Strecken: 
S  f  4  =  ö  ,       ©  f^  =  c , 
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SO  wird  der  Winkel  ip  bestimmt  durch  die  Bedingung: 

ts>-f . 

und  durch  den  Winkel  qi  werden  die  ßichtungeu  der  beiden 
gleichen  konjugierten  Durchmesser  s  und  (  der  Ellipse  be- 
stimmt, in  welcher  die  durch  o  normal  zur  a-AT(e  gelegte 
Ebene  das  Paraboloid  schneidet.     Die  beiden  Ebenenpaare: 

[([^f,],  [O'löl  uii<l  [(^f],  [af] 
sind  aber  zwei  Paare  konjugierter  Ebenen  der  gesuchten 
Ebeneninvolutiou  [«],  und  es  wird  nun  darauf  ankommen, 
durch  0  eine  Ebene  so  zu  legen,  dafs  sie  beide  Ebenenpaare 
in  je  zwei  Paaren  rechtwinkliger  Strahlen  schneidet.  Da  die 
beiden  Ebenen  [al^]  und  [al^'j  selbst  zu  einander  rechtwinklig 
sind,  so  kann  die  gesuchte  Ebene  nur  dann  dieselben  in  zwei 
rechtwinkligen  Strahlen  schneiden,  wenn  sie  durch  einen  der 
beiden  Strahlen  l/,  oder  l^  geht,  weil  l^  die  Normale  der  Ebene 
[ali^,  und  ^6  die  Normale  der  Ebene  [alc\  ist.  Jede  durch 
/c  gelegte  Ebene  schneidet  das  eine  Ebenenpaar  [alt,]  und 
[ois]  in  einem  Paar  rechtwinkliger  Strahlen,  und  es  ist  unter 
allen  durch  l^  gelegten  Ebenen  eine  solche  aufzusuchen,  welche 
auch  das  Ebehenpaar  [as]  uud  [n(]  in  einem  rechtwinkligen 
Strahlenpaare  schneidet.  Schneidet  diese  gesuchte  Ebene  die 
Ebene  [as]  in  dem  Strahle  w  und  die  Ebene  [al/,']  in  dem 
Strahle  x' ,  so  mufs  der  Winkel  (^^ ,  a;)  =  45",  also  auch  der 
Winkel  {xx')  =  if)"  sein.  Die  drei  Strahlen  a  x  x'  bilden 
also  ein  Dreikant,  in  weichem  der  Neigungswinkel 

([i'ic),  [«■»])  -  90«, 
der  Neigungswiiikei 

{[ax],  [ax'])  =  (p 
uüd  der  Kantenwiukel 

{x,x")==4:b'> 

ist;  für  dieses  rechtwinklige  Dreikant  gilt  bekanutlicb  die 
Beziehung: 

t%(x'.  x)  -  tg  (45«)  _  1  -  sin  (o,  a--)  .  lg  V  •); 


*)  In   der  That,  gehen   durch   eiueu  Strahl  |d6|   awei  -/.a  einander 
rechtwinklige   Ebenen,   und   legen  wir  in  einem  Punkte   a   der   ersten 
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bezeichnen   wir   daher   den 
80  folgt: 

sin*  1^  = 


esuchten  Winket   \a,  x")  =  i^, 


Ctgä  qj  =  --  ■ 

Durch  den  Winkel  -^  ist  in  der  Ebene  \al^  ein  Strahl 
x'  von  solcher  Beschaffenheit  ermittelt,  dafs  die  Ebene  ^qx'\ 
die  vorige  Ebenen  Involution  a  in  einer  orthogonalen  Strah- 
leninvolntion  schneidet,  d.  h.  die  Stellung  einer  Ebene,  welche 
das  Paraboloid  in  einem  Kreise  schneiden  mufs.  Da  der 
Winkel  ^  nach  beiden  Seiten  bin  angetragen  werden  kann, 
so  erhalten  wir  awei  Ebenen  durch  die  Gerade  l^,  welche  das 
Paraboloid  in  Kreisen  schneiden  und  symmetrisch  liegen  zur 
Hauptebene  \ac"'\.  Gehen  wir  in  gleicher  Weise  von  der 
Geraden  ij  aus,  so  würden  die  Stellungen  der  Kreisebenen 
zu  bestimmen  sein  durch  Strahlen  in  der  Ebene  [«?e]i  welche 
zu  der  (T-Äxe  unter  dem  Winkel  i//'  geneigt  sind,  der  zu  er- 
mitteln wäre  durch  die  Bedingung: 

sin^  ■^'  =  -^- ; 

da  aber  die  beiden  Strecken  h  und  c  im  allgemeinen  ver- 
schieden sind,  und  wir  &<c  angenommen  haben,  so  liefert 
nur  die  erste  Gleichung: 


Strahle  |ca|,  welche  die  erstt  Lbenu  m  dem 
Strahle  \<x%\  die  zucite  in  dem  Muhle  [6c| 
Bohneidet,  wo  c  em  Packt  dea  letzteien  iifc 
BO  wird,  weü  auf  der  Ebene  [o&a]  sowohl 
die  Ebene  [d6c],  ala  auch  die  Ebene  [abc] 
rechtwinklig  steht,  |bc|  Normale  der  Ebene 
[o6a]  sein,  folgJicli  haben  wir: 
a6.tg(6.ic)  =  bc, 
also,  wenn  wir  die  drei  Strahlen: 


üb=-e6.sin(a,  &) 
bc  =  ob.tg(6,i;) 
^(bac)  =  ([«&],[«c]), 
[■   das   an   der  Kante   S  rechtwinklige  Dreikant  a 
Igt: 

tg(ft,c)  =  6ia(Qi,&).tg([o6],  [ae]), 
-\  Tenle  Qebratich  gemacht  wurde. 
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sm-^  ip  =  — 

reelle  Werte  für  ijj,  wie  auch  die  Konstruktion  derselben 
zeigt  Sehlägt  man  nämlich  über  (3ft=  c  als  Durchmesser 
einen  Kreis  iti  der  Ebene  [ß^"],  errichtet  in  fj  ein  Perpen- 
dikel auf  der  a-Ase,  welches  den  Kreis  in  den  reellen  Punkten 
t)  und  vf  schneidet,  weil  ©fj  <  Sfs,  so  sind  die  beiden  Strah- 
len \\ct)\  und  |f^l)'|  gegen  die  a-Axe  uut«r  dem  Winkel  ^ 
geneigt,  und  die  Ebenen,  welche  diese  Strahlen  mit  der  Ge- 
raden /j  verbinden,  sind  die  gesuchten  Stellunffen  der  Kreis- 
ebenen für  das  elliptische  Paraboloid.  Bei  der  analogen  Kon- 
struktion in  der  andern  Ilauptebene  kann  das  Perpendikel 
den  Kreis  nicht  schneiden.  Es  ist  also  ip  derjenige  Winkel, 
welchen  die  durch  die  Gerade  l^  gehende  Kreisebene  x  mit 
der  Hauptebene  [«c"]  bildet,  und  wir  haben  für 

^  =  («,  [^^-]] 
die  Werte: 

sin'  i/i  ^  —  ;   cos^  ip  = ■ 

Die  Stellungen  der  beiden  reellen  Kreisebenen  schneiden 
die  un  endlich -entfernte  Ebene  £^  in  zwei  geraden  Linien  l^ 
und  l^\  durch  jede  derselben  geht  aufser  der  unendlich- ent- 
fernten Ebene  e^  selbst  noch  eine  zweite  Berührungsebene 
an  das  Paraboloid ;  diese  beiden  Berühruiigs ebenen  berühren 
das  Paraboloid  in  den  Kreispunkten  t  und  t',  welche  auf  der- 
jenigen Hanptparabel  liegen,  deren  Brennpunkt  (fj)  dem 
Scheitel  zunächst  liegt. 

Wenn  insbesondere  b  =  c  ist,  d,  h.  die  Brennpunkte  j^ 
und  fc  zusammenfallen,  so  vereinigen  sich  die  beiden  Stel- 
lungen der  Kreisebenea  zu  einer,  welche  normal  auf  der 
«'Axe  steht.  Das  Paraboloid  wird  daher  ein  Rotationspara- 
boloid ,  und  die  beiden  Kreispnnkte  fallen  in  den  Scheitel  des- 
selben hinein. 


§  67.    Die  Mac-CiUIagh'sche  und  die  Jaeobi'sehe 

Erzeuguugsart  der  Fläche  3.  O. 
Die  Pokalkegel  schnitte  und  die  Kreisschnitte  einer  Fläche 
2.  0.,  deren  Zusammenhang  wir  im  Vorigen  ei'mittelt  haben, 
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führen    zu    sehr   einfachen  metrischen   Beziehungen,   welche 
verschiedene  Erzeuguugsarten  der  Fläche  liefern. 

Die  Fokalkegelschnitte  einer  fläche  2.  0.  zeigen  nämlich 
in  einer  Hinsicht  einen  charakteristischen  Unterschied:  Die 
Stellungen  der  Kreisehenen  sind  normal  zu  der  Ebene  des 
einen  Fokaltegelsehnitts ,  nicht  normal  zu  den  Ebenen  der 
andern.  Wir  fassen  zuerst  einen  solchen  Fokalkegelsehnitt 
auf,  zu  dessen  Ebene  die  Kreisachnittebenen  nicht  normal 
sind;  dieser  ist  für  das  Ellipsoid  die  Ellipse  £^'  {8.  570)  oder 
derjenige,  welcher  nicht  die  Kreispunkte  der  Flache  enthält, 
beim  zweiaehahgen  Hyperboloid  die  Hyperbel  fi  J,  d.  h.  eben- 
falls derjenige  Fokalkegelsehnitt,  welcher  nicht  die  Kreis- 
punkte der  Hache  enthält;  beim  einachaligen  Hyperboloid,  wo 
die  Kreisschuitte  die  Richtung  der  «-Axe,  d.  h.  der  gröl'seren 
der  beiden  reellen  Axen  enthalten  (S.  617),  kanu  beliebig  einer 
der  beiden  Fokalkegelschnitte  S^f  oder  i?^'  gewählt  werden, 
weil  die  Kreisschnittebenen  zu  beiner  der  beiden  Ebenen  der- 
selben normal  sind;  beim  elliptischen  Paraboloid  ist  der  zu 
betrachtende  Fokalkegelsehnitt  die  Parabel  -PfL,  welche  nicht 
die  Kreispunkte  enthalt;  das  hyperbolische  Paraboloid  hat 
überhaupt  keine  eigentlichen  Kreisschuitte  und  soll  besonders 
behandelt  werden. 

Dieser  so  charakterisierte  Fokalkegelsehnitt  wird  der 
folgenden  Betrachtung  zu  Urunde  gelegt.  Es  sei  t  ein  be- 
liebiger Punkt  dieses  Fokalkegelschnittes,  t  die  Tangente  in 
demselben  und  t,  der  konjugierte  Strahl  zu  t  im  räundichen 
Polarsystem  der  J*^^>,  d.  h.  diejenige  Gerade,  welche  normal 
steht  auf  der  Ebene  des  Fokal kegel sehn ittea  in  dem  Punkte  t|, 
der  der  Pol  von  i  ist  in  Bezug  auf  den  Hauptkegelschnitt 
in  der  betrachteten  Ebene;  aus  der  Grundeigenachaft  des 
Fokalkegelschnittes  folgt,  dafs  der  Pulspunkt  des  aus  t,  auf 
t  herabgelassenen  Perpendikels  der  Berührungspunkt  ,t  ist; 
mitbin  wird  t,!  der  kürzeste  Abstand  zwischen  den  beiden 
rechtwinklig  zu  einander  gerichteten  Strahlen  t  und  t,  sein; 
femer  ist  i  die  Axe  einer  dem  räumlichen  Polarsystem  zu- 
gehörigen orthogonalen  Ebeueninvolution;  wenn  also  -yi  jl 
irgend  ein  Paar  konjugierter  Punkte  der  Pnnktiovolution  ist, 
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welche  dem  Strahle  t^  zugeliort,  so  ist  der  Mittelpunkt  der- 
selben t|  und 

t,v,  -tiyi  +  tt.D^^-O, 

mithin  der  Winkel  jritvi^SO";  auf  dem  Strahle  [t:,  t|  steht  also 
die  Ebene  \ty'i]  senkrecht.  Die  Punktinvolution,  welche  dem 
Strahle  i,  zugehört,  ist  demnach  immer  eine  elliptische,  weil 
ihre  Potenz  einen  negativen  Wert  hat.  Dies  ist  auch  un- 
mittelbar zu  erkennen,  denn  für  den  Fall  des  Eilipsoida  liegt 
die  Fokalellipse  £^^'  ganz  innerhalb  der  Hauptellipse;  die  Tan- 
gente t  an  ersterer  schneidet  also  die  letztere  in  einem  reellen 
Punktepaare;  die  Punktiiivolution  auf  t  ist  daher  hyperbolisch 
und  auf  der  konjugierten  Geraden  (,  notwendig  elliptisch. 
Für  den  Fall  des  zweischaligen  Hyperboloids  gilt  dasselbe; 
beim  einschaligen  Hyperboloid  dt^egen,  rang  der  betrachtete 
Fokalkegelschnitt  die  Fokaleliipse  E^J  oder  die  Fokalhyperbel 
.H'^'  sein,  liegt  er  beidemal  aufserhalb  des  zugehörigen  Haupt- 
kegelschnittes; die  Tangente  t  ist  daher  allemal  der  Träger 
einer  elliptischen  Punktinvolution ,  mithin  auch  (,. 

Ks  giebt  nun,  wie  wir  wissen,  zwei  bestimmte  Stellungen 
für  Ebenen,  welche  Kreise  aus  der  Fläche  F'-^^  ausschneiden; 
diese  Ebenen  sind  gleich  geneigt  gegen  die  Ebene  des  be- 
trachteten Fokalkegeischnittes ,  also  auch  gegen  die  Normale 
tf  derselben.  Nehmen  wir  eine  solche  Ebene  x,  welche  die 
j'(ä>  in  dem  Kreise  S<^'  schneidet,  und  möge  die  Ebene  k 
dem  Strahle  i,  im  Punkte  j:,  begegnen,  dann  ist  die  Polar- 
ebene des  Punktes  y,  in  Bezug  auf  F'-^^  die  Ebene 

und  diese  Polarebene  mufs  die  Polare  a;,  des  Punktes  jj  in 
Bezug  auf  den  Kreis  Ä'^'  enthalten.  Die  Ebene  1,  steht  aber 
normal  auf  dem  Strahle  l^itj,  wie  wir  oben  gesehen  haben; 
folglich  wird,  wenn  wir  aus  t  auf  a;,  das  Perpendikel  tt)i 
iallen,  dasselbe  der  kürzeste  Abstand  zwischen  den  beiden 
Strahlen  |):,t|  und  arj  sein;  daher  wird  auch  die  Ebene  [^^it^,] 
normal  sein  auf  dem  Strahle  x,,  und  der  Winkel  V|t*)i  *^'^'^ 
90"  betragen. 

Wir  haben  hiernach  folgende  räumliche  Figur: 

Eine  Ebene  x   enthält  einen  Kreis  B'-^,   einen  Punkt  j:, 
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und  dessen  Polare  x^  in  Bezug  auf  den  Kreis;  aus  j^  ist  auf 
die  Polare  a:,  das  Perpendikel  j:,  t),  herabgelassen,  welches 
daher  Durehmesser  des  Kreises  ^(^'  sein  mufs,  und  durch 
I  p,  t)i  I  eine  Ebene  norinai  zu  x  gelegt,  die  einen  Punkt  t  ent- 
hält, für  den  L  J|tl)i  =  öO"  ist;  d.  h.  t  liegt  auf  einem  zwei- 
ten Kreise,  dessen  Durchmesser  j:,!;,  ist,  und  dessen  Ebene 
aaf  der  Ebene  des  ersten  Kreises  normal  steht.  Solche  zwei 
Kreise  im  Räume,  die  sich  durehschlingeu ,  indem  ihre  zu 
einander  rechtwinkligen  Ebenen  sich  in  einer  Geraden  schnei- 
den, welche  Durchmesser  beider  Kreise  enthält,  deren  End- 
punkte einander  harmonisch  trennen,  bieten  eine  sehr  ein- 
fache elementare  Eigenschaft  dar,  von  welcher  wir  Gebrauch 
machen  wollen: 

Sind  n6  irgend  Bwei  Punkte  des  einen  Kreises 
und  a,  6,  irgend  zwei  Punkte  des  andern  Kreises, 
so  ist  allemal: 

ab,  -ba,  =  aa,  .  6&,  .*) 


*)  Zum  Beweise  dieser  Eigeuechaft 
der  Kreiatheorie; 

Ist   ein  KreiB  m'^'  gegeben ,   ab   eil 


Q  bekannte  Sätze 


)  ein  Durchmesser  desselben,  und 
sind  Qi  6i  zwei  konjugierfe  Punkte 
auf  demselben  (Fig.  40),  eo  wird 
irgend  ein  Paukt  x  des  Ereiaes,  mit 
a  b  Ol  bi  verbunden ,  vier  harmoni- 
sche Strahlen  liefern,  von  denen 
konjugierte  |rfli.  UbI  auf 
einander  Benkrecht  stehen  und  da- 
her Winkel  und  Nebenwinkel  zwi- 
schen den  andern  beiden  |jaij  und 
\xb\\  halbieren;  hierana  folgt  die 
BeBiehiing ; 


d.  h.  für  iille  Punkte  v  des  Kreises  konstant. 

Wenn   wir   über   ab   aJa  Durehmesaer  eine  Kugel  m 
so  wird  naitürlich  auch  filr  alle  Punkte  v  dieaer  Kugel 


aein.     Errichten  wir  In  der  Mitte 
loibil  in  der  Ebene  des   ersten  Kreiaea 
Punkt  0  desEelbeo,  so  ist: 


1,  bj  ein  Perpendikel  auf 
ehraen   einen  beliebigen 
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Wählen  wtv  daher  auf  dem  Kreise  S"'^*  zwei  beliebige  Punkte 
i;  f'  und  auf  dem  andern  Kreiae  die  funkte  t  und  j:, ,  so  folgt: 


d.  h.  die  Potenz  des  Punktea  c  in  Bezug  auf  den  Kreis  m  ist  gleich 
,  dem  Quadrat  des  Aljstandes  des  Punktes  d  vom  Punkte  oi  oder  6i- 
Wenn  wir  daher  um  m  mit  dem  Eadius  ma  ^  mb  und  um  o  mit  dem 
Radius  oa,  ^o&i  zwei  Kugelu  beechreiben,  so  müsseii  dieselben  aicli 
rechtwinklig  schoeideu,  Halteo  wir  die  erste  Kugel  m'^'  fest  und  ver- 
äudern  die  zweite  o'^',  indem  wir  o  auf  dem  Perpendikel  |no]  verändern, 
so  gehen  sämtliche  Kugeln  jj'^'  durch  einen  und  denselben  Kreia 
n'*',  dessen  Mittelpunkt  n  ist,  dessen  Radius  na,  =^  nt>i  ist,  und  dessen 
Ebene  auf  der  Ebene  [mno]  senkrecht  steht,  in  welcher  der  erste 
Kreia  m'^'  liegt. 

Wir  erhalten  daher  awei  Kreise  m'^'  und  n'^',  die  in  zwei  zu 
einander  rechtwinkligen  Ebenen  liegen,  und  bez.  ab  und  ajbi.  zu 
Durchmessern  haben ,  deren  Endpunkte  einander  harmoniauh  trennen. 
Nehmen  wir  nun  irgend  zwei  Punkte  v  und  i)  des  Kreises  m'^',  so  wird 
die  Verbindungeliuie  [rl]|  die  Gerade  (no|  in  einem  aolciien  Punkte  o 
treffen,  dafa 

ov  .  D^  =  Oflj  =  oBJ 

ist;  folglich  sind  v  0  zwei  konjugierte  Punkte  für  die  Kugel  o'^',und 
für  jede»  Punkt  Xt  dieaar  Kugel  wird  daher  — —  denselben  Wert 
haben.  Da  nun  alle  Kugeln  o'^'  durch  den  Kreia  n'"^'  gehen,  so  wird 
ir  irgend  zwei  Punkte  ):)  1),  dea  Kreisea  n'^'   nehmen,  die 


TlV.l|i«  =  Vi^-^lV, 
d.h.:  Wenn  man  irgend  awei  Punkte  dea  Ereiaes  m'^'  mit 
irgend  zweiPunkten  desKreises  n'"  zu  einem  windschiefen 
Vierseit  verbindet,  ao  ist  allemal  das  Rechteck  aus  zwei 
Gegenseiteu  gleich  dem  Rechteck  aus  den  beiden  andern 
Gegenseiten  dieses  Vierseits. 

Von  diesem  Satze  haben  wir  im  Teste  Gebrauch  gemacht. 
40* 
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weiiü  wir  lüalier  den  Punkt  j  beliebig  auf  dem  Kreise  S?**' 
verii.ndern,  so  bleibt  das  Verhältnis 

— —  =  konst. , 

d.  h.:  für  alle  Punkte  y:  des  Kreises  fl^'  bleibt  das 
Verhältnis  ihrer  Abstaade  von  dem  feateu  Punkte 
t  und  dem  festen  Punkte  y,,  in  welchem  die  Ebene 
des  Kreises  it''^)  der  Geraden  f,  begegnet,  von  un- 
verändertem Wert. 

Nun  giebt  es  durch  jeden  Punkt  j:  der  Fläche  F*^>  zwei 
Ebenen,  welche  aus  derselben  Kreise  ausaclineideu ;  diese  sind, 
wie  wir  wissen,  parallel  zwei  bestimmten  Stellungen,  welche 
gleich  geneigt  sind  gegen  den  Strahl  (j ;  wenn  die  Ebenen 
dieser  beiden  Kreisschuitte  den  Strahl  f,  in  y,  und  Q,  treffen, 
so  wird  j:y,  =  i:\)i  sein;    für  alle  Punkte  i:  des  einen  Kreises 

ist  das  Verhältnis  -^    konstant,   und   für    alle    Punkte   des 

1:1:1 
zweiten  Kreises  wird   aus   denselben  üriinden   das  Verhältnis 

-—  konstant  sein;  da  aber  für  die  s e m eins chaftli eben  Funkte 
dieser  beiden  Kreise  die  Konstante  denselben  Wert  hat,  weil 
):i,-j  =  y:1)^  ist,  so  hat  sie  auch  für  sämtliche  Punkte  beider 
Kreise  denselben  Wert.  Statt  des  ersten  Kreises  Jgi^'  können 
wir  jetzt  einen  beliebigen  andern  des  Büschels  nehmen,  wel- 
ches alle  in  parallelen  Ebenen  liegenden  Kreisschnitte  bilden, 
wofern  dieser  neue  Kreis  nur  den  dem  andern  Büschel  an- 
gehörigen  Kreis  schneidet,  und  von  den  Kreisen  des  einen 
Büschels  können  wir  in  dieser  Weise  zu  den  Kreisen  des 
andern  Büschels  durch  die  ihnen  gemeinschaftlichen  Punkte 
Übergehen,  immer  wird  das  Verhältnis  -^7-  denselben  konstan- 
ten Wert  behalten. 

Ob  aber  durch  diesen  nach  beiden  Seiten  hin  fortgesetzten 
Prozess,  durch  welchen  wir  zu  immer  neuen  Punkten  der 
Fläche  i*"'*)  gelangen,  auch  alle  Puukte  derselben  erhalten 
werden,  oder  ob  etwa  auf  i^'^*  noch  solche  Punkte  übrig 
bleiben,  welche  nicht  getroffen  werden  können,  bedarf  einer 
besonderen  Überlegung. 

Sind  P  und  l'^  die  beiden  unendlich-entfernten  Geraden, 
durch  weiche  sämtliche  Kreisebenen  gehen,  und  die  den  un- 
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endlich-entferatea  Punkt  der  &-Äxe  oder  c-Äxe  gemein  haben, 
so  können  wir  uns  ein  Büschel  von  Parallelebeneii  durch  l" 
denken,  welche  den  ganzen  Raum  erfüllen ;  in  jeder  derselben 
befindet  sich  ein  (reeller  oder  imaginärer)  Kreis,  der  der 
Fläche  J^i^'  angehört,  und  wir  können  durch  gehörige  Nähe- 
rung der  parallelen  Ebenen  die  Kreise  ß'^l  auf  der  Fläche 
einander  so  nahe  bringen,  wie  wir  wollen.  Diese  ganze  Schar 
von  Kreisen  S*^'  erfüllt  vollständig  die  Fläche  F^^\  und  durch 
die  Nullkreise  (Kreispunkte,  s.  o.)  findet  der  Übergang  von 
den  reellen  zu  den  imaginären  Kreisen  statt.  In  gleicher 
Weise  denken  wir  uns  durch  l'^  ein  Büschel  von  parallelen 
Ebenen  gelegt,  welche  auf  JF'^^i  eine  zweite  Schar  von  Kreisen 
Äj^'  aueschneiden,  die  ebenfalls  die  ganze  Fläche  erfüllen  und 
von  denen  auch  je  zwei  einander  so  nahe  gebracht  werden 
können,  als  wir  wollen.  (Vgl.  die  Brill' sehen  Modelle,  S.Ö74, 
Änm.)  Wir  haben  dadurch  auf  F'-^'  eine  doppelte  Schar  von 
Kreisen,  die  die  ganze  Fläche  in  Vierseite  zerschneiden,  die 
beliebig  klein  gemacht  werden  können  und  aus  Kreisbögen 
in  parallelen  Ebenen  gebildet  werden.  Von  diesem  doppelten 
Netz  von  Strafsen  auf  F'-^  durchkreuzen  sich  in  jedem  Punkte 
y  der  Fläche  je  zwei,  die  in  den  beiden  Ebenen  [j'i"]  und  [xifl 
liegen  und  den  Scharen  von  Kreisen  [^'^']  und  r^j^' 1  angehören. 
Denken  wir  uns  dieses  Stral'sennefz  gehörig  verengert,  so 
können  wir  von  einem  Punkte  eines  Kreises  S'^1  zu  einem 
gehörig  nahen  Kreise  derselben  Schar  immer  übergehen  auf 
einem  Kreise  ^|^  der  andern  Schar;  denn  legen  wir  durch 
einen  Punkt  j:  des  Kreises  S'^i  die  Ebene  [jr/Hf  "eiche  die 
i^l^'  in  einem  Kreise  j?J^'  achneidet,  und  gehen  wir  auf  diesem 
Kreise  von  j  zu  einem  unendlich  -  nahen  Punkte  ):'  fort,  so 
geht  durch  j'  ein  zweiter  Kreis  ^'^i  der  ersten  Schar,  wei- 
cher dem  vorigen  unendlich  nahe  liegt  in  der  Ebene  [):7"']; 
also  müssen  auch  umgekehrt  zwei  gehörig  nahe  Kreise  der 
einen  Schar  immer  gleichzeitig  von  einem  Kreise  der  andern 
Schar  getroffen  werden  können.  Hieraus  folgt,  dafs  man  von 
einem  behebig  gegebenen  Punkte  %  der  Fläche  F'^'  zu  einem 
beliebigen  andern  Punkte  33  derselben  immer  gelangen  kann, 
indem  man  suecessive  nur  die  Strafsen  und  Querstrafsen  (Ä™ 
und  Äf )  des  obigen  Netzes  durchläuft.    Denn  legt  man  durch 
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2t  und  SB  zwei  Kreise  Ä<^',  die  in  paralleleu  Ebenen  liegen, 
uud  teilt  den  Raum  zwischen  diesen  beiden  parallelen  Ebenen 
durch  neue  parallele  Ebenen  so  enge,  dafs  die  in  je  zwei  auf 
einander  folgenden  Ebenen  enthaltenen  Kreise  S'^'  allemal 
wenigstens  von  einem  Kreise  Sj '  der  andern  Schar  gleich- 
zeitig getroffen  werden,  dann  ist  ersichtlich,  dafs  man  nur 
durch  Strafsen  und  Querstrafsen  des  hergestellten  Netzes  Yon 
%  nach  S  gelangen  kann ;  auf  die  Mannigfaltigkeit  der  Aus- 
wahl oder  die  Kürze  des  Weges  kommt  es  hierbei  nicht 
weiter  an,  sondern  nur  auf  die  Möglichkeit  eines  solchen 
gebrochenen  Weges.  Da  aber  auf  diesem  Wege  das  Ver- 
hältnis  —  niemals  seinen  Wert  ändern  kann ,  indem  es  auf 

XXi 

einem  der  Kreise  ^1^'  oder  S^^'  seinen  "Wert  behält  und  für 
die  gemeinsamen  Punkte  zweier  solchen  Kreise  denselben 
Wert  besitzt,  so  hat  es  auch  für  den  beliebigen  Punkt  %  der 
FI2>  denselben  Wert,  wie  für  den  Punkt  iß,  d.  h.  bleibt  für 
alle  Punkte  der  Fläche  konstant. 

Dies  Eaisonnement  behält  seine  Kraft,  solange  man  von 
dem  durch  5t  gehenden  Kreise  S<^'  zu  dem  durch  Si  gehen- 
den Kreise  derselben  Schar  durch  eine  lieihe  von  kontinuier- 
lich einander  folgenden  reelleu  Kreisen  derselben  Schar  über- 
gehen kann ,  d.  h.  solange  31  und  "iS  auf  derselben  Schale  der 
Fläche  F'^  liegen,  also  für  das  Ellipsoid,  das  einsehalige 
Hyperboloid  und  das  elliptische  Paraboloid;  für  das  zwei- 
schalige  Hyperboloid  aber  nur  dann,  wenn  %  und  iß  auf 
derselben  Schale  desselben  liegen;  es  wäre  also  immerhin  die 
Möglichkeit  nicht  ausgeschlossen,  dafs  das  Verhältnis  -^ 
für  jede  der  beiden  Schaieu  des  zweischaligen  Hyperboloids 
einen  andern  konstanten  Wert  bes'afse.  Dafs  dies  in  der 
That  nicht  der  Fall  ist,  erkennen  wir  leicht  aus  zwei  beson- 
deren Punkten,  die  auf  den  beiden  Schalen  Hegen. 

Betrachten  wir  beim  zweischaligen  Hyperboloid  die  [ac]- 
Ebene,  in  welcher  die  Fobalhyperbel  H^J  ganz  innerhalb  der 
Haupthyperhel  ^'■^^  liegt.  Hier  haben  die  beiden  Stellungen 
der  Kreisebeneu  die  Richtung  der  c-Axe  gemeinschaftlich, 
Ist  nun  t  ein  beliebiger  Punkt  der  Pokalhyperbel  und  t  seine 
Tangente,  femer  t,  der  Pol  der  Geraden  t  in  Bezug  auf  die 
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Haupthjperbel  §[^^>,  und  (,  das  in  t,  auf  der  jac]-Ebene  er- 
richtete Perpendikel,  so  sind  t  und  i,  konjugierte  Strahlen 
und  tt,  ihr  kürzester  Abstand,  Ziehen  wir  durch  den  Punkt 
ti  in  der  [ac]-Ebene  eine  Parallele  zur  a-Axe,  d.  h.  der 
reellen  Axe  der  Hyperbel  §J^*^,  so  mufs  dieselbe  der  Hyperbel 
in  zwei  reellen  Punkten  f  und  1)  begegnen,  die  auf  verschie- 
denen Zweigen  der  Haupthyperbel,  also  auch  auf  verschie- 
denen Schalen  des  Hyperboloids  liegen.  Um  für  diese  beiden 
Punkte  y  und  t)  die  zugehörigen  Werte  des  obigen  Verhält- 
nisses zu  ermitteln,  müssen  wir  die  parallelen  Ebenen  [l"):] 
und  [^i)]  legen,  welche  ij  reap.  in  jr,  und  i),  treffen;  da 
nun  in  unserem  besonderen  Falle  die  Geraden  |;[i)|  und  t, 
sich  in  t,  begegnen,  also  in  einer  Ebene  liegen,  so  schneidet 
dieselbe  die  beiden  vorigen  Parallel  ebenen  in  zwei  parallelen 
Geraden;  folglich  ist  \%%j\  parallel  l^l),],  und  wir  haben  das 
Verhältnis : 

ferner  ist  die  Gerade  \yt)\  die  Trägerin  einer  zugehörigen 
Punktinvolution,  deren  Doppelpunkte  j:  und  i)  sind,  und  für 
welche  der  Punkt  t,  und  der  Schnittpunkt  mit  (  konjugierte 
Punkte  sind,  weil  t,  und  t  Pol  und  Polare  in  Bezug  auf  die 
Hyperbel  ^^^  sind.  Da  die  Doppelpunkte  einer  Involution 
durch  ein  Paar  konjugierter  Punkte  harmonisch  getrennt 
werden,  so  sind  auch  die  von  t  nach  diesen  Punkten  hin- 
gehenden Strahlen  harmonisch;  der  Strahl  |tt,l  steht  aber 
rechtwinklig  auf  dem  Strahle  (,  wie  wir  wissen ;  daher  werden 
diese  beiden  Strahlen  Winkel  und  Nebenwinkel  zwischen  den 
beiden  andern  Strahlen  |f):|  und  |tl)|  halbieren,  also  gilt  die 
Gleichheit  der  Verhältnisse : 

Dt,         t>t  ' 
und  hieraus  folgt  nach  dem  Obigen: 

^£!-  =  21       oder       -^ ^- , 

d.  h.  für  die  beiden  Punkte  j:  und  \j,  welche  auf  verschie- 
denen Schalen  des  Hyperboloids  hegen,  hat  das  frühere  Ver- 
hältnis denselben  Wert;  es  behält  daher  nach  dem  Obigen 
für    sämtliche   Punkte  des   zweisehaligeu   Hyperboloids   den- 
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selben  Wert,  und  wir  können  nun  die  Gültigkeit  des  all- 
genieinea  Satzes  behaupten : 

Wenn  ein  fester  Punkt  t,  eine  feste  Gerade  i, 
und  eine  derStellung  nach  unveränderliche  Ebene 
sc  (und  gleichzeitig  die  mit  ihr  symmetrische  Stel- 
lung X,  in  Bezug  auf  die  Gerade  (, )  gegeben  sind» 
so  ist  der  Ort  eines  Punktes  x>  dessen  Abstand  von 
dem  festen  Punkte  l  zu  seinem  Abstand  von  dem- 
jenigen Funkte  j:,,  in  welchem  eine  durch  j:  zu  der 
gegebenen  Stellung  parallele  Ebene  die  feste  Ge- 
rade (j  trifft,  in  einem  konstanten  gegebenen  Ver- 
hältnisse steht: 

— —  =  konst. , 
tti 

eine  Oberfläche  2.  0.  F^K")  Der  feste  Punkt  t  liegt  auf 
einem  der  Fokalkegelschnitte  der  Fläche  F*^'  und  zwar  auf 
einem  solchen,  'der  nicht  die  Kreispunkte  der  Fläche  ent- 
hält, die  feste  Gerade  (,  steht  rechtwinklig  auf  der  Ebene 
dieses  Fokalkegelschnitts  in  demjenigen  Punkte  t, ,  welcher 
der  Pol  der  Tangente  des  Fokalkegelsehnitts  im  Punkte  t 
ist  in  Bezug  auf  den  in  derselben  Ebene  liegenden  Haupt- 
kegelschnitt, und  die  beiden  festen  Stellungen  sind  diejenigen 
der  Kreisscbnittebenen  der  Fläche  F'-^\ 

Die  Konstante  des  Verhältnisses,  welche  für  beide  gegen 
tj  gleich  geneigten  Ebenen  der  Kreisschnitte  denselben  Wert 
hat,  läfst  sich  noch  naher  bestimmen  dadurch,  dafs  wir  durch 
den  Punkt  t  und  die  Gerade  (j  eine  Ebene  legen;  dieselbe 
schneidet  die  Fläche  -F<^*  in  einem  Kegelschnitt,  für  welchen, 
wie  wir  gesehen  haben,  t  ein  Brennpunkt  und  t,  die  Polare 
desselben,  d.  h.  die  zugehörige  Leitlinie  .ist.  Für  jeden  Punkt 
j  dieses  Kegelschnitts  ist  bekanntlieh  das  Verhältnis  seiner 
Abstände  von  t  und  von  f,  unveränderlich. 

Bezeichnen  wir  dies  konstante  Verhältnis  durch  A  und 
den  gesuchten  Wert  der  ursprünglichen  Konstante  durch  ft, 
so  läfst  sich  ft  leicht  durch  X  ausdrücken.  Nennen  wir  « 
die  Normale  im  Punkte  t  des  Fokalkegelschnitts,   d.  h.   eine 


*)   Mac-CulUgh:   Proceedings   of  the   K.  Irish   Aoad.    Bd.  11, 
p.  44fi, 
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Hauptaxe  des  Kegelschnitts,  in  welchem  die  Ebene  [t(|]  die 
i*"'^!  schneidet,  und  s  die  Schnittlinie  der  Ebene  [t(j]  mit 
einer  Kreissclinittebene,  so  wird 

^  ==  X  -  cos  (m,  s) 
sein.     Fügen  wir  noch    die   Durchschnittsliiiie  r   der  Ebene 
des  Fokal  kegeis  ehnitts  mit    der   Kreisschnittebene  hinzu,   so 
bilden  die  drei  Richtungen  n  s  r,  nach  dem  Mittelpunkt  der 
Fläche  parallel  verschoben,  ein  Dreikant,  bei  welchem 
[rn],  die  Ebene  des  Fokal kegej Schnitts,  und 
-  [ns],  parallel  der  Ebene  [tt^], 
auf  einander  rechtwinklig  stehen,  d.  h.  es  ist  der  Neigungs- 

""'"''•  ([»r],  [«»])  =  90», 

ferner: 

[rs\  parallel  einer  Kreisschnittebene , 
also  der  Neigungswinkel  ([m],  \rs])  =  <p  derjenige,   welchen 
die  Kreisebene  mit  der  Ebene  des  Fokalkegelschnitts  bildet. 
Hiernach  gilt  die  Relation: 

tg  (m,  s)  ==  sin  (r,  n)  .  tg  qu , 
und  wir  erhalten: 


Setzen  wir  jetzt,   um   die  Begriffe   zu   fixieren,   den  Fall 
des  Ellipaoids  voraus,  so  ist  (S.  614): 
j  P„(Pj-P„) 

cos  fp  =  -jr'fp^p^; 

ferner  ist  r  die  &-Axe  der  Fläche  F*^l  und  n  ein  Durchmesser 
der  Fläche  in  der  [ffl6]-Ebene  parallel  der  Geraden  j  tt,],  den 
wir  mit  d  bezeichnen  wollen,  also: 

(r,  k)=.90"  ~{d,a). 
Wir  erhalten  daher: 

[  ^.(f  „  -  P,)  cos'(d, «)  +  f  „  (P^  --  P,)  Biu'jd.  «)i 


A=  =  H-^ 


P„  (P;  —  P,) 
cos^d,a)   _    sin'  (d,  a)  1 


Bezeichnen  wir  nun  mit  Pd  die  Potenz  der  Punktinvo- 
lutiou  auf  dem  Durchmesser  d,  so  ist  bekanntlich  (S.  521): 
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1     _  cos^  (d,a)     ,     8in'(d,  a) 
also: 

Das  ÄbstandsTerhältnis  i  für  den  Kegelschnitt,  in  welchem 
die  Ebene  [ttj]  die  i^<^'  schneidet,  ist  bekanntlieh  nur  ab- 
hängig von  dem  Verhältnis  der  Hanptaxen  dieses  Kegel- 
schnitts, und  die  durch  den  Mittelpunkt  der  J^'*'  parallel  zur 
Ebene  [t^i]  gelegte  Ebene  schneidet  die  i*'!^'  in  einem  Kegel- 
schnitt, welcher  dasselbe  Äxen Verhältnis  hat.  Diese  Axen 
sind  der  Durchmesser  d  und  die  Hauptaxe  c,  folglich  ist: 


und  demnach  erhalten  wir  für  unsere  Konstante  den  Wert: 


d.  h, ;  Der  konstante  Wert  ftist  unabhängig  von  der 
Wahl  des  Punktes  t  auf  dem  betrachteten  Fokal- 
kegelschnitt. 

Die  gleiche  Rechnung  liefert  beim  z weischal igen 
Hyperboloid,  wo  der  betrachtete  Fokalkegelschnitt  in  der 
[fflcj-Ebene  liegt  und  die  Kreisebene  durch  die  c-Äxe  geht, 
den   Wert  der  Konstanten: 


wie  wir  aus  der  blofsen  Vertauschung  der  b-  und  c-Axe  er- 
kennen. 

Beim  einschaligen  Hyperboloid   dagegen,    wo   die 
Kreisebene  durch  die  a-Äxe  geht,  erhalten  wir: 

1)  wenn   der  Fokal kegelschnitt  (E^^l)    in   der    [«?)]- Ebene 
Hegt,  den  Wert  der  Konstanten: 


f  =- 


2)  wenn  der  Pokal  kegelschnitt  (Hai)    in    der    [dc]- Ebene 
liegt,  den  Wert  der  Konstanten: 
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Für  den  Fall  des  'eliiptiaclien  Paraboloids  läfst 
uns  die  vorige  Betrachtuug  im  Stich,  weil  der  Mittelpunkt 
desselben  im  üii endlichen  liegt;  die  zu  betrachtende  Fokal- 
parabel (-P^^„)  liegt  hier  in  der  [fflc"]-Bbene,  und  wir 
haben  (8.  623): 

.;  C~    b 

WO  e  und  b  die  Abstände  der  Brennpunkte  fc  und  fj  in  den 
beiden  Hauptparabeln  von  dem  Scheitel  des  Paraboloids  be- 
zeichnen, und  c  >  ff  ist.  Eine  Kreisebene  des  elliptischen 
Paraboloids  schneidet  die  Ebene  der  Fokalparabel  (fJl=o)  ^° 
einer  Geraden  r,  welche  auf  der  Parabelaxe  a  senkrecht  steht, 
also  ist: 

(r,  n)  =  90"  ~  («,  a) , 
und  wir  erhalten; 

''  =  "'•  |^^"¥"-"'l- 

um  das  Abs  tan  da  Verhältnis  l  zu  bestimmen,  legen   wir 
durch    den    Brennpunkt   fe   eine    Ebene    parallel   zur   Ebene 
[ty;   beide  Ebenen  schneiden  die  F'^l   in 
ähnlichen  Kegelschnitten,  welche  dasselbe 
Äxenverhältnis ,  also  auch  denselben  Wert 
von   X   haben.      Diese  Kegelschnitte    sind 
Ellipsen;  für  diejenige  Ellipse,  welche  in 
der  durch  fc  parallel   zur  Ebene  [it^]  ge- 
w  a=-i\^   legten  Ebene  enthalten  ist,  wird  die  Schuitt- 
^*"  linie    dieser    Ebene    mit    der   Ebene    der 

Fokalparabel   eine  Hauptase  seih,  welche 
der  Leitlinie  der  Hauptparabel  ''^^^l^  in  q 
begegnen    möge    (Fig."  41),    der    Parabel 
selbst    in     dem    Punktepaare    ^j  p',    deren 
Mitte  m  der  Mittelpunkt  der  betrachteten  Ellipse  ist.    Fällen 
wir  aus  m  das  Perpendikel   mr  auf   die   Leitlinie,    so   folgt 
aus  bekannten  Parabeleigenschaften: 

inp  =  mr;         -  -  =  —^  =  sin'(«,  a). 

Die  in  den  Punkten  fc  und  m  auf  der  Ebene  der  Parabel 
errichteten   Perpendikel    treffen  das  Paraboloid    in    Punkten 
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mn'  [n,  a) 

c  —  b. 

—  sin' 

(n, 
a) 

a) 
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der  betrachteten  Durchschnittsellipse ,  und  die  Quadrate 
dieser  parallelen  Sehnen  verhalten  sich  wie  — —  =  sm'^{n,a)] 
das  in  m  errichtete  Perpendikel  ist  aber  die  zweite  Äxe  dieser 
Ellipscj  bezeichnen  wir  mit  äa  und  2ß  die  Hauptaxen  der- 
selben, so  ist: 

sin'(n,  a)' 
und  da  das  in  f^  errichtete  Perpendikel  leicht  bestimmt  wird 
durch   die   Hauptparabel    $J,^j^  (nämlich  sein  Quadrat  ist  46  c), 
so  folgt: 


und  demnach: 


und  daraus  folgt  dann  der  Wert  unserer  Konstanten: 

.,        c  —  b 
/t   =  ■  — — ■ , 

ebenfalls  unabhängig  von  der  Wahl  des  Punktes  t  auf  der 
Fokaiparabel. 

Es  bleibt  jetzt  noch  übrig  die  Untersuchung  des  hy- 
perbolischen Paraboloids,  welches  im  Vorigen  aus- 
geschlossen war. 

Das  hyperbolische  Paraboloid  lafet  nämlich  überhaupt 
keine  ebenen  Schnitte  zu,  welche  eigentliche  Kreise  sind;' 
an  deren  Stelle  treten  vielmehr  solche,  die  in  Linieupaare 
i'.erfaUea,  von  denen  je  ein  Teil  eine  unendlich  -  entfernte 
Gerade  ist;  ein  solches  besonderes  Linienpaar  kann  in  ge- 
wissem Sinne  als  ein  degenerierter  Kreis  (mit  unendlich- 
groTsem  Radius)  aufgefafst  werden.  Nennen  wir  (S.  211) 
die  beiden  unendlich-entfernten  Geraden  T  und  g"  auf  dem 
hyperbolischen  Paraboloid,  so  schneiden  alle  Ebenen,  durch 
l"^  gelegt,  dasselbe  in  den  Geraden  g-''  der  einen  Regelschar, 
und  alle  durch  g'°  gelegten  Ebenen  in  den  Geraden  l^  der 
andern  Regelscbar.  Diese  beiden  Büschel  von  Parallel  ebenen 
sind  gleich   geneigt  zu  den  beiden   Hauptebenen    des   Para- 
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boloids,  deren  Stellungen  die  Neigungswinkel  zwischen  den 
Stellungen  jener  Parallelebenen  halbieren. 

Nehmen  wir  auf  einer  der  beiden  Fokalparabeln  (S.  585) 
einen  beliebigen  Punkt  t  an  und  ziehen  in  demselben  die 
Tangente  i  der  Fokalparabel,  so  ist  t  die  Axe  einer  ortho- 
gonalen Ebeneninvolation ,  welche  ihr  in  dem  räumlichen 
Polarsyatem  zugehört,  dessen  Kern  das  Paraboloid  ist.  Die 
Gerade  t  ist  zugleich  die  Trägerin  einer  elliptischen  Punkt- 
involution, weil  sie  die  Hauptparahel  in  derselben  Haupt- 
ebene, in  welcher  die  betrachtete  Fokalparabel  liegt,  nicht 
treffen  kann ;  denn  die  mit  der  Hauptpai'abel  konfokale  B'okal- 
parabel  liegt  ganz  aufserhalb  derselben.  Die  zu  t  konjugierte 
Gerade  (,  mul's  daher  auch  die  Trägerin  einer  elliptischen 
Punktinvolution  sein.  Wir  erhalten  i,,  indem  wir  von  der 
Geraden  (  den  Pol  ij  aufsuchen  in  Bezug  auf  die  Haupt- 
parabel und  in  t,  ein  Perpendikel  auf  der  betrachteten  Haupt- 
ebene errichten;  t  und  (,  sind  also  rechtwinklig  zu  einander 
gerichtet  und  ihr  kürzester  Abstand  ist  tt,.  Die  Potenz  der 
elliptischen  Punktinvolution  auf  t,  ist  aber  ^  —  (tt|)'f 
weil  tj  der  Mittelpunkt  derselben  ist,  und  die  zu  t  zugehörige 
Ebeneninvolution  eine  orthogonale  ist,  wie  bereits  oben  aus- 
geführt wurde. 

Legen  wir  nun  dueh  V  eine  beliebige  Ebene,  welche 
das  Paraboloid  aul'ser  in  i"  in  einer  Geraden  g  schneidet, 
der  Geraden  i,  aber  in  dem  Punkte  p,  begegnet,  so  wird 
die  Polare  des  Punktes  j:,  in  Bezug  auf  den  aas  dem  Linien- 
paar i*  und  g  bestehenden  Kegelschnitt  dadurch  erhalten, 
dafs  wir  in  der  Ebene  [l'^g]  eine  Parallele  zu  g  ziehen,  die 
in  der  andern  Halbebene  von  g  soweit  absteht,  wie  y.^  in  der 
einen  Halbebene;  nennen  wir  diese  Gerade  g',  so  erhalten 
wir  g'  dadurch,  dafs  wir  aus  ):^  das  Perpendikel  auf  g  fäJteu, 
dasselbe  um  sich  selbst  verlängern  und  durch  den  Endpunkt 
eine  Parallele  zu  g  ziehen.  Diese  Polare  g'  des  Punktes  j:, 
muTs  offenbar  in  der  Polarebene  des  Punktes  ):,  liegen;  also, 
da  c,  auf  t^  liegt,  und  daher  diese  Polarebene  durch  t  gehen 
mufs,  so  wird  g'  in  derjenigen  durch  t  gelegten  Ebene  sich 
befinden,  welche  normal  ist  auf  der  Ebene  [(jj],  denn  die 
der  Geraden  (  zugehörige  Ebenen  Involution  ist  eine  ortho- 
gonale. 
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Wir  haben  also  folgende  räumliche  Figur:  Durch  eine 
Gerade  t  geht  eine  Ebene  [ty^]  und  eiLie  zweite  zu  ihr  recht- 
winklige Ebene;  in  dieser  ist  enthalten  eine  Gerade  g'  und 
in  der  Ebene  [ß'j:,]  ist  eine  Goiadc'  g  enthalten,  die  zu  g' 
parallel  ist  und  ebenso  weit  absteht  von  g',  wie  von  dem 
Punkte  X, ;  folglich  mufs  g  in  einer  Ebene  liegen,  die  gleich- 
falls rechtwinklig  ist  zur  Ebene  [tf,]  und  gleich  weit  absteht 
von  dem  Punkte  p,  und  der  Geraden  t;  da  aber  das  aus  j:, 
auf  i  herabgelassene  Perpendikel  zum  Fufspunkte  den  oben 
genannten  Punkt  t  hat  (weil  t  und  (j  selbst  zu  einander 
rechtwinklig  gerichtet  sind  und  ihre  kürzeste  Entfernung 
tt|  ist),  so  werden  alle  Punkte  der  zuletzt  konstruierten 
Ebene  von  f,  und  t  gleich  weit  abstehen,  folglich  auch  alle 
Punkte  der  Geraden  g,  die  in  ihr  liegt,  d.  h.  das  Verhältnis 
der  Abstände  irgend  eines  Punktes  j  der  Geraden  g  von  den 
Punkten  t  und  j:,   ist: 

Was  wir  hierdurch  für  die  beliebige  Erzeugende  g  der 
einen  Regelschar  des  Paraboloida  nachgewiesen  haben,  gilt 
natürlich  ebenso  für  alle  andern  Erzeugenden  derselben  und 
in  gleicher  Weise  für  sämtliche  Erzeugende  der  anderu  B.egel- 
schar,  die  wir  erhalten ,  wenn  wir  das  Büsche!  von  Parallel- 
ebenen durch  y"  legen;  es  gilt  also  überhaupt  für  jeden 
Punkt  j:  des  hyperbolischen  Paraboloids,  und  wir  haben  daher 
folgenden  Satz: 

Wenn  ein  fester  Punkt  t,  eine  feste  Gerade  t, 
und  eine  der  Stellung  nach  unveränderliche  Eb ene 
x  (sowie  die  mit  ihr  symmetrische  Stellung  jt,  in 
Bezug  auf  die  Gerade  t,)  gegeben  sind,  so  ist  der 
Ort  eines  Punktes  >•,  dessen  Abstand  von  dem 
festen  Punkte  t  gleich  ist  seinem  Abstand  von  dem- 
jenigen Punkte  y^,  in  welchem  eine  durch  ):  zu  der 
gegebenen  Stellung  parallele  Ebene  die  feste  Ge- 
rade  t,  trifft,  d.  h. 


ein  hyperbolisches  Paraboloid.     Der  feste  Punkt  t  ist 
dabei   ein  beliebiger  Punkt   einer   der   beiden  Fokalparabeln 
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des  Paraboloids,  die  feste  Gerade  t,  steht  rechtwinklig  auf 
der  Ebene  dieser  Fokalparabel  in  demjenigen  Punkte  t,, 
welcher  der  Pol  der  Tangente  der  Fokalparabel  im  Punkte  t 
ist  in  Bezug  auf  die  in  derselben  Ebene  Hegende  Hauptparabel, 
und  die  beiden  festen  Stellungen  sind  diejenigen,  welche 
durch  die  beiden  unendlich-entfernten  Geraden  l"  und  3"  des 
hyperbolischen  Paraboloids  bestimmt  werden.  Wir  finden 
also  diese  Eigenschaft  des  konstauten  Abstauds Verhältnisses 
auch  für  das  hyperbolische  Paraboloid  bestätigt. 

Bezeichnen  wir  den  Wert  dieses  konstanten  Äbstands- 
yerhältnisses ,  welchen  Mac-OuHagh  den  „Modul"  für  diese 
Erzeugungsart  der  b'läche  F^^'  nennt,  durch  (t,  einen  Wert, 
welcher  unabhängig  ist  von  der  Wahl  des  Punktes  t  auf  dem 
Fokalkegelschnitt,  ao  ergieht  sieh  hieraus  leicht  eine  neue 
Erzeugungsart  der  Fläche*),  indem  wir  drei  beliebige  Punkte 
tt't"  der  betrachteten  Fokalkurve,  ihre  Tangenten  tt'f  und 
die  zu  ihnen  konjugierten  Strahlen  tifit'i  nehmen,  welche 
letztere  auf  der  Ebene  des  Fokalkegelschnitts  rechtwinklig 
stehen,  also  die  Kanten  eines  geraden  dreiseitigen  Prismas 
bilden. 

Dann  ist  für  irgend  einen  Punkt  p  der  Fläche  F*^': 

it    =  ft  .  TVi 
ff   =  (i  .  VV'i 

Tt-'  =  fi .  ni, 

und  es  bedeuten  ):i),"ifi  diejenigen  drei  Punkte,  in  welchen 
die  durch  x  zu  einer  der  Kreisebenen  parallel  gelegte  Ebene 
die  drei  Kauten  tit',t'i  des  eben  erwähnten  Prisnias  schneidet; 
wie  sich  nun  auch  die  Transversal  ebene  parallel  einer  der 
Kreisebeiien  verschieben  mi^,  immer  wird  sie  aus  dem  festen 
Prisma  ein  Dreieck  i-'iyiv'i'  von  unveränderter  Gestalt  und 
Grötse  ausschneiden,  also  ein  Dreieck,  welches  wir  uns  ein 
für  alle  Mal  in  einer  beliebigen  Ebene  e  festlegen  können; 
der  Punkt  x  liegt  dann  in  dieser  Ebene  auf  einem  bestimmten 
Kreise.  Wir  können  uns  nun  eine  dieser  ganzen  Figur  ähn- 
liche Figur  denken,  indem  wir  alle  linearen  Dimensionen  der- 

•)  Wie  Townaeuil,  Cambridge  aad  Dublin  Math.  Journ.  Bd.  III, 
p.   1&4,  gezeigt  hat. 
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&elbea  in  dem  Verhältnisse  (i :  1  verändern;  dadurcli  erhalten 
wir  ein  dem  festen  Dreieck  Fij:ij:i'  ähnliches  Dreieck  l)|l.)il)'i 
und  einen  auf  einem  Kreise  liegenden  veränderliehen  Punkt 
H,  für  welchen: 

Ft   =1)1), 

yr  =  i)t)'; 

ist.  Verändern  wir  jetzt  die  der  Kreisebene  parallel  gelegte 
Ebene  kontinuierlich,  so  bleibt  das  Dreieck  l)il)il)i'  in  der  Ebeue 
£  uuverändert,  während  der  Kreis,  den  X)  durchläuft,  sich 
kontinuierlich  verändert  und  ein  gewisses  Stück  der  Ebene  e 
hedeckt.  Die  Punkte  j:  der  Fläche  i^'^>  werden  dadurch  auf 
die  Punkte  l)  der  Ebene  f  abgebildet,  und  wir  erhalten  umge- 
kehrt die  von  Jacobi*)   aogegebene  Konstruktion  der  F'^>: 

Werden  im  Räume  drei  feste  Punkte  t  f  t"  und 
irgend  drei  andere  jenen  beziehlich  entsprechende 
feste  Punkte  l)i  t)i  ^T  in  einer  Ebene  b  angenommen, 
verändert  man  einen  Punkt  t)  in  dieser  Ebene  und 
bestimmt  einen  ihm  entsprechenden  Punkt  v  im 
Räume  so,  daTs  die  Entfernungen 

ti1)i  =  lv;    ?9;  =  t');;     \itf:  =  t"v 
werden,    dann   wird   der   Pankt    j:   eine   Oberfläche 
zweiter     Ordnung     beschreiben,     für    welche     tt't' 
drei  Punkte  eines  t'okalkegelschnitts  sind. 

Diese  Konstruktion  enthält  in  gewisser  Hinsicht  eine 
Ausdehnung  der  bekannten  Brennpunktseigenschaft  des  Kegel- 
schnitts auf  den  Raum;  denn  nimmt  man  ein  festes  Punkte- 
paar tt'  und  ein  zweites  Punktepaar  Qi^i  und  verändert  auf 
der  Verbindungslinie  |  l)i  t}i  |  einen  Punkt  tj ,  so  ist  für  diesen 
Punkt  immer 

tiit)  +  Ql)i  =  konst. 
läfst  man  aber  dem  Punkte  i)  einen  Punkt  y  derart  entsprechen, 
dal's  die  Entfernungen 
Ft  =  Qr)i;    ):t'  =  t)lj; 

*)  C.  G.  J.  Jacobi:  Geometrisclie  Sätze,  Crelle's  Journ  Bd.  XII, 
S.  139,  und;  „GeometriBcie  Theoreme"  aus  dem  Nachlaß  Jacobi's  mit- 
geteilt durch  0.  Hermea,  sowie  dessen  Ausführungen  in  Borchardt'a 
Joum.  Ed.  73,  8.  179  u.  209. 
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werden,  dann  ist  offenbar  der  Ort  des  Punktes  j  ein  Kegel- 
schnitt, für  welchen  t  und  t'  die  Brennpunkte  nnd  die 
Entfernung  Iji^l  die  konstante  Summe  oder  Differenz  der 
Badieovektoren  ist;  die  Punkte  zwischen  ijiij'i  auf  der  ge- 
raden Linie,  welche  sie  verbindet,  werden  sich  daher  in  eine 
Elhpse,  die  Punkte  aufserhalb- Ijitii  in  eine  Hyperbel  ab- 
biiden.  Von  dieser  Auffassung  ist  die  Jacobi'sche  Kon- 
struktion die  unmittelbare  Erweiterung. 

§  68.  Die  Salmon'sche  Erzeugungsart  der  Fläehe  2.  O. 
Die  Betrachtung  eines  solchen  Fokalkegelschnitts,  auf 
dessen  Ebene  die  Stellungen  der  Kreisschnittebenen  normal 
stehen,  führt  zu  einer  ähnliehen  metrischen  Eigenschaft  der 
Fläche  zweiter  Ordnung,  wie  die  im  vorigen  Paragraphen 
auseinandergesetzte.  Ein  solcher  Fokal  kegeis  ehnitt  enthält 
die  Kroispnnkte  der  Fläche  .F'^'  und  kann  daher  nur  auf- 
treten bei  denjenigen  Flächen  i*"'*',  welche  keine  geraden 
Linien  enthalten;  er  ist  nämlich  beim  Eilipsoid  die  Hyperbel 
Zf'^'  {S.  572),  beim  zweischaligen  Hyperboloid  die  Ellipse 
_E^>nd  beim  elliptischen  Paraboloid  die  Parabel  P^^'„  (S.589). 
Fassen  wir  zunächst  die  Mittelpunktsflächen  ins  Auge,  so 
haben  wir  zu  betrachten 

1)  beim  Eilipsoid:  die  [ac]-Ebene  mit  dem  Hauptkegel- 
schnitt ®]^]  und  dem  Fokalkegelschnitt  H^^,  zwei  konfokale 
Kegelschnitte,  die  sich  in  den  vier  reellen  Kreispunkten  des 
Bllipsoids  schneiden;  die  Ebenen  der  Kreisschnitte  stehen 
normal  auf  der  [ac]-Ebene,  weil  sie  die  Richtung  der  b-Axe 
enthalten ; 

2)  beim  zweischaligen  Hyperboloid  die  [a6]-Ebene 
mit  dem  Hauptkegelschnitt  §^j  und  dem  Fokal  kegeis  ehnitt 
ß^l,  die  ebenfalls  koufokal  sind ,  in  den  reellen  Kreispunkten 
der  Fläche  sich  durchkreuzen,  und  auf  deren  Ebene  die  Ebenen 
der  Kreisschnitte  normal  stehen,  weil  diese  die  Kichtung  der 
c-Axe  enthalten. 

Zwei  konfokale  Kegelschnitte,  welche  sich  in  reellen 
Punkten  durchkreuzen,  besitzen  immer  die  Eigenschaft,  daPa 
jede  Tangente  des  einen  den  andern  in  einem  reellen  Punkfce- 
paar  trifft.     Denn   seien   die  gemeinschaftlichen  Brennpunkte 
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beider  Kegelschnitte,  von  denen  einer  Ellipse j  der  andere  Hy- 
perbel ist,  die  Punkte  f  f,  so  liegen  auf  dieser  Hauptaxe  |ff'| 
die  Scheitel  der.EUipse  ce'  auTserhalb  der  Strecke  ff,  die  Schei- 
tel der  Hyperbel  t)I)'  innerhalb  der  Strecke  ff;  die  Tangenten 
der  Ellipse  treffen  a,lso  nur  die  Stöcke  von  e  bis  oo  und  von 
CO  bis  e',  die  Tangenten  der  Hyperbel  aber  nur  die  Punkte 
zwischen  f)  und  I/;  da  die  Punkte  zwischen  ^1/  innerhalb  ff, 
also  a  fortiori  innerhalb  der  Ellipse  liegen,  und  jede  Gerade 
durch  einen  Punkt  innerhalb  eines  Kegelschnitts  denselben  in 
einem  reellen  Punktepaar  schneidet,  so  mufs  jede  Tangente 
der  Hyperbel  die  Ellipse  in  reellen  Punktepaaren  schneiden-, 
da  ebenso  die  Punkte  von  e  bis  oo  und  von  od  bis  t  inner- 
halb der  Hyperbel  liegen,  so  mufs  jede  Tangente  der  Ellipse 
die  Hyperbel  in  reellen  Punktepaaren  treffen;  das  Gleiche 
gilt  für  zwei  konfokale  Parabeln,  deren  Seheitel  durch  den 
gemeinschaftlichen  Brennpunkt  getrennt  werden,  wie  unmittel- 
bar einleuchtet. 

Sei  nun,  wie  früher,  t  ein  beliebiger  Punkt  des  'be- 
trachteten Fokalkegelschnitts,  t  seine  Tangente,  und  i,  der 
KU  ibr  konjugierte  Strahl  in  Bezug  auf  die  Fläche  i^'^',  dann 
wird  (,  erhalten,  indem  wir  den  Pol  tj  der  Geraden  t  auf- 
suchen in  Bezug  auf  den  Hauptkegel  schnitt  in  der  betrachteten 
Hauptebene  und  in  dem  Punkte  ti  die  Normale  t  auf  dieser 
Hauptebene  errichten.  Da  t  den  Hauptkegelschnitt  in  reellen 
Punkten  trifft,  so  ist  t  der  Träger  einer  zugehörigen  hyper- 
bolischen Punktin volutiou ,  und  da  t  gleichzeitig,  wie  wir 
wissen,  die  Äxe  einer  zugehörigen  orthogonalen  Ebeneniuvo- 
lution  ist,  so  ist  die  dem  konjugierten  Strahle  i,  zugehörige 
Punktinvoiution  eine  elliptische;  ihre  Potenz  ist  =  —  (ttj)-, 
und  tij  ist  der  körzeste  Abstand  zwischen  den  Strahlen  t 
und  i^.  Da  die  Punktinvolutionen  auf  den  konjugierten 
Strahlen  (  und  t^  verschiedenartig  sind,  so  kann  die  Fläche 
F^^'>  keine  geradlinige  sein,  wie  wir  schon  vorhin  erkannt 
haben. 

Die  Stellungen  der  beiden  Kreisschnittebenen,  welche 
rechtwinklig  sind  zur  Ebene  des  betrachteten  Fokalkegel- 
schnitts, enthalten  die  Bichtung  der  Geraden  t^,  die  ebenfalls 
normal  auf  dieser  Ebene  steht;  legen  wir  daher  durch  i,  zwei 
Ebenen  s  und  b   parallel  zu  den  Stellungen  der  Kreisebenen, 
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so    schneiden  di 
raden   l   und  l', 


ä/ 


sclinittskreises)  sein  : 


se  die  l)etraclitd:e  Hauptebene  in  zwei  Ge- 
die  sich  in  t,  schneiden;  es  ist  leicht,  die 
Punktinvolutionen  auf  l  imd  l' 
/.  und  deren  Potenzen  zu  ermit- 
teln- Die  Ebene  e  sehneidet 
nämlich  die  i^'^'  in  einem  (ima- 
ginären) Kreise,  für  welchen  l 
ein  Durchmesser  ist;  sei  m  der 
Mittelpunkt  dieses  Kreises  und 
schneide  (,  die  Polare  von  t,, 
die  Gerade  /  im  Punkte  § 
{Fig.  42),  so  wird  die  Potenz  der 
Punktinvolution  auf  l  (oder  das 
Quadrat  des  Radius  des  Durch- 


die  Potenz  der 
es  verhält  sich 


Punktinvolution   auf  t^  i 


aber  —  (tt,)',  und 


also  folgt: 

woraus   hervoi 
Gerade   l 
Winkel  t,tg 


-(tt,)^ 


tt,^  =  t,in.t,§, 
eht,   dafs  m  der  Fufspuukt  des  &m 
neu  Perpendikels   sein   mul'a, 
90"  ist;  mithin  haben  wir: 

Pm  -  -  Cmt)'; 


t  auf  die 
weil   der 


die  Punktinvolution  auf  l  ist  also  eine  elliptische  und  der 
Durchschuittskreis  der  Ebene  s  mit  i^'^'  imaginär;  ferner 
erhalten  wir,  wenn  wir  die  dem  Strahle  l  zugehörige  Punkt- 
involution mit  t  verbinden,  eine  orthogonale  Strahieninvolu- 
tion,  weil  zwei  Strahlenpaare  derselben,  nämlich  |tin|  und  der 
Paralleistrahl  zu  l,  ]tti|  und  |täj  PaaJ:e  rechtwinkliger  Strahlen 
sind.  Dasselbe  gilt  für  die  Gerade  V;  aber  wir  können  noch 
mehr  behaupten :  Die  Ebenen  s  und  e  sind  die  Träger  ebener 
Polarsysteme  (deren  Kernkurven  imaginäre  Kreise  sind)  und 
befinden  sich  in  solcher  Lage,  dafs  ihre  Perspektive  von  dem 
Punkte  t  aus  ein  orthogonales  Polarbündel  liefert.  Denn  sei 
g  eine  beliebige  Gerade   in   der  Ebene  s,   welche  die  F'-^  in 
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eiuem  imaginären  Kreise  sfllmeidet,  dann  wird  der  Pol  ^  von 
g  in  Bezug  anf  diesen  Kreis  dadurch  gefunden,  dafs  wir  aus 
m  das  Perpendikel  iiiq  auf  g  herablassen  und  auf  dem- 
selben den  Punkt  ^  so  bestimmen,  dafs 

wird.  Da  nun  '|tin|  eine  Normale  der  Ebene  s  ist,  so  ist  |mt| 
normal  auf  |^)q|,  folglich  wegen  der  eben  gefundenen  Relation 
/_  ^tq  ^  90".  Die  Ebene  [iptq]  ist  normal  auf  der  Ebene  £, 
weil  sie  durch  ihre  Normale  |tm|  geht,  und  auf  der  Schnitt- 
linie jijq!  beider  Ebenen  steht  im  Punkte  q  die  Gerade  g  nor- 
mal, welche  in  der  Ebene  i  liegt,  folglich  ist  g  auch  Normale 
der  Ebene  [^Jtq];  mithin  ist  auch  die  Ebene  [t^]  normal  zur 
Ebene  [^stq].  Da  aber  auf  der  Schnittlinie  |tq|  dieser  beiden 
Ebenen  die  Gerade  (t^|  normal  steht  (weil  i  ^tq  =  90"  ist), 
so  ist  |tl)|  auch  Normale  der  Ebene  \ig\  d.h.  wenn  wir  den 
Punkt  t  mit  der  Geraden  g  und  ihrem  Pol  ^  durch  Ebene 
und  Strahl  verbinden,  so  ist  der  Strahl  auf  der  Ebene  aUemal 
rechtwinklig;  das  Polarbündel,  welches  von  t  aus  perspektivisch 
gelegt  wird  mit  dem  ebenen  Polarsystem  der  Ebene  b,  ist  also 
notwendig  ein  orthogonales;  dasselbe  gilt  natürlich  auch  von 
der  Ebene  b'. 

In  der  der  Betrachtung  zu  Grunde  liegenden  Hauptebene 
haben  wir  also  den  Hauptkegelschnitt  und  zwei  Gerade  l  und 
('  als  Träger  zugehöriger  elliptischer  Punktinvolutionen,  die 
mit  dem  Punkte  t  verbunden  eine  orthogonale  Strahleninvo- 
lution liefern.  Eine  solche  ebene  Figur  bietet  eine  gewisse 
metrische  Eigenschaft  dar,  von  welcher  wir  hier  Gebrauch 
machen.  Der  Punkt  t, ,  in  welchem  sieh  IV  schneiden,  ist  der 
Pol  der  Geraden  t,  der  Tangente  im  Punkte  t  des  Fokal- 
kegelschnitts, folglieh  mufs  i  die  Pole  von  l  und  f  enthalten; 
wir  haben  ferner  gesehen,  dafs  die  Gerade  (  den  Hauptkegel- 
schnitt in  zwei  reellen  Punkten  a  und  b  schneiden  mufs; 
nehmen  wir  einen  beliebigen  dritten  Punkt  c  des  Hauptkegel- 
schnitts  und  ziehen  die  Strahlen  |ca|,  |ci>|,  so  müssen  die- 
selben nach  bekannten  Polareigenschafien  des  Kegelschnitts 
(Th.  d.  K.  S.  149)  sowohl  der  Geraden  l  in  einem  Punktepaar 
tt),  als  auch  der  Geraden  V  in  einem  Punktepaar  jr'i)'  der 
zugehörigen  Punktinvolution  begegnen;  bezeichnen  wir: 
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(|ta|,i)_f,     (|c»|,  i)  -  l,,     (Irrt  |l)l)1)  -  c  ; 

(|ca|,r)-i,    (itl)|,!')-i)',    (|jl)|,  yi)1)-l,; 
da  die  beiden   PunMepaare  j:i)  und  j'^'  konjugierte  Punkte 
in  Bezug  auf  den  Hauptkegelscbnitt  siad,  so  folgt  aus  ihnen 
nacli  dem  Hease'schen   Satze   ein  drittes  Paar   konjugierter 
Punkte: 

Orr'l,  iMl)  -  c,   (IM'I,  !?'«-*•, 

und  da  c  auf  dem  Kegelschnitt  selbst  liegt,  so  niufs  b  auf 
der  Taugente  im  Punkte  c  liegen.  Nun  werden  aber  die 
Punktinvolutionen  (j:i))  auf  l  und  (j'^')  auf  l'  vom  Punkte  1 
aus  durch  eine  orthogonale  Strahleninvolution  projiziert;  be- 
trachten wir  also  das  vollständige  Vierseit,  dessen  drei  Paare 
Gegenecken : 

y  und  1),     x   uid  t)',     c  und  b 

sind,  so  werden  die  drei  Siralilen paare ,  welche  von  einem 
Punkte  t  nach  den  Gegeneeken  dieses  vollständigen  Vier seits 
hingehen,  und  die  immer  einer  Strahlen  in  volutiou  angehören, 
in  unserem  Falle  eine  orthogonale  Strahlen  in  volution  bilden; 
also  werden  ]tcj  und  |tti|  zu  einander  rechtwinklig  sein. 
Betrachten  wir  andererseits,  da 

(Ifi,!,  |ji)1)-t,,  (!f i/i,  yi,i)  -  b 

ist,  das  vollständige  Vierseit,  welches  gebildet  wird  von  den 
drei  Paar  Gegenecken: 

■}:  und  f',  1)  und  i/,  ti  und  b, 
so  werden  auch  die  drei  Strahlenpaare  von  t  nitcli  den  Gegen- 
ecken dieses  Vierseits  eine  Strahleniuvolution  bilden ;  da  aber 
die  Strahlen  |tj:|  und  ]tlj]  zu  einander  rechtwinklig  sind,  ebenso 
die  Strahlen  \tx\  und  jtl)';,  so  müssen  die  Strahlenpaare  jtj:|, 
Itp'l  und  |tl);,  jtij'j  eine  gleichseitig -hyperbolische  Strahlen- 
involution bilden,  welcher  auch  das  Strahlenpaar  |tb|,  |tt]| 
angehört,  und  da  auf  diesen  bez.  die  Strahlen  |tc|  und  jtaj 
(=t)  normal  stehen,  so  gehören  auch  jta|  und  |tc|  der 
gleichseitig-hyperbolischen  Strahleninvolution  au. 

Wir  haben  also  auf  der  Geraden  {ca|  die  beiden  Punkte- 
paare Ca  und  );j;',  weiche  mit  t  verbunden  eine  gleichseitig-hy- 
perbolische Strahleninvolution  geben,  auf  dieser  Geraden  selbst 
also  eine  hyperbolische  Punktinvolution,  von  der  ca  und  j:f 


y  Google 


646  §  68.  Die  Salmon'sclifj  Erzeugungsart  der  Fläche  S.  0, 

zwei  Punktepaare  sind;   nenneü  wir  einen  Doppelpunltt  der- 
selben 3,  so  gilt  die  inyolutoriscliQ  BelatJon  (Th.  d.  K,  8.  55): 


und  da  |tg     eine  Winkelhalbierende  zwischen  dem  Strahlen- 
paar |ta|  und  itc|  sein  mufa,  also 


ist,  auch  die  Beziehung: 


das  Verliähnis  — -  können  wir  auch  ersetzen  durch  das  Ver- 
hältnis der  Abstände  der  Punkte  a  und  c  von  der  Geraden 
l  und  in  gleicher  Weise  das  Verhältnis  -^^  <!urch  das  Ver- 
hältnis der  Abstände  der  Punkte  n  und  c  von  der  Geraden  T; 
nennen  wir  also 

den  Abstand  des  Punktes  &  von  der  Geraden  i   ...  all 

!>  »  !!  !!  '^  ,!  >>  II  l      •      ■     ■     CT 


und  wenn  wir  jetzt  den  auf  dem  Hauptkegelschnitt  willkür- 
lich gewählten  Punkt  c  beliebig  verändern,  so  folgt; 

~ ■ .  =  konst, 

d.  h.:  Jeder  Punkt  des  Kegelschnitts  besitzt  die 
Eigenschaft,  dafs  das- Quadrat  seines  Äbstandes 
von  dem  festen  Punkte  t  zu  dem  Rechteck  aus 
seinen  Abständen  von  den  beiden  festen  Geraden  l 
und  r  in  einem  unveränderlichen  Verhältnis  steht. 
Diese  metrische  Eigenschaft  des  ebenen  Kegelschnitts  in 
Bezug  auf  den  Punkt  t  und  die  beiden  Geraden  l  und  V  läfst 
sich  auf  den  Raum  übertragen  und  liefert  eine  Eigenschaft 
der  Fläche  J^i^i  in  Bezug  auf  den  festen  Punkt  t  und  die  bei- 
den Ebenen  e  und  s'. 
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Legen  wir  durch  einen  beliebigen  Punkt  j:  der  Fläche 
y^  parallel  einer  der  beiden  Stellungen  der  Kreisschnitt- 
ebenen, etwa  parallel  der  Ebene  s  eine  Ebene,  so  schneidet 
dieselbe  die  -F*^'  in  einem  reellen  Kreise,  dessen  Durch- 
messer mn  in  der  betrachteten  Hauptebene  liegen  mufs,  und 
da  die  Endpunkt«  mn  des  Durchmessers  auf  dem  Hauptkegel- 
schnitt liegen,  so  haben  wir  die  vorige  Beziehuuif: 


mt= 


nt' 


wo  mm",  nn",  min',  tltt'  die  Perpendikel  aus  m  und  n  auf 
die  Geraden  l  und  T,  oder,  was  dasselbe  ist,  auf  die  Ebenen  s 
und  a'  bedeuten,  die  auf  der  Ebene  des  Hauptschnitts  normal 
stehen.  Fallen  wir  aus  f  das  Perpendikel  p^j  auf  den  Durch- 
messer mil  des  Kreises,  so  haben  wir: 
);l)^  =  mlJ.pu 
und,  da  \^i:\  normal  steht  auf  der  Ebene  des  Hauptschnittes, 
in  welcher  der  Punkt  t  liegt, 

Xi;^  ^  t^^ -\- i^f  =^  tf -i- m)(>  .  fn. 
In  dem  Dreiecke  tmn,  (Jessen  Grundlinie  mtl  den  Punkt 
^  enthält  (Fig.  43)  haben  wir  die  be- 
kannte Relation: 


woraus  folgt; 


hieraus  folgt  wegen  der  obigen  Kelation: 


und,  da  wegen  der  Parallelität  von  |mni  mit  l 

mm"  =  nii" 
ist,  die  Beziehung; 
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Der  Ausdruck  in  der  letzten  Parenthese  ist  aber  einer 
finfaclien  Umformung  fähig,  wenn  wir  nämlich  aus  "p  das  Per- 
pendikel ^!f)'  auf  die  Gerade  V  fällen,  so  verhält  sich  (Fig. 44) : 


woraus  folgt: 


,  da  ifii/)'   gleich  ist  dem   Perpendikel  yv'   aus   j   auf  die 
ne  e\  zugleich  auch  das  Perpendikel  mm"  gleich  ist  dem 


Perpendikel  j'j* 


i  )■  auf  die,  so  folgt:    Eben 
— i-  = = — ,-  =  konst. 


Dieses  Verhältnis  behält  nicht  nur  für  alle  Punkte  j:  des 
Kreises  in  der  Transversalebene ,  welche  zu  e  parallel  gelegt 
ist,  denselben  koustauten  Wert,  sondern  auch  für  jeden 
andern  Kreis  auf  der  Fläche  i^l*l,  der  in  einer  zu  s  oder  s' 
parallelen  Ebene  liegt,  weil  das  Verhältnis  dasselbe  bleibt 
für  alle  Punkte  des  Hauptkegelschnitts.  Das  Verhältnis 
bleibt  also  überhaupt  konstant  für  alle  Punkte  der  Fläche 
i^'*',  und  wir  können  daher  folgendes  Resultat  aussprechen*) : 

*)  6.  Salmon:  Analytic  Qeometrj  of  throe  Diuiensions,  Illrd  ed. 
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Wenn  ein  festerP  unkt  t  und  zwei  feste  Ebenen 
tt  gegeben  sind,  so  ist  der  Ort  eines  Punktes  y, 
für  welchen  das  Quadrat  seines  Äbstandes  von  dem 
festen  Punkte  t  zu  dem  Rechteck  aus  seinen  Ab- 
ständen von  den  beiden  festen  Ebenen  se  in  einem 
gegebenen  unveränderlichen  Verhältnis  steht, 
eine  Oberfläche  2.  0.,  und  zwar  kann  diese  keine  gerad- 
linige sein,  also  nur  ein  Ellipsoid  oder  ein  zweischaliges 
Hyperboloid  oder  ein  elliptisches  Pacaboloid.  Der  Punkt  t 
ist  dabei  ein  beliebiger  Punkt  desjenigen  Fokalkegelsclinitts 
der  Fläche  F'^l,  welcher  die  Kreispunkte  derselben  enthält; 
die  beiden  festen  Ebenen  s  8  besitzen  die  Eigenschaft,  dafs 
die  ihnen  zugehörigen  ebenen  Polarsysteme  von  t  aus  proji- 
ziert ein  orthogonales  Polarbündel  in  t  liefern ;  t  und  s'  sind 
parallel  den  beiden  Stellungen  der  Kreisschnittebenen  der  F'^^ 
und  schneiden  sich  in  derjenigen  Geraden,  welche  normal  steht 
auf  der  Ebene  des  Fokalkegel  Schnitts  in  einem  Punkte  tj,  dem 
Pole  der  Tangente  t  am  Pokalkegelschnitt  im  Punkte  t  in  Be- 
zug auf  den  in  derselben  Ebene  liegenden  Hauptkegelschnitt. 

Da  unsere  Betrachtung  durchaus  unabhängig  war  von 
der  Lage  des  Mittelpunkts  der  Fläche  J'W,  so  gilt  sie  un- 
verändert für  das  elliptische  Paraboloid,  wie  für  die  beiden 
Mittelpunktsflächen ,  die  keine  geraden  Linien  enthalten. 
Wir  können  aber  die  hier  auftretende  Konstante  noch  näher 
bestimmen  und  müssen  dann  allerdings  trennen  die  Mittel- 
punktsflächen von  dem  Paraboloid. 

Legen  wir  eine  Ebene  durch  den  Punkt  t  und  die  üerade 
(i ,  so  wird  dieselbe  die  Fläche  i*''*'  in  einem  Kegelschnitte 
schneiden,  für  den,  wie  wir  wissen,  t  ein  Brennpunkt  und  (, 
die  Polare  desselben,  d,  h.  die  zugehörige  Leitlinie  ist.  Für 
jeden  Punkt  f  dieses  Kegelschnittes  ist  bekanntlich  das  Ver- 
hältnis seiner  Abstände  von  t  und  t,  konstant.  Bezeichnen 
wir  dieses  konstante  Verhältnis  durch  X  und  den  Wert  der 
ursprünglichen  Konstanten  durch  ft,  so  läfst  sich  (i  leicht 
durch  X  ausdrücken.  Nennen  wir  n  die  Normale  des  Fokal- 
kegelschnittes im  Punkte  t,  und  sei  j:  einer  der  beiden  Schnitt- 
punkte derselben  mit 'dem  Hauptkegelschnitte,  so  ist: 

^  rt' 

);tJ.sia(m,i)Bin(m,r) 
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Es  ist  aber  das  Verhältnis: 

und  wir  erhalten  daher: 

P  ==  [i .  sin  (h,  l)  .  sin  («,  V). 
Fügen  wir  noch  die  Richtung  der  a-Äse  hinzu,   so  gilt  be- 
kanntlich*) zwischen  den  Winkeln  von  drei  Richtungen  n  l  a 
in  der  Ebene  die  Beziehung: 

(»,  Q  +  ((,ß)  +  (ß,  k)  =  0, 
also 

(»,i)-(»,«)-(U) 

und  in  gleicher  Weise: 

(w,  T)  =  (si,  d)  —  {r,  a). 
Da  aber  l  und  V  gleich  geneigt  sind  gegen  die  «-Axe  (ohne 
parallel  zu  sein) ,  so  ist : 

{«,!)  =  -(«,!•), 
und  wir  erhalten  für  das  sin-Prodnkt: 
sin  (w, ;)  .  sin  (»,  V )  =  sin  { («,  a)  +  (Z,  a) ) .  sin  { («,  a)  ~-  (t,  a) } 

=  sin^  Cw,ß)  —  sin^  {l,a)  =  cos^  (i,«)  —  cos^  (w,«) 
also 

A'  =  ft  { cos  ^  (l,  a)  —  cos  ^  (w,  «) } . 

Setzen  wir  nun  den  Fall  des  Ellipaoids  voraus,  also 
die  Fokalhyperbel  H^^  und  die  Hauptellipse  i&^J  in  der  [ac]- 
Ebene,  so  ist  nach  S.  614: 

cos'^G,«)=p-^-^::^, 
und  wir  erhalten  somit: 


A2  = 


(Ja  (f.  -  Fe)  -  "0^'  («■ «)  n  (^^  -  -P.)  1 


-P;,  f-P, 


(J-.-P«) 
P    -  P.  I        P  ~         P. 


Nennen   wir   nun  d  den    zu 
Ellipse  tä'^'  «nd  bezeichnen  mit  P^   die  Potenz  der  ihm  zu- 
gehörigen Punktinvolution,  so  ist  bekanntlich  (S.  521): 

*)  R.  Baltzer:  Elemente  der  Mathematik.  Bd,  II.  S.  297.   3.  Aufl. 
1870. 
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F,i   ~         P„         "*"  "  "  -Pc         ' 
mithin  wird: 

P„  P,        [  P,  1 

Das  Quadrat  des  Abatandsverhältiiisses  A  für  den  Kegel- 
schnitt, in  welchem  die  Ebene  [ti,]  die  F^^>  schneidet,  ist 
bekanntlieh  nur  abhängig  von  dem  Verhältnis  der  Potenzen 
der  Punbtinvolutionen  auf  den  Hauptaxen  dieses  Kegelschnittes, 
und  die  durch  den  Mittelpunkt  der  F*-^^  parallel  zur  Ebene 
[ti,]  gelegte  Ebene  schneidet  die  F^^^  in  einem  Kegelschnitte, 
welcher  dasselbe  Axenverhältnis  hat;  die  Axen  dieses  Kegel- 
schnittes sind  aber  der  Durchmesser  d  und  die  Hauptaxe  i; 
demnach  ist : 

F, 

und  wir  erhalten  für  unsere  Konstante  [i  den  Wert: 


d.  h.  der  konstante  Wert  (i  ist  unabhängig  von  der 
Wahl  des  Punktes  t  auf  dem  betrachteten  Kokal- 
kegelschnitte. 

Wenig  anders  gestaltet  sich  die  Rechimng  beim  zwei- 
scbaligen  Hyperboloid,  wo  die  Hauptebene  [ab]  mit 
dem  Fokalkegelschnitte  E'^^  und  dem  Hauptkegelschnitte  §^j 
in  Betracht  kommt;  wir  haben  nur  zu  setzen  {S.  616)  für 

_°.) 

und  erhalten  den  Wert: 

P,  P, 

ft jj-  ^  . 

Endlich  bleibt  noch  beim  elliptischen  Paraboloid 
der  Wert  der  Konstanten  /i  zu  bestimmen ;  hier  ist  die  Haupt- 
ebene  lab'^]  mit  der  Fokalparabel  P^^^,  und  der  Hauptparabel 
'^l^s'-"  zu  betrachten,  und  wir  können  uns  desselben  Hilfs- 
mittels bedienen,  wie  in  §  67.     Es  ist  hier  (S.  623) : 

•}  ,1    \        c  —  b  ■  •}  ,1     \        b 

COS''  {(,  a)  =  — - —  ,  sin''  (t,  a)  =*  —- , 
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wo  6  und  c  die  früher  angegebene  Bedeutung  haben;  dem- 
gemafs  wird : 

und  der  Wert  von  A'  bestimmt  sieh  durch  die  Parabel  Pj,^™ 
wie  auf  S.  635,  indem  wir  dort  nur  6  und  c  mit  einander  zu 
vertauschen  haben: 


;i2  =  ^ 


"'i^-o 


wodurch  wir  erhalten: 


also   ebenfalls  unabhängig  von  der  Wahl   des  Punktes  t  auf 
der  Pokalparabel. 

§  69.    Die  Schar  konfokaler  Flächen  2.  O. 

Die  Fokalkegeischnitte  in  den  Hauptebenen  einer  Fläche 
F<-^>  oder  die  sie  vertretenden  ebenen  Polarsjsteme  werden 
bestimmt  (8.  567)  durch  die  Potenzen  der  Punktinvolutionen 
auf  den  Hauptaxen,  und  wir  haben  für  diese  folgende  Werte 
gefunden : 

[(t?f]-Bbene       |       [«c]-Ebene        1       [ÖcJ-Bbene 


Haupt- 
kegelschnitt 

Fokal- 
kegel schnitt 


\     ,        P* 


P«     ,        F,     [      F,     ,        F, 
Fa—F,,  F,~-PAf,-~F^,  F,  —  Fa. 


Die  Werte  dieser  Differenzen  bestimmen  aber  gleichzeitig 
die  (reellen  oder  imaginären)  Brennpunkte  der  Hauptkegel- 
schnitte, nämlich  P„  —  P^  die  Brennpunkte  des  Hauptkegel- 
schnittes inder  [acj-Ebene  auf  der  «-Äxe  u.  s.  f.,  d.  h.: 

In  jeder  der  drei  Hauptaxen  schneiden  sich  je 
zwei  Hauptebenen;  die  (reellen  oder  imaginären) 
Brennpunkte  des  Hauptkegelschnittes  inder  einen 
Hauptebene  sind  allemal  die  Scheitel  des  Fokal- 
kegelschnittes  in  der  andern  Hauptebene  auf  der 
ihnen  gemeinschaftlichen  Hauptaxe. 

Die   Fokalkegelschnitte  hängen   daher    lediglich   ab  von 
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den  Brennpunkten  der  drei  Hauptkegelschnitte,  und  wir 
können  den  Sat/.  aussprechen: 

Alle  Flächen  2.  0.,  deren  Kegelschnitte  in  den 
drei  Hauptebenen  dieselben  Brennpunkte  haben, 
müssen  auch  dieselben  Eokalkegelschnitte   haben. 

Um  zu  erfahren,  ob  es  mehrere  solche  Flächen  giebt,  und 
die  Gesamtheit  derselben  zu  übersehen,  gehen  wir  von  einer 
F'^'  aus,  deren  Punktinvolutionen  auf  den  drei  Haupt-axen 
die  Potenzwerte  haben: 

Eine  zweite  Fläche,  deren  drei  Hauptk egelsehn itte  die- 
selben Brennpunkte  haben  sollen,  wie  die  erste,  muTs  einmal 
zusammenfallende  Hauptaxen  mit  Jener  haben,  und  zweitens 
mu^s,  wenn  die  Potenzen  der  ihnen  zugehörigen  Punktinvolu- 
tionen  beziehlich 

Pa'      Pt.-      Po' 
sind,  jede  der  drei  Bedingungen  erfüllt  werden: 

P,  -  P,  =  P„.  -  P, 

p^  ^  F,=  P,.  —  P,. 

P.-P^^  P,.  -  P,. , 

die  sich  auch  so  schreiben  lassen: 

P„,  -  P„  =  Ps-  -  P,  =  P„.  ^  Pc  =  A . 
Nennen  wir  diese  konstante  Differenz  /l,  so  ergeben  sieh  aus 
den  Potenzwerten  P„  P,,  Pj,  die  Potenzwerte  der  neuen  Fläche 
P„.  ==P„  +  A,  Pi,.  =  Pj  +  A,  P„.  =  P,  -f^,  und  indem 
wir  dem  X  alle  möglichen  Werte  von  —  co  bis  -j-  cx>  bei- 
legen, erhalten  wir  eine  ganze  Schar  von  konfokalen 
Flächen  2.  0. 

Nehmen  wir,  um  von  einem  bestimmten  Falle  auszugehen, 
die  gegebene  Fläche  P'^'  als  Ellipsoid  an ,  also 

P«  >  0     Pi  >  0     P,  >  0, 
und  der  öröfse  nach  geordnet,  so  dafs 

P„  >  P,  >  P. 
ist,  dann  werden  die  Werte 

P»  +  A     Pft  +  A     Pc-\-  l 
so  lange  positiv  bleiben  als  l  positiv  ist,  und  auch  noch,  wenn 
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X  negativ  ist,  bis  zu  dem  Werte  X  =  —  P^.  Die  koni'okale 
Fläche  bleibt  also  von  A  =  oo  bis  l  =  —  V^  eia  BUipsoid, 
Für  Z  =  —  P„  tritt  ein  Übergangsfail  ein;  die  Fläche,  deren 
Potenz  auf  der  c-Axe  Null  wird,  degeneriert  in  den  Fokal- 
kegelschnitt E^^'  in  der  [a 6] -Ebene  und  ist , aufzufassen  als 
eine  unendlich  -  dünne  i^*^*,  die  den  Übergang  bildet  vom  El- 
lipsoid.zum  einschaligen  Hyperboloid  (S.  517);  für  die  Werte 
von  ^  =  —  Ps  bis  ^  :=  —  Pj  bleibt  die  konfokale  Fläche  ein 
einaehaliges  Hyperboloid,  und  für  ^  =  ^  P^  tritt  wiederum 
ein  Übergangsfall  ein,  indem  sich  die  Fläche  auf  den  Pokal- 
kegelschnitt i?^^'  reduziert  in  der  [mc]- Ebene,  eine  Hyperbel, 
die  den  Übergang  bildet  vom  einschaligen  zum  zweischaligen 
Hyperboloid.  Für  die  Werte  von  A  =  —  J\  bis  A  =  —  P^ 
bleibt  die  konfokale  Fläche  ein  zweischaliges  Hyperboloid 
und  degeneriert  für  ^  =  ^  P„  in  den  imaginären  Fokal- 
kegelschnifct  TJ^'  in  der  [6c]-Ebene,  der  den  Übergang  bildet 
vom  zweischaligen  Hyperboloid  zur  imaginären  Fläche  2.  0. 
für  die  Werte  von  Z  =  —  P„  bis  yl  =  —  txi  bleibt  die  kon- 
fokale Fläche  imaginär. 

Hiernach  zerfällt  die  ganze  Schar  koufokaler  Flächen 
in  vier  Gruppen: 

eine  Gruppe  Ellipsoide, 
„  ,,        einschalige  Hyperboloide, 

„  „        zweischalige  Hyperboloide, 

,,  „        imaginäre  Flächen, 

welche  durch  die  drei  Fokalkegel  schnitte  als  Grenzflächen  iu 
einander  übergehen.  (Will  man  noch  den  imaginären  Kreis 
iu  «„  als  vierten  Fokalkegelschnitt  hinzufügen,  so  würde 
derselbe  den  Übergang  vermitteln  von  den  imaginären 
Flächen  zu  den  reellen  Elüpsoiden.) 

Wir  erkennen  ferner,  dafs  zwei  konfokale  Flächen  der- 
selben Gattung  (d.  h,  zwei  konfokale  Ellipsoide  oder  ein- 
schalige Hyperboloide  oder  zweischalige  Hyperboloide)  keinen 
reellen  Punkt  gemeinschaftlich  haben  können ;  denn  seien  die 
Potenzen  der  Punktinvolutionen  auf  den  Hauptaxen  für  eine 
Fläche  Pal\P^  und  für  eine  konfokale  Fläche  Pa'  =  Pa -{-  X, 
Pf  =  Pj  -j-  A,  Pc'  =  Pj  -|-  A,  so  werden  für  irgend  einen 
durch   den  gemeinsamen   Mittelpunkt   9Ji    gezogenen  Durch- 
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messer  d  die  Potenzwerte  der  zugehörigeu  Punktinvolutioiien 
bei  beiden  Flächen  gefunden  nach  S.  531  durch  die  Glei- 
chungen: 

J cos*  (d,  a)    ,     coa*  (rf,_öl    ,    cos'  (d,  c] 

Pg  P„        "•"  ■      Pj'        "■"        Pj 

.i_  —  cos'  {d,  a)    ,    eoaHd^h)         C06'(d,c) 


sobald  nun  «Jie  beiden  konfokalen  Flüchen  derselben  Gruppe 
angehörig  sind  oder  derselben  Gattung  sind ,  haben  immer 
Pa  uud  P„-,  ebenso  Pn  und  P^',  endlich  Pj  und  P^'  gleiche 
Vorzeichen;  die  Summe  rechts  ist  daher  immer  positiv  und 
kann  nie  Null  werden,  folglich  kann  auch  niemals  der  Wert 
Prf  gleich  dem  Werte  P^'  werden;  mithin  können  die  beiden 
konfokalen  Flächen  keinen  gemeinschaftlichen  Punkt  haben, 
weil  ein  solcher  mit  dem  Mittelpunkte  TO  verbunden  zwei 
gleiche  Durchmesser  oder  gleiche  Werte  P^  und  P^-  liefern 
wflrde. 

Wir  können  nunmehr  ein  früher  (S.  597)  gefundenes 
Resultat  allgemeiner  aussprechen:  Wenn  man  einen  willkür- 
lichen Punkt  O  dea  Raumes  mit  einem  der  Fokalkegelschnitte 
der  P<^)  verbindet,  so  erhält  man  einen  Kegel,  welcher  die- 
selben Fokalstrahlen  (Brenn strahlen  S.  ö8) ,  also  auch  Haupt- 
axen  und  Hauptebenen  hat ,  wie  der  aus  O  an  die  Fläche  F'^i 
gelegte  Berührurgskegel,  Da  nun  eine  Schar  konfokaler 
Flächen  dieselben  Fokalkegelschnitte  besitzt,  so  folgt:  Die 
Berührungskegel  aus  einem  beliebigen  Punkte  O 
des  Raumes  an  sämtliche  Flächen  einer  konfokalen 
Schar  haben  alle  dieselben  drei  Hauptebenen  und 
in  ihnen  dieselben  Brenustrahlen.  Diese  sämthchen 
Berührungskegel  bilden  daher  selbst  eine  Schar  konfokaler 
Kegel  Ton  dem  gemeinsamen  Mittelpunkte  £)  aus;  die  Fokal- 
kegelschnitte dieser  Schar  konfokaler  Kegel  bestehen  aus 
einem  reellen  Linienpaar  (Fokalhyperbei)  und  zwei  imaginären 
Linienpaaren  in  den  drei  Hauptebenen ,  die  Ebene  der  beiden 
reellen  Brennstrahlen  ist  selbst  die  eine  Hauptebene;  halbieren 
wir  Winkel   und   Nebenwinkel   zwischen   den  beiden   Brenn- 
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strahlen  uad  legen  durch  diese  Halbierungslinien  zwei  zu 
einander  und  auf  der  Ebene  der  beiden  Brenn  strahlen  nor- 
male Ebenen,  so  erhalten  wir  die  beiden  andern  Haupt- 
ebenen; die  (reellen  und  imaginären)  Brennstrahlen  werden 
aber  bestimmt  durch  die  Potenzen  der  Strahleninvolutionen 
in  den  Hauptebenen  (8.  63). 

Unter  dieser  Schar  konfokaler  Kegel  giebt  es  drei,  welche 
in  (doppelt  zu  zählende)  Ebenen  ausarten ;  dieses  sind  die  drei 
■gemeinsamen  Hauptebenen  selbst.  Für  einen  solchen  Be- 
rührungskegel einer  Flache  i*'*^',  welcher  in  eine  Ebene  aus- 
artet, ist  diese  Ebene  selbst  Berührungsebene  der  fläche  J^'^', 
und  der  Mittelpunkt  des  Kegels  O  Berührungspunkt.  Der 
Kegelschnitt,  längs  dessen  ein  Berührungskegel  die  l''!*' 
berührt,  artet  in  diesem  Falle  in  ein  (reelles  oder  imaginäres) 
Linienpaar  aus,  welches  also  gleichzeitig  der  Berührungsebene 
in  O  und  der  Fläche  i^(*>  angehört;  dieses  Linienpaar  ist 
ein  Paar  Kegels  trab  len,  und  da  bei  dem  zerfallenden  Kegel 
die  Brennstrahlen  mit  einem  Paar  Kegelstrahlen  zusammen- 
fallen, so  fällt  das  Linienpaar,  in  welchem  eine  Hauptebene 
des  Kegels  als  Berübrungs ebene  einer  durch  D  gehenden 
Fläche  der  konfokalen  Flächenschar  dieselbe  schneidet,  zu- 
sammen mit  den  beiden  Brennstrahlen  in  dieser  Hauptebene 
des  Kegels.     Wir  erhalten  also  folgendes  Resultat: 

Durch  einen  willkürlich  gegebenen  Punkt  O 
im  Räume  gehen  allemal  drei  Flachen  einer  kon- 
fokalen Schar;  diese  haben  in  D  zu  Berührungs- 
ebenen die  drei  Hauptebenen  des  Kegels,  welcher 
von  O  durch  einen  der  Fokalkegelschnitte  gelegt 
werden  kann;  sie  durchschneiden  sich  aiao  in  O 
orthogonal,  d,  h.  ihre  Berübrungsebenen  sind  zu 
einander  normal.  Von  diesen  drei  Flächen  ist 
allemal  die  eine  ein  Ellipsoid,  die  andere  ein  ein- 
schaliges, die  dritte  ein  zweischaliges  Hyperboloid 
(denn  wir  haben  oben  bewiesen,  dafs  zwei  gleichartige  Flächen 
einer  konfokalen  Schar  keinen  reellen  Punkt  gemeinschaftlich 
haben  können).  Jede  der  drei  Hanptebenen  des  aus 
O  durch  einen  der  Fokalkegelschnitte  gelegten 
Kegels  enthält  zwei  Brennstrahlen,  von  denen  ein 
Paar  reell,    die    beiden   andern    Paare   konjugiert- 
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imaginär  sind.  Diese  Linienpaare  sind  die  Durch- 
schnitt skurven  der  Berührungs ebenen  in  O  mit 
den  drei  durch  O  gehenden  Flächen  der  konfokaleji 
Schar;  die  reellen  Brennstrahlen  sind  also  ein  Paar 
Erzeugender  des  einschaligen  Hyperboloids,  die 
beiden  andern  Linienpaare  werden  vertreten  durch 
elliptische  Strahleninvolutioneu  (S.  484). 

Um  die  drei  konfokaleii  Flächen  einer  Schar,  welche 
durch  einen  gegebenen  Punkt  D  des  Baumes  gehen,  zu  er- 
halten, braucht  man  nur  die  drei  Hauptebenen  des  Kegels 
©1^'  zu  ermitteln,  welcher  von  O  aus  durch  einen  der  Fokal - 
kegelschnitte  gelegt  werden  kann.  Trifft  eine  solche  Haupt- 
ebene die  drei  Hauptasen  der  konfokalen  FJächenschar,  nämlieh 

die  a-Axe  ...  in  j: 

„     b-Axe  ...    „   X) 

„     c-Axe  ...    „    ä, 
und  legt  man  durch  O  drei  Ebenen  paraltel  den  Hauptebenen 
der  konfokalen  Flächenschar,  deren  Durehschnittsp unkte  mit 
der  a-,  h-,  c-Axe  bez.  seien  f'  q'  g',  so  werden  die  drei  Werte : 

my .  m-;  =  P„ 
mxi .  mv{  =  F„ 

die  Potenzen  der  Punktin volctioneu  auf  den  Hauptaxen  für 
die  gesuchte  Fläche  jP'^'  sein,  welche  durch  O  geht  und  der 
konfokalen  Flächenschar  angehört,  und  durch  diese  drei 
Potenzwerte  ist  die  Fläche  F'^l  vollständig  bestimmt.  Aus 
denselben  liefs  sich  ebenfalls  die  Natur  der  drei  konfokalen 
Flächen  durch  O  ermitteln,  aber  wir  verzichten  auf  diese 
Untersuchung. 

Wir  haben  auf  S. 596  den  Satz  ausgesprochen:  Eine  be- 
liebige Ebene  i  und  das  aus  ihrem  Pole  y.  (in  Bezug  auf 
eine  Fläche  7'''^*)  auf  %  herabgelassene  Perpendikel  durch- 
schneiden eine  der  Hauptebenen  der  i*"'^'  allemal  in  einer 
Geraden  l  und  einem  Punkte  ^j,  welche  Polare  und  Pol  sind 
in  Bezug  auf  den  in  der  Hauptebene  liegenden  Fokalkegel- 
schnitt. Hieraus  folgt,  da  alle  Flächen  einer  konfokalen 
Schar  dieselben  Fokal  kegelschnitte  haben,  der  Satz: 
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Diö  Pole  einer  festen  Ebene  in  Bezug  anf  sämt- 
liche Frächen  einer  konfokalen  Schar  Hegen  auf 
einer  geraden  Linie,  welche  normal  steht  auf  der 
Ebene. 

Denn  selmeidet  diese  gegebene  Ebene  |  eine  der  Haupt- 
ebenen in  einer  Geraden  l,  uaA  ist  deren  Pol  in  Bezug  auf 
den  in  der  Hauptebene  enthaltenen  Fokalkegelschnitt  ^ ,  so 
wird  das  aus  i;»  auf  die  Ebene  £  herabgelassene  Perpendikel 
den  Pol  j:  enthalten  müssen  der  Ebene  |  in  Bezug  auf  jede 
Flüche  ^'t*',  welche  denselben  Fokalkegelschnitt  in  der  be- 
trachteten Hauptebene  hat;  folglich  liegen  alle  Pole  j;  in  dem 
aus  ^  auf  I  herabgelassenen  Perpendikel. 

Weiter  folgt  hieraus,  wenn  man  eine  beliebige  Ebene  ^ 
annimmt,  dase  es  nur  eine  Fläche  i'''^'  aus  der  konfokalen 
Scliar  giebt,  weiche  die  Ebene  ^  berührt;  damit  nämlich  S, 
Berühraugsebeue  werde,  mufs  ihr  Pol  in  sie  selbst  hinein- 
fallen und  wird  der  Berührungspunkt;  schneidet  daher  die 
Ebene  |  eine  Hauptebene  in  der  Geraden  g,  deren  Pol  in 
Bezug  auf  den  Fokalkegelschnitt  in  dieser  Hauptebene  der 
Punkt  f  sei,  so  wird  das  aus  1^  auf  die  Ebene  %  herabgelassene 
Perpendikel  in  einem  Punkte  t  dieselbe  treffen,  und  t  wird 
der  Berührungspunkt  der  einzigen  Fläche  i^'^l  der  konfokalen 
Schar  sein,  welche  die  Ebene  t  berührt;  die  Gerade  \t^\  ist 
daher  Normale  der  Fläche. 

Drehen  wir  die  Ebene  |  um  eine  feste  Gerade  l,  so  be- 
schreibt ihre  Durchschnittali  nie  g  mit  der  Hauptebene  ein 
ebenes  Strahlenbüschel,  und  der  Pol  fi  der  Geraden  ff  in  Bezug 
auf  den  Fokalkegel  schnitt  durchläuft  eine  gerade  Punktreihe, 
welche  bekanntlich  mit  dem  von  g  beschriebenen  Strahlen- 
büschel, also  auch  mit  dem  von  |  beschriebenen  Ebenen- 
böschel  projektivisch  ist;  die  Perpendikel  aus  p  auf  ^  werden 
mithin  (S.  213)  eine  Regelschar  eines  hyperbolischen  Para- 
boloids  bilden,  und  wir  können  den  Satz  aussprechen: 

Wenn  sieh  eine  veränderliche  Ebene  |  um  eine 
feste  Gerade  l  dreht,  so  giebt  es  fttr  jede  Lage 
von  I  eine  bestimmte  Flache  F^^>  aus  der  konfoka- 
len Schar,  welche  ^  zur  Berührungsebene  hat;  die 
in  dem   Berührungspunkt  errichtete   Normale   der 


y  Google 


g  69.    Die  Schar  ionfotaler  FlSchec  2.  0.  G59 

Fläche  durchläuft  bei  der  Bewegung  der  Ebene  | 
eine  Regelschar  eines  hyperbolischen  Paraboloids, 

Da  dieses  hyperbolische  Paraboloid  die  Gerade  l  im  all- 
gemeinen zweimal  trifft,  so  werden  die  beiden  Erzeugenden 
aus  der  Regelachar  des  hyperboliscjien  Paraboloids,  welche 
durch  die  beiden  Treffpunkte  gehen,  die  Normalen  für  zwei 
Flächen  aus  der  konfokalen  Schar  sein,  und  da  die  Berüh- 
rungsebenen durch  l  gehen,  so  sind  die  Treffpunkte  die  Be- 
rührungspunkte, also  schliefsen  wir: 

Es  giebt  im  allgemeinen  zwei  Flächen  ans 
einer  konfokalen  Schar,  welche  eine  gegebene 
Gerade  l  berühren. 

Bezeichnen  wir  die  beiden  Berührungspunkte  auf  der 
Geraden  l  durch  t^  und  t, ,  die  zugehörigen  Berührungs ebenen 
durch  T,)  und  t,  ,  die  sich  in  der  Geraden  l  schoeiden,  so 
wissen  wir,  dafs  alle  Beriihrungskegel ,  welche  von  dem 
Punkte  tj  an  die  Flächen  i*''^'  der  konfokalen  Schar  gelegt 
werden  können,  die  Ebene  t^  zu  einer  Hauptebene  haben; 
alle  Paare  von  Berührungsebenen,  welche  durch  die  in  dieser 
Hauptebene  liegende  Gerade  l  an  sämtliche  Kegel  gelegt 
werden  können,  haben  also  dieselbe  Hai  hier  ungs  ebene  t,,; 
sie  bilden  mithin  eine  gleichseitig  hyperbolische  Ebeneninvo- 
lution  (S.  lö),  von  welcher  Tq  eine  Doppelebene  ist;  diese 
Paare  von  Berührungsebenen  fallen  aber  zusammen  mit  den 
Paaren  von  Berührungsebeneu,  welche  durch  l  an  die  Flächen 
i*'*^*  der  konfokalen  Schar  gelegt  werden  können ;  diese  bilden 
mithin  eine  gleichseitig-hyperbolische  Ebeneninvolution,  deren 
eine  Doppelebene  r^  und  deren  andere  Doppelebene  also  Tj 
ist;  die  Ebenen  Tr„  und  r^  müssen  daher  auf  einander  senkrecht 
stehen,  und  wir  erhalten  folgenden  Satz: 

Wenn  man  durch  eine  gegebene  Gerade  l  die 
Paare  von  Beriihrungsebenen  an  die  Flächen  F^^* 
einer  konfokalen  Schar  legt,  so  bilden  dieselbep 
eine  gleichseitig-hyperbolische  Ebeneninvolution, 
deren  Doppelebenen  (die  Berührungsebeuen  an 
den  beiden  die  Gerade  l  berührenden  Flächen  -F'^' 
der  konfokalen  Schar)  zu  einander  normal  sind. 

Wir  haben  bisher  den  allgemeinsten  Fall  einer  Schar 
von  konfokalen  Flächen  F'*'  vorausgesetzt,  bei  welchem  die 
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beiden  reellen  Fokal kegel schnitte,  welche  allen  Flächen  ge- 
rn ei  u  seh  afti  ich  sind,  die  Fokalellipse  und  die  Fokalhyperbel 
sindj  und  der  gemeinschaftliche  Mittelpunkt  M  der  Flächen- 
Echar  im  Endlichen  lie'gt  Einige  Modifikationen  treten  ein, 
wenn  wir  von  einem  Paraboloide  ausgehen,  die  beiden  Fokat- 
parabeln  desselben  bestimmen  und  nach  der  Fläehenschar 
fragen,  welche  dieselben  Fokal kegelschnitfce  hat.  Dafs  die 
Flächen  dieser  Schar  sämtlich  Paraboloide  sein  müssen,  ist 
unmittelbar  ersichtlich,  denn  die  Hauptke  gel  schnitte  müssen 
Parabeln  sein,  welche  mit  den  Fokalparabeln  dieselben  Brenn- 
punkte haben. 

Gehen  wir  nun  von  einem  beliebigen  Paraboloid  aus, 
dessen  Scheitel  ©,  und  dessen  durch  denselben  gehende  Haupt- 
ase  die  a-Axe  sei.  Die  beiden  zu  einander  normalen  Haupt- 
ebenen, welche  sich  in  dieser  Axe  des  Paraboloids  schneiden, 
enthalten  die  beiden  Hauptparabeln  ^f^«  ^„^«i^  deren  Brenn- 
punkte fj  und  ft^  um  die  Stücke  b  und  c  von  dem  gemein- 
schaftlichen Scheitel  @  abstehen  (c  >  h).  Die  Fokalpara- 
beln in  diesen  beiden  Hauptebenen  -Pjfju  ^ii»  werden  da- 
durch erhalten,  dafs  wir  zur  Konstruktion  der  ersteren  fj  als 
Brennpunkt  und  |e  als  Scheitel,  zur  Konstruktion  der  letz- 
teren fc  als  Brennpunkt  und  fj  als  Scheitel  wählen.  Es 
hängt  also  alles  von  den  drei  Funkten  ©  f^  f^  in  der  a-Axe 
ab,  durch  welche  die  beiden  in  Betracht  kommenden  unver- 
änderlichen Hauptebenen  [«&"]  und  [ac"]  gehen.  Die  Fokab 
parabeln  hängen  allein  von  den  beiden  Punkten  fi  und  f^  ab, 
und  um  alle  Paraboloide,  denen  dieselben  beiden  Fokalpara- 
beln in  den  beiden  unveränderlichen  Hauptebenen  zugehi 
zu  erhalten,  brauchen  wir  nur  ©  auf  der  «-Axe  zu  verän- 
dern. Wir  wissen,  dafs,  so  lange  ©  zwischen  den  beiden 
Punkten  f^  f^  liegt,  .das  Paraboloid  ein  hyperbolisches,  im 
andern  Falle  ein  elliptisches  ist. 

Die  ganze  Schar  konfokaler  Paraboloide  zerrällt 
daher  in  eine  Gruppe  hyperbolischer  und  eine  Gruppe  ellip- 
tischer Paraboloide;  den  Übergang  von  der  einen  Gruppe 
zur  andern  vermitteln  zweimal  die  Fokalparabeln,  wie  auf 
S.  517  bemerkt  wurde.  Die  Gruppe  elliptischer  Paraboloide 
zerfällt  aber  durch  den  unendlich-entfernten  Punkt  der  a-Axe 
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wieder  in  zwei  Unterabteilungen,  je  nachdem  nämlich  der 
Scheitel  ©  aui'serhalb  der  Streeiie  fj  f^  auf  dem  Teile  der 
Hauptaxe  von  fc  his  qo,  oder  auf  dem  Teile  von  f^  bis  oo 
liegt.  Die  elliptischen  Paraboloide  aus  diesen  beiden  Ab- 
teilungen unterscheiden  sich  dadurch  von  einander,  dafs  zwei 
derselben  Abteilung  angehörige  Paraboloide  ihre  Offnungen 
gleich  gerichtet,  die  verschiedenen  Abteilungen  angehörigen 
ihre  Offnungen  enigegengesetzt  gerichtet  haben.  Wir  werden 
daher  besser  die  gesamten  Paraboloide  der  konfokaien  Schar 
in  drei  Gruppen  einteilen,  eine  Gruppe  hyperbolischer  und 
zwei  Gruppen  elliptischer  Paraboloide,  indem  wir  den 
Scheitel  ©  gehen  lassen 

I.  II.  III. 

von  t»  bis  f(,,  von  f^  bis  f^,  von  f^  bis  ■», 

elliptische  hyperbolische  elliptische 

Paraboloide  Paraboloide  Paraboloide. 

Bei  dieser  Einteilung  können  wir  den  Satz  aussprechen : 

Zwei  konfokale  Paraboloide  der.selben  Gruppe 
haben  niemals  einen  reellen  Punkt  gemeinschaft- 
lich. 

In  der  That,  legen  wir  durch  einen  beliebigen  Punkt  m 
der  gemeinschaftlichen  Hauptaxe  a  der  Paraboloide  eine 
Normalebene  auf  derselben,  so  wird  sie  ein  Paraboloid  der 
konfokalen  Schar  in  einem  Kegelschnitt  schneiden,  dessen 
Mittelpunkt  in  ist,  und  dessen  Hauptaxen  die  Durchschnitts- 
linien mit  den  beiden  Hauptebenen  [ab"]  und  [ac"]  sind.  Die 
Potenzen  der  Punktinvolutiouen  auf  diesen  beiden  Hauptaxen 
können  wir  ieieht  ermitteln  durch  die  Hauptparabeln  '^''^l„ 
und  ^'*^.  Ist  nämhch  ®  der  Scheitel  des  Paraboloids,  so 
sind  diese  Potenzwerte: 

4@m  .  ©fs  und  4©m  .  ©fc, 
und  dadurch  ist  der  ganze  Durchschnittskegelechnitt  bestimiut; 
ist  d  ein  beliebiger  durch  den  Mittelpunkt  m  gezogener 
Durchmesser,  und  nennen  wir  (p  den  Winkel,  welchen  seine 
Richtung  mit  der  Hauptebene  [ab'"]  bildet,  so  ist  die  Potenz 
der  zugehörigen  Punktinvolution  (S.  521): 
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Nehmen  wir  ein  zweites  Paraboloid  aus  der  konfokaleii 
Schar  mit  dem  Scheitel  ©,,  ao  schneidet  die  in  in  errichtete 
Nornialcbene  einen  andern  Kegelschnitt  ans,  welcher  mit 
dem  vorigen  zusammenfallende  Hauptaxen  hat,  aber  andere 
Poteiizwerte;  derselbe  Durchmesser  d^  =  d  besitzt  den  Po- 
tenz wert: 

^     _.  e.os'if  ,  Big' qi 

Pj,  eim.e.fj      '      €im.©,f. 

Hieraus  folgt  der  Unterschied  beider  Potenzwerte: 

.n  1     l  _.„,„/   S,„.S,f.-Sm.ef.   , 


5f, 


+  ■"  ''1-  6,1  .et.  -)• 

Nehmen  wir  nun  zwei  elliptische  Paraboloide  derselben 
Gruppe  an,  und  sei  ©ifo  >  "Sfci  so  wird  nur  für  solche 
Lagen  von  m,  für  die  Sm  und  @fj  gleich  gerichM  sind, 
die  in  m  errichtete  Normalebene  beiden  Paraholoiden  be- 
gegnen können.  Für  diese  Lage  von  m  sind  aber  auch 
©im,  <£f(,  und  ©f,,  ©,fj  und  ®jfo  alle  gleich  gerichtet, 
daher  kann  die  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  nie  ver- 
schwinden, weil  sie  eine  Summe  von  lauter  positiven  (oder 
lauter  negativen)  Werten  ist;  da  also  auch  die  linke  Seite 
der  Gleichung  nicht  Null  werden  kann,  so  können  niemals 
zwei  Werte  Fa  und  P^i  auf  demselben  Durchmesser  einander 
gleich  werden;  folglich  lEonnen  zwei  konfokale  elliptische 
Paraboloide,  welche  dereelhen  Gruppe  angehören,  niemals 
reelle  Punkte  gemeinschaftlich  haben.  Dagegen  werden  wohl 
zwei  elliptische  Paraboloide,  die  verschiedenen  Gruppen  an- 
gehören, reelle  Punkte  gemein  haben ;  denn  hier  wird  man  m, 
wenn  die  Transversal  ebene  beiden  elliptischen  Paraboloiden 
gleichzeitig  begegnen  soll',  so  wählen  müssen,  dafs  es  zwi- 
schen @i5|  liegt;  alsdann  werden  die  Strecken  ©imnnd 
©ft  entgegengesetzt  gerichtet  sein,  und  ebenso  die  Strecken 
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©|in  und  ©fc,  uiul  da  ©f^  >  ©fc,  so  werden  für  Punkte  m 
zwischen  fj  und  fo   die  Werte : 

©,:n  +  i3f(,    und    ©iiTi+©f„ 

entgegengesetzt  werden,  also  werden  sieh  immer  Riehtungen 
d  =  rf,  ermitteln  und  durch  die  vorige  Gleichung  bestimmen 
lassen,  für  welche  Fd  und  Fd,  gleichweräg  werden;  mithin 
werden  konfokale  elliptische  Paraboloide  verschiedener  Gruppen 
gemeinschaftliche  Punkte  besitzen. 

Umständlicher  wird  diese  algebraische  Diskussion  der 
vorigeu  Gleichung  für  den  Fall  hyperbolischer  Paraboloide; 
allein  wir  sind  derselben  überhoben  durch  die  al  Ige  mein- gültige 
Bemerkung,  welche  auch  für  den  Fall,  wo  die  beiden  Fokal- 
kegelschnitte Ellipse  und  Hyperbel  sind,  zu  machen  war. 

Legt  man  aus  einem  beliebigen  Punkte  O  des  Raumes 
an  eine  Fläche  .F'^l  den  BerUhrungskegel  K^^^  und  den  Kegel 
j^'*),  welcher  durch  einen  der  beiden  reellen  Fokalkegel- 
Bchnitte  geht,  so  haben  diese  beiden  Kegel  nicht  allein  die- 
selben Hauptebenen  und  Hauptasen,  sondern  auch  in  evsteren 
dieselben  Fokalstrablen.  Ist  insbesondere  O  ein  Punkt  der 
Fläche  F'^^  selbst,  so  artet  der  BerUhrungskegel  Ä"'^'  in 
eine  Ebene  (die  Beriihrungaebene)  aus  und  die  beiden  Fokal- 
strahlen  gehen  in  das  {reelle  oder  imaginäre)  Linienpaar 
über,  in  welchem  die  ßertihrungsebene  in  O  die  Fläche  J^'-' 
schneidet. 

Sind  umgekehrt  die  beiden  reellen  l'okalkegelschnitte, 
in  unserem  Falle  Fokalparabeln,  und  ein  beliebiger  Punkt  O 
des  Raumes  gegeben,  so  legen  wir  von  O  aus  einen  Kegel 
ßi^*  durch  eine  der  Fokalparabeln,  bestimmen  die  drei  Haupt- 
ebenen des  Kegels  S'^'  und  in  jeder  derselben  die  Strahlen- 
involutionen, deren  Doppel  strahlen  Fokalstrahlen  des  Kegels 
sind;  dann  sind  bekanntlich  {S.  58)  zwei  dieser  Strahlen- 
involutionen elliptisch,  eine  hyperbolisch.  Verlangen  wir 
nun,  es  solle  durch  den  Punkt  O  ein  Paraholoid  gelegt 
werden,  welches  zu  der  Schar  konfokaler  Paraboloide  gehöre, 
die  die  gegebenen  Parabeln  zu  Fokalkegelscbuitten  haben, 
so  kann  jede  der  drei  Hauptebenen  des  Kegels  ^P'  als  Be- 
rühr ungs  ebene  in  O  eines  gesuchten  Paraboloids  gewählt 
werden;    dasselbe    ist    dann  vollständig  bestimmt  und    wird 
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folgendermafsen  gefunden :  Die  Beruh rungs ebene  in  O  treffe 
die  ö-Äxe  (in  welcher  die  beiden  Brennpunkte  f^fo  liegen) 
in  dem  Punkte  g,  und  der  Fufspunkt  des  aus  D  auf  die  o-Axe 
herabgelassenen  Perpendikels  sei  §',  dana  wird  die  Mitte  S 
zwischen  §  und  §'  der  Scheitel  des  gesuchten  Paraboloids  sein, 
und  dieses  ist  nun  vollständig  bestimmt,  indem  wir  die  Para- 
beln in  den  beiden  Hauptebenen  kennen,  welche  S  zam 
gemeinschaftliehen  Scheitel,  f*  und  f^  zu  Brennpunkten  haben. 

Da  durch  den  Punkt  D  drei  Ebenen  gehen,  die 
drei  Hauptebenen  des  Kegels  S'^',  so  giebt-es  drei  Para- 
boloide,  welche  der  Forderung  der  Aufgabe  genügen.  Von 
diesen  drei  Paraboloiden  kann  nur  eines  ein  hyperbolisches 
sein,  weil  von  den  drei  Strahlen  Involutionen  in  den  Haupt- 
ebenen, deren  Doppelstrahlen  die  Fokalstrahlen  des  Kegels 
^l^>  sind,  nur  eine  hyperbolisch  ist  und  die  beiden  andern 
elliptisch  sind.  Die  beiden  übrigen  Paraboloide  müssen  daher 
elliptische  sein  und  verschiedenen  Gruppen  angehören,  weil 
wir  oben  bewiesen  haben,  dafs  zwei  elliptische  Paraboloide 
derselben  Gruppe  keinen  reellen  Punkt  gemein  haben. 

Wir  haben  hierdurch  folgendes  Resultat  erlangt: 

Sind  auf  einer  Geraden,  in  welcher  sich  zwei 
zu  einander  rechtwinklige  Ebenen  achneiden,  zwei 
Punkte  fft  und  ]o  gegeben,  und  beschreibt  man  in 
der  eiueji  Ebene  eine  Parabel,  welche  fc  zum 
Scheitel  und  fj,  zum  Brennpunkt,  in  der  andern 
Ebene  eine  Parabel,  welche  fj  zum  Scheitel  und 
fc  zum  Brennpunkt  hat,  so  giebt  es  eine  Schar  von 
Paraboloiden,  welche  diese  beiden  Parabeln  zu 
Fokalkegelsehnitten  haben.  Diese  Schar  kon- 
fokaier  Paraboloide  zerfallt  in  drei  Gruppen:  die 
eine  derselben  besteht  aus  hyperbolischen  Para- 
boloiden, deren  Scheitel  zwischen  f^  und  f^  liegen, 
die  andere  aus  elliptischen  Paraboloiden,  deren 
Scheitel  zwischen  f^  und  f^  Hegen  (wo  f^  der  unendlich- 
entfernte Punkt  der  Geraden  \\i,\c\  sei)  und  die  dritte 
Gruppe  aus  elliptischen  Paraboloiden,  deren 
Seheitel  zwischen  f^  und  fj  liegen. 

Durch  einen  willkürlich  gewählten  Punkt  O 
im  Räume   gehen   allemal    drei   reelle   Paraboloide 
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der  koD fokalen  Schar,  die  je  einer  der  drei  Gruppen 
angehören,  von  denen  alsoeinea  ein  hyperbolisches, 
die  beiden  andern  elliptische  Paraboloide  der  bei- 
den verschiedenen  Gruppen  sind.  Diese  drei  Para- 
boloide durchschneiden  sich  in  demPunkteO  recht- 
winklig, d.  h,  ihre  Berührnngsebenen  in  O  sind 
drei  zu  einander  normale  Ebenen;  es  sind  dies  die 
drei  Hauptebenen  eines  Kegels,  welcher  von  O  aus 
durch  eine  (oder  die  andere)  der  beiden  Fokal- 
parabeln ge-legt  werden  kann.  Dieser  Kegel  hat 
ferner  in  jeder  der  drei  Hauptebenen  durch  O 
eine  Strahleninvolution,  deren  Doppelstrahlen 
die  Fokalstrahlen  des  Kegels  heifsen;  von  diesen 
drei  Strahleninvoiutionen  sind  zwei  elliptisch, 
die  dritte  ist  hyperbolisch.  Die  Doppelstrahlen 
der  hyperbolischen  Strahleninvolution  sind  die 
beiden  Erzeugenden  des  hyperbolischen  Farabo- 
loids,  welche  sich  in  O  kreuzen.  Die  elliptischen 
StrahJeninvolutionen  vertreten  die  imaginären 
Linienpaare  in  den  Berührungsebeneu  der  bei- 
den elliptischen  Paraboloide,  welche  durch  O 
gehen. 

Da  die  übrigen  Eigenschaften  der  Schar  konfokaler  Pa- 
raboloide in  unveränderter  Weise  Gültigkeit  behalten,  wie 
bei  der  früher  betrachteten  allgemeineren  Schar  konfokaler 
Flächen  J'<*>,  so  brauchen  wir  dieselben  hier  nicht  zu  wieder- 
holen, 

§  70.  Metrische  Eigenschaften  der  Krümmungslinien  der 
l-läclien  3.  O.*) 
Wir  haben  gesehen,  dafs  von  einer  Schar  konfokaler 
Flächen  2.  0.,  weiche  dieselben  drei  zu  einander  rechtwink- 
ligen Hauptebenen  und  in  ihnen  dieselben  Fokalkegelacbuitte 
haben ,  durch  einen  beliebigen  Punkt  O  des  Raumes  allemal 

*)  Die  nachfolgenden  Eigenschaften  sind  auf  analjÜBchem  Wege 
You  HeileriiLaiiii  abgeleitet  in  dem  Aufeatae;  Über  die  Eokalpuokte 
der  Flili^bea  zweiten  Grades",  Crelle-Borchardt'a  Journal  f.  r.  u, 
a,  M.  Bd.  56,  S.  345  ff. 
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drei  Flächen  gehen,  nilmlich  ein  EUipsoid  (0),  ein  ein- 
schaliges Hyperboloid  (I)  und  ein  zweischaliges  Hyperboloid 
(II).  Diese  drei  Flächen  durchsehneiden  sich  rechtwiuklig, 
d.  h.  die  drei  Beruh rungsebenen  derselben  im  Punkte  O 
bilden  ein  rechtwinkliges  Dreiflach  und  sind  die  drei  Haupt- 
ebenen für  jeden  Berührungskegel,  der  von  O  aus  an  irgend 
eine  Fläche  der  konfokalen  Schar  gelegt  werden  kann.  Für 
jede  der  drei  Flächen  (Ü)  (I)  [li]  selbst  degeneriert  der  Be- 
rührungskegel  in  die  BerÜhrongsebene.  Die  Durchschnitts- 
limen  einer  Berührungsebene  mit  den  beiden  anderen  sind 
daher  die  Axen  der  Strahl eninvolution  in  der  Berührungs- 
ebene, weichein  dem  Berührungspunkte  O  ihren  Mittelpunkt 
und  zu  Asymptoten  das  auf  der  Fläche  durch  O  gehende 
(reelle  oder  imaginäre}  Linienpaar  hat;  die  Schnittlinie  der 
beiden  anderen  Ebenen  ist  die  Normale  der  ersten  Berührungs- 
ebene im  Punkte  O. 

Betrachtet  man  nur  eine  der  drei  Flächen  (0)  (I)  (II), 
so  kann  man  den  Puukt  O  willkürlich  auf  ihr  wählen,  und 
von  den  vorigen  drei  Ebenen  wird  eine  die  Berührungs- 
ebene; die  beiden  anderen,  welche  sich  in  der  Normale 
der  Fläche  am  Punkte  O  schneiden,  heifsen  die  Haupt- 
oormaiebeneii  und  sind  diejenigen,  welche  durch  die 
Normale  und  die  beiden  Axen  der  eben  erwähnten  durch 
die  Fläche  seibat  bestimmten  Strahleninvolution  in  der  Be- 
rührungsebene gelegt  werden  können.  Diese  beiden  Axen 
der  Strahlen  Involution  in  der  Berührungsebene  heifsen  auch 
Haupttangeuten  in  dem  Punkte  O  der  Fläche. 

Die  beiden  übrigen  durch  O  gehenden  Flächen  der  kon- 
fokalen Sehar  durchschneiden  nun  die  zuerst  angenommene 
Fläche  in  zwei  ßaumkurven  4.  0.,  welche  man  Krümmungs- 
linien der  Fläche  2.  0.  nennt,  und  deren  aus  der  allgemeinen 
Theorie  der  Krümmung  von  Flächen  entspringende  Bedeutung 
hier  nicht  näher  erörtert  werden  soll.  Für  uns  genügt  es 
zu  wissen,  dafs  durch  jeden  beliebigen  Punkt  D  einer  Fläche 
2.  0.  zwei  KrÜmmungslinien  derselben  gehen,  die  sich 
rechtwinidig  durchkreuzen ,  nämlich  die  Durchschnittskurven 
der  beiden  übrigen  durch  O  zu  der  gegebenen  konfokal  ge- 
legten Flächen.  Die  sämtlichen  Krümmuugslinien  einer  Fläche 
2.  0.  l_fär  alle  Puakte  O  derselben)  bilden  also  eine  doppelte 
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Schar  von  Raumkurven  auf  der  Fläche,  welche  sich  überall 
rechtwinklig  durch  sehn  eideu.  Die  Krümmungsünien  einer 
Fläche  2.  0.  besitzen  gewisse  metrische  Eigenschaften,  weiche 
manche  Analogie  darbieten  mit  den  bekannten  Fokaleigen- 
schaften des  ebenen  Kegelschnitts.  Um  zu  diesen  zu  ge- 
langen, schicken  wir  einige  elementar-stereometrische  Betrach- 
tungen voraus  und  führen  zunächst  folgende  einfache  Bezeich- 
nungen ein : 

Es    seien    t  t,  r,,    die   ilrei    zu    einander   rechtwinkligen 
durch  den  Punkt  O   gelegten  Ebenen,    welche  die  drei  kon- 
fokaien   Flächen   der   Schar  (0)  (I)  (IT),   die   durch  O  gehen, 
in  diesem  Punkte  berühren,  nämlich 
r    die  Berührungsebene  des  Eliipsoids  (0)  im  Punkte  D, 
T,    „  „  des  einschaligen  Hyperboloids  (1)  im 

Punkte  O, 

T|,  „  „  des   zweischaligen   Hyperboloids  (11) 

im  Punkte  O. 

Die   Durchschnittslinien    dieser   drei  Ebenen  geben    das 
Tripel  der  zu  einander  recht wiakligen  Strahlen  s  s,  s,,: 


Ferner  sei  TO  der  gemeinschaftliche  Mittelpunkt  für  alle 
Flächen  der  konfokalen  Schar;  die  drei  gemeinsamen  Haupt- 
axen  seien  die  Strahlen: 

ah  c, 
und  die  drei  sie  paarweise  verbindenden  Hauptebeman : 
[Sc]-«,     [ca\-f,     [o!.]_r. 
Wir  haben  demnach  zwei  rechtwinklige  Dreikante  und 
gleichzeitig  Dreiflache  mit  den  Mittelpunkten  £)  und  2I[,  die 
in  einer  gewissen  Abhängigkeit  von  einander  stehen. 
Bezeichnen  wir  noch  die  Durehbohrungsp unkte 
der  Ebene  t  durch  die  Strahlen  ah  c    mit    91  B  'S, 
alc     „      91,  iß,  6, , 
abc     „      51,,»,,  e,,' 
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endlieh  die  Abstände  des  Punktes  O  von  den  Ebenen 

durch 

Pa  Pb  Vc, 
dea  Punktes  W  von  den  Ebenen 

r    r,    r,i 
durch 

P  Pi  Pn, 
und  verstehen  wir  zugleich  unter  den  Werten  dieser  sechs 
Strecken  diejenigen,  welche  in  entgegengesetzter  Richtung 
zu  nehmen  sind,  wie  das  von  dem  Punkte  auf  die  Ebene 
hinabgelassene  Perpendikel ,  dann  lassen  sich  die  Potenzwerte 
der  den  drei  Hauptaxen  zugehörigen  Punktinvolutionen  für 
die  drei  konfokalen  Flächen  durch  O  leicht  ausdrücken. 

Da  die  Beriihiungsebene  r  im  Punkte  O  am  Ellipsoid 
(0)  der  Hauptaxe  o  desselben  im  Punkte  2t  begegnet,  so  ist 
die  Poiarebene  des  Punktes  9X  in  Bezug  auf  das  Ellipsoid 
die  durch  O  zur  Ebene  a  parallel  gelegte  Ebene,  deren  Ab- 
stand von  Sf  in  dem  bezeichneten  Richtungssinne  p^  ist; 
folglich  wird  die  Potenz  der  Punktinvolution,  welche  der 
a-Axe  des  Ellipsoids  zugehört,  und  die  wir  mit  Pq  bezeichnen 
wollen,  den  Wert  haben: 

in  gleicher  Weise   erhalten  wir  die   übrigen  Fotenzwerte  der 
Punktinvolutionen,  nämlich: 


=  p.-m'ii 


P,   =_p„  .sjne. 


P,^,  =p„  -TOS,,. 


Diese  Werte  lassen  sich  aber  auch  noch  anders  aus- 
drücken. Da  der  Strahl  a  parallel  dem  Perpendikel  pa  istj 
und  der  Strahl  s  parallel  dem  Perpendikel  p,  so  wird 

cos(«,  ^)  =  cos(s,  JJ„) 
sein,  woraus  folgt: 

P  t"- 

m%       oc  ' 

oder 

p^-m^=p-Oa  =  Pa] 
wir  haben  in  gleicher  Weise  die  Werte: 
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p„  =  ß  .  O  a  j  P„,  =  p,  -  D  a, 
Pj=p.06  ■  Ps,  =p,  -Obi 
p,  =j,.  Oc    I    P=,.  =  i'i  -Oc, 

Zwischen  diesen  Werten  bestehen,  da  die  drei  Flächen, 
das  Ellipsoid,  das  einschalige  und  das  zweischalige  Hyper- 
boloiiJ,  konfoiial  sind,  d.  h.  dieselben  Fokal kegetschnitte  iii 
den  Hauptebenen  oder  dieselben  Brennpunkte  der  Haupt- 
schnitte  haben,  die  Bedingungen: 

F,~  F,=  Pt.  -  P.,  =  P*„  ~  P.„, 
P„  —  Fa=^F,,  —  P„,=.  P„,,  ~  P„,„ 
P,—  P,^  P„,  -  P,,=  P,„  ^  Pä,., 
die  sich  auch  so  sehreiben  lassen: 

P„  _  p^_  =  p„  _  p,_  =  P,  _  P,„ 
P„^  _  P„^  —  p„  -  p,„  =  P,,  -  P„^„ 
P„,  -  P,  =  P,^,  -  Pj  =  P„  —  P. 
Die  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Ebenen  t  t,  Tj, 
schneiden  aus  einer  der  drei  übrigen,  z.  B.  der  Ebene  a,  ein 
Dreiseit  heraus,  dessen  Ecken  a  Oj  a,,  sind.  In  dem  Tetraeder 
Dciöiaii  ist  jedes  Paar  Gegenkanten  ein  Paar  rechtwinklig 
zn  einander  gerichteter  Strableii;  um  dun  Neigungswinkel 
zwischen  den  Ebenen  t  und  k  zu  bestimmen,  können  wir 
uns  eine  Ebene  durch  s  normal  zur  Gegenkante  |a,aii|  gelegt 
denken;  diese  schneidet  die  Ebene  a  in  dem  Perpendikel  h, 
welches  aus  der  Ecke  a  auf  die  gegenüber  hegen  de  Seite  |  a,  ciy  | 
des  Dreiecks  an,  n,  i  herabgelassen  wird  und  die  Ebene  r  in 
dem  Perpendikel,  welches  aus  O  auf  die  Gerade  lajaul 
herabgelassen  wird;  das  letztere  Perpendikel  läfst  sich  so 
ausdrücken: 

und  wir  erhatten  daher; 

Andererseits  schneidet  die  Ebene  i  die  Normale  a  der  Ebene 
«  im  Punkte  9t,  und  wenn  wir  uus  ^  das  Perpendikel  a  auf 
die  Schnittlinie  (t«  |  =  |ci|a,J  herablassen,  so  ist: 
^■tg(r,«)  =  2)191, 
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also  haben  wir 

a,a,i 
Das   Produkt  Oci-Od]  -Oau    ist   der  sechsfache  Inhait  des 
Tetraeders  Oaa,aii;  derselbe  ist,  wenn  wir  mit-^^  die  Fläche 
des  Dreiecks  daiau  bezeichen,  auch  ^2^  .pa,  also 

Oa.s:)a,.Oan  =  2^.p«, 
und,  wenn  wir  mit  h  die  aus  der  Ecke  a  auf  die  Gegenseite 
]a,  Qii|   herabgelassene  Höhe  des  Dreiecks  aajan   bezeichnen, 
so  ist: 

hieraus  folgt  die  Beziehung: 
Bezeichnen  wir  weiter  durch 

JE       K,       Wj  [ 

die  drei  Perpendikel,  welche  aus  W.  auf  die  Seiten  des  Dreiecks 
aci|a,|  herabgelassen  werden  und  durch 

h    \     Ä, , 
die   drei  Höhen   des  Dreiecks  aaiün,   so  folgen  aus  den  drei 
Gleichungen : 

verschiedene   bemerkenswerte    Beziehungen;    zunächst    durch 
Multiplikation,  weil 

Oft  .  D«!  .  Da,,  =  ^^  -JJa 
und  nach  bekannten  elementaren  Sätzen: 

ist,  wo  r  den  Radius  des  dem  Dreieck  aci,  aj,  umschriebenen 

Kreises  bedeutet: 

(I)  pa  .  9Ji9l  .  ^9Ii  ■  TO9l„  =  2r  .  ji!r,3r„, 

ein   Resultat,    welches   sich    auch     unabhängig   von   unserer 

Untersuchung  als  elementarer  stereometrischer  Satz  aussprechen 

läTst: 
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Wenn  drei  durch  eineu  Punkt  D  gehende  zu 
einander  rechtwinklige  Ebenen  t  t,  r^,  aus  einer 
beliebigen  Ebene  «  ein  Dreiseit  ausschneiden, 
dessen  Ecken  cia|a,i  seien,  und  in  einem  beliebigen 
Punkte  ?0i  der  Ebene  a  auf  derselben  die  Normale 
a  errichtet  wird,  welche  von  den  Ebenen  t  r,  Tj, 
in  den  Punkten  91  31,  5li,  getroffen  wird;  wenn 
ferner  r  der  Hadius  des  dem  Dreieck  oa]ai,  um- 
schriebenen Kreises  und  jcTt^TC^^  die  drei  aus  ?0i  auf 
die  Seiten  des  Dreieoks  aaiaj,  herabgelassenen 
Perpendikel  sind,  pa  das  aus  O  auf  die  Ebene  a 
herabgelassene  Perpendikel  bedeutet,  so  gilt  die 
obige  Beziehung  (I): 

Zweitens  erhalten  wir  durch  Addition  der  vorigen  drei  Glei- 
chungen : 

Diese  Beziehung  ISfst  eine  einfachere  Gestalt  zu,  wenn  wir 
aus  O  das  Perpendikel  pa  =  0§  auf  die  Ebene  a  herablassen, 
dessen   l'ufspunkt  §  sei;  dann  haben  wir  nämlich: 

und  ferner  in  der  Ebene  «: 

^a^   =^m^-\-m!)?   —  2.§?fR.Wa  .  cus  (|§3)i|,  |?Oia|) 

§a,^  =^W  +ma|''  -2.$?[ft.^ia,  .co3(|§W|,|^a,|) 

Substituieren  wir  diese  Werte  in  die  obige  Relation  und  be- 
rücksichtigen die  bekannten  elementaren  Beziehungen: 

i  +  Tl  +  T^-^ 

■j  5)ia  .  co8(|i»[i|,  |iBi5|)+  ^  Sl!a,    <!os(?»«il,  ISH^D 
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^^^'  +  ^nai'  +  ^  ma,l  =  -  Pm*)  (vgl.  S.  556} , 


*)  Wenn  man  in  der  Ebene  ein  Dreieck  a  Hi  Ok  und  einen  beliebi- 
gen Piintt  W  hat  und  die  Perpendiliel  aus  50!  auf  die  Seiten  des  Drei- 


ecks a  Ol  «1,  durch  jiJiiJt,,,  die  mit  diesen  parallelen  Höhen  durch 
AfiiÄ,,  bezeichnet  (Fig.  46),  wenn  man  ferner  die  drei  Strahlen  ISTOal, 
laKoit,  I  an  Olli  zieht,  und  \ma\  die  Gegenseite  laiOnI  in  i  trifft,  bo  ist: 


und  es  folgt  durch  Addition; 


Ziehen  wir  durch  ä  eine  Parallele  \iä,i\  zu  Icffl],   welche  i 
Straile  |3J!aii|  begegne,  so  ist 
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wo   Pp   die  Potenz  des   Punktes   9Jt  in  Bezug  auf  den  dem 
Dreieck   aa,ai,   umschriebeüeu  Kreis  bedeutet,  so  foigt,  weil 


endlicli   ist    SiSn  =  SSOt  =  -y-  • 

Die  drei  Seiten  des  Dieieoks  8  äi 

ää,  = 


I  baben  also  folgende  Werte; 
6„e=  -?-aRo,  ■  A^i 


'1  m<x„  ■  - 


wenn  man  die  Seiten  des  Drelecta,  in  bestimmt«»!  Sinne  herum  durch- 
laufen, auf  irgend  eine  gerade  Liaie  g  projiziert,  so  ist  bekanntlich 
die  algebraische  Summe  der  Projektionen  gleich  Null,  und  da  die  Bich- 
tungen  der  Seiten  |^iäi,[,  ISuäl,  |8äi|  dieselben  sind,  wie  diejenigen 
der  Strahlen  :aKaj.  \ma,\,  laRflnl,  so  folgt: 

I    lma.co>>{ma\,g)  +  l'  SBa,.eos(lSi}a,|,s) 

I  -f  ll^^M«.,  .cos(|Wa„|,ir)  =  0. 

,   dessen   Grundlinie   a,a,,   den 


also  nach  dem  Obigen: 


und  da  -j-   ^=   — - 


i-m.'+^m 


ma\ 


SW 


-  mia 


Denken  wir  uns  nun  um  das  J)ieie&k  aOiti,,  einen  Kreis  gele({t,  und 
schneidet  \Wa\  deuselbeu  auui  andern  Male  in  a',  so  ist  die  Potenz 
des  Punktes  e  in  Bezug  auf  den  umschiiebeneu  Kreis: 

6(1] .  8flii  =■  an  .  Ba  , 
folglich  : 


-ma'  +  ^ma\  +  - 


d.  h.  gleich   der  negativen  Potenz   des  Punktes   3 
dem  Dreieck  a  a.  Ou  umschriebenen  Kreia,  also 


Tla  .  m.a' 


r.  d.  Obecfl.  3.  Oidn. 
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iat,  die  zweite  Beziehung: 

(II)        pam%-\-'>sii%-^yyt%i)  -^  om'  ~  Pmt, 

welche   sieh    als   elementarer    stereometriacher   Satz    so    aus- 
sprechen läfat: 

Wenn  drei  durcli  einen  Punkt  O  gehentte  zu 
einander  rechtwinklige  t^benen  t  t,  ir,,  aus  einer 
beliebigen  Ebene  tx  ein  Dreiseit  ausschneiden, 
dessen  Ecken  aaiai,  seien,  und  in  einem  beliebigen 
Punkte  m  der  Ebene  «  auf  derselben  die  Normale 
a  errichtet  wird,  welche  von  den  Ebenen  rr,T,,  in 
den  Punkten  ^t  M,  %,  getroffen  wird;  wenn  ferner 
Pgji  die  Potenz  des  Punktes  3)E  in  Bezug  auf  den  dem 
Dreieck  OCi,a,i  umschriebenen  Kreis  und  pa  das  aus 
O  auf  die  Ebene  ß  herabgelassene  Perpendikel  be- 
deutet, so  gilt  die  obige  Beziehung  (II); 

Paimt^  +  m^Ät  -h^9lu)  =  0^*-  -Pi'- 
Von  den  mannigfachen  metrischen  Beziehungen,  welche  sich 
aus   dem    Obigen    ergeben,    wollen    wir    nur  noch  folgende 
hervorheben : 

Aus  den  Gleichungen: 

folgt  durch  Addition,   weil    --  -j-  -.y-  -\-   ,"   =  l   ist,    nach 
dem  Obigen  {S.  609): 

_P \_    P'_ 1      P>'_  ^  1 

Oa    "T   Da,    ~^   Oa„ 

eine  Beziehung,  welche  sich  ebenfalls  leicht  in  Worte  kleiden 
läfst: 

Wenn  drei  durch  einen  Punkt  O  gehende  zu 
einander  rechtwinklige  Ebenen  t  t,  t,,  aus  einer 
beliebigen  Ebene  cc  ein  Drei  seit  ausschneiden,  dessen 
Ecken  ciaifin  seien,  und  aus  einem  beliebigen  Punkte 
W    der    Ebene    a    auf   die    drei    Ebenen    r  r,  i,j   die 
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Porpendikel  pp^Pti  herabgelassen  worden,  deren 
Strecken  in  entgegeiiger.etztem  llichtuugsinne  ge- 
nommen werden,  so  gilt  die  Beziehung: 

P      1    _Pi_    1    ^iL  __.  , 
Da    ■!"    Oa,   "f"    Od,, 
(welche  bekanntlich   in   der  analytischen  Geometrie  die  Glei- 
chnng  der  Ebeue  im  rechtwinkligen  Koordinateüsysteme  liefert) . 
Bemerken  wir  ferner,   dai's   das  aus  '^l  auf  die  Ebene  t 
herabgelassene  Perpendikel  p  sieh  so  ausdrücken  läfst: 
p--=m%.  cos  {p,  a) 
p  =  m®  .coa{p,b) 
p  ■=  ?Otfö  ■  cos  (p,  c), 
und   dafs  bekanntlich   wegen  der  Reehtwinkiigkeit   der   drei 
Strahlen  ah  c  unter  einander 

cos^  {p,  a)  -f-  cos'  (p,  b)  +  cos'  (p,  c)  =  I 
ist  (S.  383),  so  folgt: 

wmi\  "'"  aßajiV  "'"  "äüs^  ^  ~pf,' 

In  gleicher  Weise  gelten  die  Bezieliungen : 

I'DöF  "'"  'Da,'  +  Öä?i  ^  'iF 

[  Öc'"  '  Ö"ci'"  "T  ÖCi\  ^  pf ' 
Wir  kehren  nach  diesen  vorbereitenden  Ermittelungen  zu 
der  Betrachtung  der  drei  in  O  sich  durchkreuzenden  kon- 
foka.len  Flächen  zurück,  welche  die  drei  in  3)i  sich  durch- 
kreuzenden Strahlen  a  b  c  zu  Hauptaxeu  und  die  drei  sie 
paarweise  verbindenden  Ebenen  a  ß  y  zu  Hauptebeuen  haben. 
Alle  Flächen  der  konfokalen  Schar  haben  in  den  drei  Haupt- 
ebenen  dieselben  Fokalkegelschuitte  j  diese  haben  ebenfalls  9J{ 
zum  Mittelpunkt  und  zu  Potenzen  der  Punktinvolutionen  auf 
ihren  Hauptaxen,  wie  wir  früher  gefunden  haben,  die  Werte: 
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a^lbcyHbem:  i  ,3  =  [eaJ-Ebene:  j- =  [«6]-Ebeiie: 
6-Axe:  P^  —  i'„  c-Axe:  P.  —  P,  a-Ase:  P„  -  P. 
c-Axe:     P„  -  P„    !   ß-Axe:     P„  —  Pj      b-Axe:     P,  -  P., 

welche  Werte  uiigeäudert  hleiben,  wenn  wir  an  Stelle  von 
P^F>,Fc  setzen  P.,Pö,Pc,  oder  P„„P,,,P,,,. 

Wir  haben  aber  auch  früher  gesehen,  dal's  die  drei  Be- 
ruh rungsebenen  T  T|  T|j  im  Punkte  O  an  den  drei  kon- 
fokalen Flächen  auf  der  Hauptebene  a  ein  Dreieck  (ICtiaji 
ausschneiden,  welches  ein  Polardreieck  sein  mui's  für  den  in 
der  Ebene  «  enthaltenen  (reellen  oder  imaginären)  Fokal- 
kegelschnitt. Durch  ein  Polardreieck  «fl|rt||  und  den  Mittel- 
punkt 9)f  ist  ein  ebenes  Polarsystem  vollständig  bestimmt, 
und  wir  kennen  (Th.  d.  K.  S.  219)  von  den  Pütenzwerten 
der  Punktinvolntionen  auf  den  Hauptaxen 

die  Summe     ^  Py,; 
nnd  das  Produkt    =2rnny%^^, 

wo  Pto  die  Potenz  des  Punktes  21t  in  Bezug  auf  den  dem 
Polardreieck  na,  n,,  umschriebenen  Kreis,  dessen  Radius  r 
ist,  und  jtff|Ji||  die  drei  Perpendikel  ans  ^t  auf  die  Seiten 
des  Polardreiecks  OOia, ,   bedeuten. 

Benutzen  wir  also  diese  bekannten  Beziehungen,  so  ge- 
stalten sich  die  oben  gefundenen  Resultate  (I)  uiid  (II)  folgen- 
dermafsen : 

(!')       Pa.m^.  5R5(,  .  m%,  =  (Pi-Fu)  (Fc-P..) 

{IV)  Pa{^l%-\-m%-i-m%,,}  ='OW<''-{Pt~F.)-lFo-Fa). 

Betrachten  wir  von  diesen  beiden  Resultaten  zunächst  das 
erste  und  seine  beiden  analogen,  so  können  wir  sie,  durch 
Potenzwerte  ausgedrückt,  so  achreiben: 


(III) 


P.  ■  F.,  ■  ft„  —  pl  (-Pi  -  -P.)  (-P.  -  -P.) 

P,  ■  P,,'  P,„  —rliP,-  F,)  (P. — P,) 
P,  ■  F.. .  P...  ~p'(P.-P.)  (-Pi~-P.); 


wenn  wir  aber  die  Potenzwevte  durch  die  auf  S.  668  u.  669  ge- 
fnndenen  Ausdrücke  ersetzen,  so  erhalten  wir  die  Beziehungen : 


y  Google 


§  70.  Metr.  Eigenschaften  d.  Krümmungülimen  d.  Fläcten  2.  U.       677 

U.  .m©.50ti5|  .aft6„  =y  .ca  .c6. 
Die  erste  dieser  drei  GleichuDgeii  läfst  sich  so  schreiben: 

SR3I  .  afi.  ac  "ffiF' ' 

gestalten  wir  in  ähnlicher  Weise  die  beiden  andern  Glei- 
chungen um,  addieren  alle  drei  und  bemerken,  dafs 

m%'   ^    fflIS'   ^    TOS' 
ist,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  linlfs  die  Multiplikation  aus- 
führen und  die  obigen  Beziehungen  benutzen: 

1     Oa        I        06      _|_      De     I 

~^'^  P  (Oa.ob.at  ^   0&.bc.6a     '     Occa.c&f 

Nun  liegen  aber  die  vier  Punkte  O  a  6  c  auf  einer  Geraden 
s,  und  es  gelten  für  vier  beliebige  Punkte  O  a  b  c  einer  Ge- 
raden die  identischen  Beziehungen: 

a6.ac   ^   6c.  6a  ^   ca  .  cb 

76^  +  .6V^;r+  ;:A6-o 


Öa.ob.ac   "^   Ob.&c".6a   ^*"   Di.i:i>.cb 


Oa.Ofe.Ot 


''j  Die  beiden  erston  identischen  Belationea  sind  in  Th.  d,  K.  (S,  4 
und  5)  angegeben  j  die  letztere  folgt  ans  der  dort  abgeieiteton  Kelatiou : 

ab.ac     ■•■    6c.6a    "^    ca.cb    ~      ' 
wenn   wir  die   beiden  Beziehungen  — r  ="1-1-  —7    und   —  -=  I  -1-  — 
mit  einiuider  multipli;iieren ,  die  beiden  analogen  hinzufügen   nnd   ad- 
dieren: 06.  Oc      ,      Oc.  Oa      ,      Oa-Ob 
ab.  HC      "•"   "bc.6«     "^      ca.ch  " 
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i  erhalten  wir  die  Beziehungen: 
.Oa    -Oi    -Oc    =i?f.3t^Jt|     .-KX'!,,    imd  ebenso 
(IV)  ■!  p,  .  Oa,  .  Ofc,   .  Oc,  =ij'.  'itiat,,  .  3t|':!( 

[p,,.  Oaii-  Oll,,  .  OCn  =  P«-  ?t|,a  .  %,%, 
oder,   wenn  wir  wiederum   die   Potenzwerte   der   Punktinvo- 
lutionen  anriicksubstituieren : 

(P„    .  P.    .Po   =p'  (P„  -P.,)  (P«  -P„,.) 

(IV)  P„,   .  P.,   .  P„  =?'J  (P„,  -P„„)  (P„,  -P.  ) 

lp,„   .P.„.    F,„  =  /.Ji(P„„— P,0(Pa„--P„,). 

Betrachten    wir    au  zweiter   Stelle    die   Beziehung    (U'),    so 
können  wir  dieselbe  und  ihre  beiden  analogen  also  schreiben: 

(  P„  +  1\  +  -P«„=  05)f^'  +  CP„-  P.)  +  {Pa-i'.) 

(V)  p*  +  p,,  +  Ps,,  =  om'^  +  {P*  -  P.)  +  (P*  -  P„) 
|p,+  Pc,  +  P.„=OTO^  +(P„-P„)4-(-P.-n); 

aus  der  ersten  derselben  folgt: 

P„,  +  P„,^  =  90EO'*  +  P„  -  Pi  -  Pc, 
also 

P,  +  P,  +  P,  =  «Oi  0=  +  (P„  -  P„,)  +  (P„  -  P„,  J 
woraus  die  drei  den  vorigen  (V)  entsprechenden  Beziehungen 
hervorgehen : 

[Pa   +  P,   +  Po  =^)iO'  +  (P„  -  7',,,)   +  (P,  -  P,„) 

(VI)  p„,  +  p*,  +  Po,=^fo-'+(P„,  —  p„j  +  (^■'.,  —  -P") 

UV+  P*„+P„„=mO''+(P„„  -  Pa)    +  (-P.,  -  P«,). 

Die  Begehungen  (III)  (IV)  (V)  (VI)  lassen  eine  gewisse 
Reziprozität  erkennen,  wonach  die  Ebenen  t  t,  t,,  mit  den 
Ebenen  a  ß  y  vertauscbbar  sind,  und  die  sich  in  folgendem 
Satze  aussprechen  läfst: 

Wenn  drei  durch  einen  funkt  O  gehende  zu 
einander  rechtwinklige  Ebenen  t  t,  r,,  aus  einer 
beliebigen  Ebene  «  ein  Dreisei t  ausschneiden, 
dessen  Ecken  a  n,  (in  seien,  und  in  einem  beliebigen 
Punkte  ^J  der  Ebene  cc  auf  derselben  die  Normale 
a  errichtet   wird:   wenn  man  ferner  in  der  Ebene  a 
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den  Punkt  m  als  den  Mittelpunkt  und  das  Dreieck 
a  a,  a,,  als  ein  Polardreieck  eines  ebenen  Polar- 
systems  irnffaTst,  welches  dadurch  gerade  bestimmt 
wird,  und  dessen  Axen  durch  den  Mittelpunkt  ^flf 
die  Geraden  b  nnd  c  seien,  dann  werden  die  drei 
Ebenen: 

zu  den  drei  ursprflnglicheJi  Ebenen  t  r,  t,,  eine 
solche  eigentümliche  Lage  haben,  dafs  von  diesen 
sechsEbenen  jede  durch  die  fünf  übrigen  in  einem 
Paar  Hauptaxen  und  einem  Polardreiseit  eines 
ebenen  Polarsystems  durchschnitten  wird. 

Die  in  dem  Vorstehenden  abgeleiteten  metrischen  Be- 
ziehungen, deren  Anzahl  sich  noch  vei'mehren  liifst,  gestatten 
eine  mehrseitige  geometrische  Interpretation,  die  zu  Eigen 
Schäften  der  Krfimmungslinien  der  Flächen  2.  0.  führt. 

Betrachten  wir  z,  B.  die  Beziehung  {!')  und  dividieren 
dieselbe  durch  p^  .  ^?(  =  P„,  so  folgt; 

3R9t,  .9JJ?l„  =    ^-' --^^^ -"^-■ 

Halten  wir  jetzt  das  Ellipsoid,  tur  welches  Pa  Pd  P" 
die  Potenzen  der  Punktinvolutioncn  luf  den  diei  Hauptaxen 
sind,  fest  und  veiandein  den  Punkt  SD  willkUilich  auf  dem 
Eliipeoid,  so  mdein  sich  die  jede-^mahgen  beiden  Haupt- 
normalebenen  t,  Tj,  {S  bb6)  de'i  Punktes  O,  also  mit  ihnen 
auch  die  Sthnittpunkte  deiselben  mit  dei  n  Äxe,  aber  dEis 
Rechteck  a)tM|  5m3(,i  bleibt  konstant,  folglich  sind  ^j  und 
5t,,  Punktepaaie  emei  Punktinvolution  luf  dei  a-Äxe,  deren 
Mittelpunkt  3)t  ist,  und  wir  erhalten  den  Satz: 

Wenu  man  in  jedem  Punkte  eines  Ellipsoids 
(einer  Mittelpunktsfläohe  2.  0.)  die  beiden  Haupt- 
normalebenen  konstruiert,  so  treffen  dieselben 
jede  der  drei  Hauptaxen  in  Punktepaaren  einer 
Punktinvolution.  deren  Mittelpunkt  der  Mittel- 
punkt des  Ellipsoids  ist. 

Dasselbe  gilt  in  gleicher  Weise  für  das  einschalige  und 
zweischalige  Hyperboloid,  wie  wir  sofort  erkennen,  wenn  wir 
die  vorige  Beziehung  so  schreiben: 
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(-P.  -  i'n  ■)  (P.  —  P„  ^ 

^%  .  2R9X„  =  -^-' "-^-^ ^^ 

m% .  m%i  =  -^-^ — ?ü^^^L_  _.  ?uj_. 

Diese  neuen  Punktinvolatdoiien  auf  den  drei  Hauptaxen 
der  Fläche  2.  0.  werden  hyperbolisch  oder  elliptisch  sein, 
je  nachdem  ihre  Potenzen  positive  odei  negative  Weite  haben; 
es  besteht  aber  eine  Beziehung  zwischen  solchen  drei  Potenz- 
werten,  aus  welcher  wir  sotoit  einen  Schluis  aut  ihien  hyper- 
bolischen oder  elliptischen  Chaiakter  ziehen  können  Ersetzen 
wir  nämlich  die  Werte  P^,  A,  -Po  duich  die  ihnen  gleichen 
p.Oa,  p.06,i».0c,  so  folgt  nach  (III). 


und  Yerraöge  der  obi 


Hieraus  folgt,  dafs  die  drei  Potenzwerte  der  neuen  Panfet- 
involutionen  auf  den  drei  Hauptasen  weder  alle  drei  hyper- 
bolisch, noch  alle  drei  elliptisch,  sondern  notwendig  ent- 
weder zwei  hyperbolisch  und  eine  elliptisch,  oder  zwei  elliptisch 
und  eine  hyperbolisch  sein  müssen.  Dies  gilt  sowohl  für 
das  Ellipsoid,  als  auch -für  das  ein-  und  zweisohalige  Hyper- 
boloid; welcher  von  den  beiden  übrigbleibenden  Fällen  nun 
aber  wirklich  bei  jedei  diesei  diei  Flächen  eintritt,  können 
wir  geradezu  ermitteln  aus  den  Potenzen  der  den  Flächen 
selbst  zugehörigen  Involutionen  auf  den  Hauptasen. 

1)  Für  das  Eüipaoid  haben  wir: 
P„  >  0,   Pfi  >  0,   P=  >  0  und  nehmen   an   P«  >  P^  >  P„, 
dann   werden  die  Werte  der  Potenzen  der  neuen  Punktinvo- 
lutioticn: 
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/p    -  F  )  (P^—  PA 
auf  der  a-Axe:  -i — ^_— o ^__ 

positiv,  also  die  loTolution  hyperbolisch, 

auf  de,  6.A...  Sl^zI^.^'L 

negativ,  also  die  Involution  elliptisch, 

fP_  -  P„)  (Pa  —  P;) 
auf  der  c-Äxe:  -^^ -p^ — 

positiv,  also  die  Involution  hyperbolisch. 

Auf  der  gröfsten  und  kleinsten  Axe  des  Ellipsoids  sind 
daher  die  neuen  Puuktinvolutionen  hyperbolisch,  auf  der 
mittleren  eiliptisch. 

2)  Für  das  einschalige  Hyperboloid  haben  wir: 
Pfl,  >  0,  Ps,  >  0,  P,,  <  0  und  nehmen  an  P„,  >  P^,, 

dann  werden  die  Werte  der  Potenzen  der  neuen  Punktinvo- 
Jutionen : 

)(^.,-J'a,) 

positiv,  also  die  Involution  hyperbolisch, 

(P^  —F.  )  (P„   -  F.  ) 
anf  der  ^,-Ase:  i^— -^^^ '---l 

negativ,  also  die  Involution  eiliptisch, 

(K  -  ^c )  (Po  —  ^c  ) 
auf  der  c^-Axe:  — — '■ '— — '■ '■ — 

negativ,  also  die  Involution  elliptisch. 

Auf  der  gröl'seren  der  beiden  reellen  Haoptaxen  des  ein- 
schaligen Hyperboloids  sind  daher  die  neuen  Punktinvolu- 
tionen hyperbolisch,  auf  den  beiden  andern  Hauptaxeu  eilip- 
tisch. 

3)  Für  das   zweischaiige   Hyperboloid   haben   wir: 

Pö„>0,  Ps„<0,   P.„<0  und  nehmen  an  {■-P„„)<{- P.,j, 

dann  werden  die  Wertij  der  l'oten/en  der  neuen  Puuktinvo- 
lutionen: 

auf  der  »y-Äxe;     ■-*— - — -"1      °" ^'— 

positiv,   also  die  Involution  hyperbolisch, 
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(P     ~  P.    )  (P     —  P     ) 
auf  der  iin-Axa:  -- ii*  i_.f;i__: — ^L 

lositiv,  also  diu  Involution  hyperbolisch, 


auf  der  C..-Ä: 


,.  (-''.„- -P-JC-P^-J..,) 


negativ,  also  die   Involution  elliptisch. 

Auf  der  reellen  Hauptaxe  und  auf  derjenigen  der  beiden 
imaginären  Hauptaxen,  deren  absoluter  Potenzwert  der  klei- 
nere ist,  sind  dalier  die  neuen  Punk tinvolntioneu  hyperbo- 
lisch, auf  der  dritten  elliptisch. 

Wir  nennen  die  Asymptotenp unkte  (Doppelpunkte)  der 
neuen  Punktinvolutionen,  mögen  dieselben  hyperbolisch  oder 
elliptisch  sein,  die  Fokalpunkte  der  Fläche  2.  0,,  und 
haben  demnach  folgendes  Ergebnis: 

Sowohl  das  EUipsoid,  als  auch  das  siweischa- 
lige  Hyperboloid  haben  vier  reelle  und  zwei  ima- 
ginäre, daa  einschalige  Hyperboloid  zwei  reelle 
und  vier  imaginäre  Fokalpunkte  auf  den  Haupt- 
axen. 

Die  reellen  Fokalpunkte  bei  den  nicht-geradlinigen  Flä- 
chen 2.  0.  lassen  eine  sehr  einfache  Konstruktion  zu,  wenn 
wir  Folgendes  bemerken; 

Die  Bertihrungsebene  in  einem  Punkte  einer  Fläche 
2.  0.  enthält,  wie  wir  wissen,  immer  eine  Strahleninvolutiou, 
deren  Mittelpunkt  der  Berührungspunkt  ist,  und  deren  Doppel- 
strahlen das  (reelle  oder  imaginäre)  Linienpaar  bildet,  in 
welchem  die  Berühr ungsebene  die  Fläche  schneidet;  die  immer 
reellen  Hauptaxen  dieser  Sti'ahleninvolution  sind  die  Haupt- 
tangenten in  dem  Berührungspunkte,  und  die  durch  dieselben 
und  die  Normale  der  Fläche  gelegten  Ebenen  die  Haupt- 
normalebenen. Durch  jeden  Punkt  der  Fläche  gehen  also 
im  allgemeinen  zwei  zu  einander  rechtwinklige  Hauptnormal- 
ebenen. Es  giebt  aber  besondere  Punkte  bei  den  nicht  gerad- 
linigen Flächen  2.  0.,  die  wir  Kreispunkfce  genannt  haben, 
für  welche  die  vorige  Strahleninvolution  eine  orthogo- 
nale wird;  ein  Kreispunkt  hat  also  nicht  blofs  ein  einziges 
Paar  Hauptnormalebenen ,  sondern  unendlich  -  viele  Paare, 
welche  eine  orthogonale  Ebenen  in  volutiou  bilden,  deren  Äxe 
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die  Normale  der  Fläche  im  Kreispunkte  ist.  Die  vier  Kreis- 
punkte einer  Fläche  2.  0.  liegen,  wie  wir  wissen,  ia  einer 
der  drei  Haiiptebenen,  in  welcher  mithin  auch  ihre  Normalen 
liegen;  da  nun  jedes  Paar  Hauptnorraalebenen  die  drei  Haupt- 
axen  der  Fläche  ,in  einem  Paar  konjugierter  Punkte  der 
neuen  Punktinvolntion  schneiden,  so  ergiebt  sich  folgendes 
Resultat : 

Die  Normalen  in  den  Kr  eiep  unkten  einer 
Fläche  2.  0.  bilden  ein  Parallelogramm,  dessen 
Ecken  die  rollen  Fokalpunkte  der  Fläche  sind. 
Die  orthogonale  Ebeneninvolution,  welche  durch 
die  Normale  eines  K r eis p unkte s  als  Äse  gelegt 
werden  kann,  sehneidet  auf  derjenigen  (dritten) 
Ilauptaxe  der  Fläche  2.  0.,  welche  von  dieser  Nor- 
male nicht  getroffen  wird,  eine  elliptische  Punkt- 
involution aus,  welche  die  beiden  übrigen  imagi- 
nären Fokalpunkte  der  Fläche  vertritt. 

Nehmen  wir  nun  irgend  ein  Paar  reeller  Fokalpunkte 
einer  der  drei  Flächen  heraus,  z,  B.  für  das  Ellipsoid  die 
reellen  Fokalpunktß  auf  der  a-Ase: 

(].  h.  die  Asymptoten  punkte  der  hjperbuliachen  Punktinvo- 
lution auf  der  a-Äxe,  deren  Potenz  den  Wert  hat: 

so  geben  die  oben  gefundenen  Beziehungen  (IV)  u.  a.  fol- 
gende Gleichung: 

-p,„ .  i'„.  - 1\  -  K  (p,.,  -  p.„)  (P,.,  -  p.)i 

aus  dieser  folgt; 

(1\  —  P^J  .p^         i',,^.Pc, 

2^7      "  ""  ^«,  "■  Pa  ' 
oder  nach  den  früher  ermittelten  Ausdrücken  der  Potenzwerte  : 
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j|;- -»»(»„.)  =  cos (.,,«) 

und 

also  erhalten  wir: 

die  linke  Seite  zerfällt  aber  in  das  Produkt: 

(9Ä3(,  4-^W(TO5I,  -  TOU.f,082(a,  r,) 
oder 

im%  -i-f,m){m%i  +  im).  cos3{«,rt) 

oder 

f„a,  .  f;3t,  cos^C«,  P|), 

also  wird  die  letzte  Gleicliung: 

U%i  .  cos  {a,  T,)  .  f;2(|  .  cos  («,  r,)  =  ^'ir^-  ■ 

Links  steht  das  Produkt  der  Perpendikel  aus  den  Fokal- 
punkten  fa  und  fä  auf  die  Hauptnormalebene  t, ;  verändern 
wir  dieselben  entlang  derjenigen  Krümm un gslinie ,  in  wel- 
cher das  Ellipaoid  von  dem   konfokaleu  einschaligen  Hjper- 

p    .  p 
boloid  durchschnitten  wird,  so  bleibt  die  rechte  Seite  p-^^r^ 

der  vorigen  Gleichung  von  koDstautem  Werte,  also  gilt  der 
Satz: 

Das  Produkt  der  Abstände  einer  Hauptnormal- 
ebene von  zwei  Fokalpunktou  auf  einer  Hauptaxe 
einer  Fläche  2,  0,  bleibt  von  unverändertem  Werte, 
wenn  diese  Ebene  sich  längs  einer  Kriimmungs- 
linie  der  Fläche  fortbewegt, 

Wir  haben  dieses  Resultat  gleich  in  seiner  Allgemein- 
heit ausgesprochen,  weil  es  sieb  in  ganz  gleicher  Weise  für 
ein  anderes  Paar  Fokalpuukte,  eine  andere  Kriimmungslinie 
und  eine  der  beiden  andern  konfokalen  Flächen  ableiten  läfst. 
Seine  Analogie  mit  bekannten  Eigenschaften  des  Kegelschnitts 
springt  in  die  Augen. 

Da  die  reellen  Fokaipunkte  bei  den  beiden  nicht -gerad- 
linigen Flächen  2.  0.  die  Durch  schnittspunkte  der  Normalen 
in  den  Kreispunkten  der  Fläche  sind,  so  lassen  sich  leicht 
die  Abstände  der  Fokalpunkte  von  den  Kreispunkten  ermitteln. 
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Sei  7:  B.  f  ein  Kreispiinkt  des  Eilipsoida,  gelegen  auf  der 
Hauptellipse  t»:'^,  und  schneidet  die  Normale  des  Kreispunktes 
f  die  beiden  Hauptaxen  a  und  c  in  den  Kokalp  unkten  fa  und 
f„,  so  gilt  die  Eeziehuug  (Th.  d.  K.  S.  172); 

aus  den  Werten; 

/p   —  p  \  (P  _  p  )                                (P    -   p\  (P   _  PA 
g)lf^  =1.* ?-^'-^ "J-  und  Wt  =  ^-- TT^ ^- 

ergiebt  sich  aber  wegen  des  rechtwinkligen  Dreiecks   fa50ffc: 


m = -p-P- 1  p^  ip-  -  -PO  +  p^  iA  - 


p^p^ 

und  daher 


■  P. 


Die  Entfernungen  der  Kreispunkto  von  den  Fokaijjunkten 
des  Ellipsoids  erscheinen  hiernach  als  die  vierten  Proportio- 
nalen aus  den  Werten  der  drei  Hauptaxen;  in  gleicher  Weise 
ermitteln  wir  diese  Abstände  für  das  zweischalige  Hyper- 
boloid, wo  unserer  obigen  Annahme  geniäfs  die  Kreispunkte 
fij  und  die  reellen  Pokalpunkte  fa„  und  f«,,,  f»,,  und  fi„  in 
der  [«||fcn]-Ebene  gelegen  sind,  nämlich: 
5  P;  P. 

TiiTs,,  —       p 

Beim  einschaligen  Hyperboloid  haben  wir  nur  ein  Paar 
reeller  Fokalpunkte  fg,  und  f^,  anf  der  a, -Axe;  Kreispunkte 
existieren  hier  nicht;  wohl  aber  können  wir  auch  hier  die 
(  Griifse  bilden: 


welche  negativ  wird. 
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In  der  folgenden  Betrachtung  treten  gewisse  Kugeln  auf, 
die  wir  liier  schon  einführen  wollen.  Nehmen  wir  nämlich 
beim  Ellipsoid  die  Fokalpunkte  fa  nnd  fl  als  Mittelpunkte 
zweier  Kugeln,  deren  Radien  den  Wert  f„£  haben,  so  sollen 
diese  Fokalkugeln  heifsen;  ein  zweites  Paar  Fokai- 
kugeln  erhalten  wir,  indem  wir  die  Fokalpunkte  f„  und  f^  zu 
Mittelpunkten  zweier  Kugeln  mit  dem  Radius  f^f  machen. 
Wir  erhalten  also  vier  Fokalkugeln,  und  jede  dersel- 
ben berührt  das  Ellipsoid  in  zwei  symmetrisch 
liegenden  Kreispunkten.  Wir  wollen  die  ersteren  beiden 
die  inneren,  die  letzteren  die  äufseren  Fokaikngeln  nennen 
und  werden  sogleich  erkennen,  daCa  jene  ganz  innerhalb  des 
Ellipsoids  liegen,  diese  das  Ellipsoid  ganz  einschliefaen.  Das 
Paar  der  inneren  Fokaikngeln  berührt  das  Paar  der  äu&eren 
Fokalkugeln  innerlich. 

Id  gleicher  Weise  erhalten  wir  beim  zweischaligen  Hyper- 
boloid zwei  innere  und  zwei  äufsere  Fokalkugeln,  die  paar- 
weise das  Hyperboloid  in  zwei  symmetrisch  liegenden  Kreis- 
punkten berühren  und  selbst  in  dieseu  Punkten  einander 
äul'serlich  berühren. 

Beim  einschaligen  Hyperboloid  können  die  beiden  reellen 
Fokalpunkte  f„,  und  fa,  als  Mittelpunkte  zweier  imaginären 
Fokalkugeln  betrachtet  werden,  für  die  das  Quadrat  des  Radius 

P,  .  P 
den   negativen  Wert  hat  — jj — —  •     Wir    können   uns   diese 

imaginären  Fokalkugeln  durch  reelle  räumliche  Polarsysteme 
vertreten  denken,  die  elliptischen  Charakters  sind. 

Nehmen  wir  nun,  um  von  einem  bestimmten  Falle  aus- 
zugehen, das  Ellipsoid  und  die  innere  Fokalkugel  desselben 
mit  dem  Mittelpunkt  ja,  so  lafst  sich  die  Potenz  eines  be- 
liebigen Ellipsoidpunlttea  O  in  Bezug  auf  diese  Kugel  er. 
mittein.  Wir  haben  nämlich  zunächst: 
Off  =0^r +  mfa  -2.O50E.3Rfa  .cos(|0^3Jt|,  \mi\), 
und  wir  kennen  aus  den  Kela.tionen  (V)  den  Wert: 
0^»f^  =  Pa,  +  Fa..  +  Pt  +  l\  —  iC, 

ml  =  ^ — P'-  -  -  - '  -  -p  -  -  -f*^  -  J'^  +  ^'«, 


ferner 
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endlich 

D^I  .cos(10^D£|,  |50if„|)  =  ±jv, 
<1.  h.  gleicli  dem  Abstände  dea  Punktes  O  von  der  Haupt- 
ebene  [6c],  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  der  Punkt  O 
mit  dem  Punkte  i„  auf  derselben  oder  auf  verschiedenen 
Seiten  der  Ebene  [hc]  Hegt;  nach  (III)  ist  aber  der  abso- 
lute Wert: 

folglich  erhalten  wir: 

O  f'  =  ~~-  +  P„,  +  P„,.  +  2  VPuJ^^.,  , 

p  p 
und  (ia  — ^ —  das  Quadrat  des  Radius  der  inneren  Fokalkugöi 

ist,  deren  Eadius  (f„  ist,  so  folgt: 

Der  Wert  (Of^  -  Tf^)  ist  aber  die  Potenz  des  EUipsoidpuuktes 
O  in  Bezog  auf  die  betrachtete  innere  Fokalkugel,  und  zwar 
ist  diese  Potenz,  positiv,  denn  die  Werte  J-'u,  und  P„,j  sind 
wesentlich  positiv,  also  (Cfa  —  ff«)  das  Quadrat  einer  reellen 
Gröfse,  mithin  positiv.  Der  Punkt  O  liegt  daher  notwendig 
aufserhalb  der  Fokalkugel,  oder,  wie  oben  behauptet  wurde, 
die  betrachtete  Pokalkugel  ist  eine  innere,  d.  h.  liegt  ganz 
im  Innern  des  Ellipsoids. 

Nennen  wir  die  Tangente  aus  SD  an  die  innere  Pokal- 
kugel einen  Fokalstrahl  i«,  so  nimmt  das  vorige  Resultat 
die  einfache  Gestalt  an: 

t.  -  /R,  +  VF,.,,, 

d.  b.:  Die  ans  einem  beliebigen  Punkte  O  des  El- 
lipsoids an  eine  innere  Fokalkugel  desselben  ge- 
zogene Tangente  (der  Pokalstrahl  eines  Ellipsoid- 
punktes)  ist  gleich  der  Summe  oder  Differenz  der 
Ilalbaxen  der  beiden  durch  den  Punkt  O  mit  dem 
Ellipsoid  konfokal  gelegten  Hyperboloide,  näm- 
lich derjemigeu  Halbaxen,  deren  Richtung  zusam- 
menfällt mit  der  Richtung  der  Halbaxe  des  Ellip- 
soids, welche  den  Mittelpunkt  (f„)  der  Fokalkugei 
enthält,    und   es    gilt    die  Differenz   oder   die   Summe,   je 
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nachdem  der  Punkt  O  und  der  F.okalpuiikt  f^  auf  derselben 
oder  auf  verschiedenen  Seiten  der  Hauptebene  [bc]  =  a  liegen. 
Nehmen  wir  daher  die  zweite  innere  Fokalkugel  des 
Eilipsoida  hinzu,  deren  Mittelpunkt  \ä  ist,  so  folgt,  da  f„ 
und  f  durch  die  Ebene  [hc]  getrennt  werden,  der  Pokal- 
atrahl  aus  O  an  die  andere  innere  Fokalkugel : 

und  hieraus  ergiebt  sich : 

Verändern  wir  nun  den  Punkt  O  des  Ellipsoids  derartig, 
dafs  er  eine  Krümmungakurve  desselben  durchläuft,  etwa  die 
Schnittkurve  eines  mit  dem  Ellipsoid  konfofcalen  einschaligfen 
Hyperboloids,  so  bleibt  in  der  ersten  der  beiden  letzten  (Glei- 
chungen die  rechte  Seite  ungeändert;  für  die  andere  Krüui- 
mungskurve  bleibt  die  rechte  Seite  der  zweiten  Gleichung 
ungeändert,  und  wir  erhalten  die  Sätze : 

I)  Wenn  man  von  sämtlichen  Punkten  der 
Schnittkurve  eines  Ellipsoids  und  eines  mit  ihm 
kon fokalen  einschaligen  Hyperboloids  (einer  Krüm- 
mungskurve des  Ellipsoids)  die  Tangenten  an  die 
beiden  inneren  Fokalkugein  des  Ellipsoids  (Fokal- 
strahlen) zieht,  so  ist  die  Summe  derselben  von  un- 
verändertem Werte,  nämlich  gleich  dergröfseren 
reellen  Hauptaxe  des  eiuschaligeu  Hyperboloids. 

2}  Wenn  man  von  sämtlichen  Punkten  der 
Schnittkurve  eines  Ellipsoids  und  eines  mit  ihm 
konfokalen  zweischaligen  Hyperboloids  (der  an- 
deren Krünimungskurve  des  Ellipsoids)  die  Tan- 
genten an  die  beiden  inneren  Fokalkugeln  des 
Ellipsoids  (Fokalatrahlen)  zieht,  so  ist  die  Diffe- 
renz derselben  von  unverändertem  Werte,  nämlich 
gleich  der  reellen  Hauptaxe  des  zweischaligen  Hy- 

Diese  Sätze  lassen  eine  gewisse  Analogie  erkennen  mit 
den  bekannten  Eigenschaften  der  konstanten  Summe  der 
Fokalstrahlen  ffir  die  Punkte  einer  Ellipse  und  Differenz  der 
Fokalstrahlen  für  die  Punkte  einer  Hyperbel, 
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Fassen  wir  dagegen  eine  äulsere  Pokalkugel  des  Ellip- 
soids  ins  Auge,  deren  Mittelpunkt  fj  sei,  so  ergiebt  die 
gleiche  Rechnung: 

und  da  hier  T^,  und  Pc„  beide  negativ  sind,  so  wird  der 
Wert  von  (OP  —  ff^)  das  Quadrat  einer  rein-imaginären 
Grofse,  also  negativ;  die  Potenz  jedes  Ellipsoidpunktes  in 
Bezug  auf  eine  äufsere  Fokalkugel  ist  daher  negativ,  d.  h. 
alle  Punkte  des  Ellipsoids  liegen  innerhalb  der  Kugel,  oder, 
wie  oben  behauptet  wurde,  die  betrachtete  Fokalkugel  liegt 
ganz  aufserhalb  des  Ellipsoids;  setzt  man  hier  an  Stelle  der 
Tangente  aus  einem  Eilip so id punkte  an  die  Pokalkugel  die 
halbe  kleinste  Sehne,  welche  sich  von  dem  Punkte  aus  durch 
die  Kugel  ziehen  läfst,  und  führt  auch  für  die  reellen  Werte 
]/  —  Pf,  und  y  ~  Pf,,  ihre  bekannte  geometrische  Bedeu- 
tung ein,  so  ändert  sich  zwar  die  Bedeutung  von  „Fokal- 
strahl" und  der  Sinn  von  „Hauptaxe",  als  Strecke  aufgefafst, 
aber  die  vorigen  Sätze  1}  und  2)  können  in  unveränderter 
Form  ausgesprochen  werden. 

Man  übersieht  ohne  weiteres,  dafs  beim  zweisehaligen 
Hyperboloid  durchaus  analoge  Resultate  hervortreten,  nur 
mit  dem  Unterschied,  dafs  hier  die  Tangenten  aus  irgend 
einem  Hyperboloidpunkte  an  alle  vier  reellen  Fokalkugeln 
reell  sind;  beim  einschaligen  Hyperboloid  sind  zwei  Pokal- 
punkt«  reell,  aber  die  Mittelpunkte  imaginärer  Fokalkugeln 
und  der  „Pokalstrahl"  ändert  wiederum  seine  Bedeutung, 
inllem ,  die  Potenz  eines  Punktes  O  in  Bezug  auf  eine  ima- 
ginäre Kugel  mit  dem  Mittelpunkte  f„,  und  dem  Quadrate 
des  Radius  —  r^  ausgedrückt  wird  durch  die  Summe 
^  P  +  '  a  j  "'^^  ^^^  Quadratwurzel  aus  diesem  Werte  den 
Fokalstrahl  aus  O  an  die  imaginäre  Pokalkugel  ausdrückt. 
Es  würde  nnaehwer,  aber  ermüdend  sein,  in  jedem  einzelnen 
sich  darbietenden  Falle  das  besondere  Resultat  hervorzuheben ; 
wir  begnügen  uns  daher  mit  dem  Ausspruch  des  allgemeinen 
Satzes : 

Für  alle  Punkte  einer  Krümmungslinie  einer 
Fläche  2.  0.  mit  einem  Mittelpunkt  ist  entweder 
die   Summe  oder   die    Differenz   der    von    ihnen   an 
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zwei  zusammengehörige  Fokalkugeln  der  Fläche 
gehenden  Fokalstrahlen  von  unverändertem  Werte, 
iiämiicli  gleich  der  durch  die  Mittelpunkte  der 
Fokalkugeln  (Fokalpuukte)  gehenden  Hauptaxe 
derjenigen  Fläche,  welche  die  Krümmungslinie 
bestimmt. 

Endlich  läl'st  das  vorhin  erlangte  Resultat  noch  eine 
andere  Folgerung  zu,  die  7.u  einer  weiteren  Analogie  der 
Krümmungsiinien  einer  Fläehe  2.  0.  mit  dem  Paare  einer 
Ellipse  und  einer  mit  ihr  konfokalen  Hyperbel  führt. 

Kehren  wir  zu  dem  ElHpsoid  zurück  und  betrachten, 
wie  oben,  eine  innere  Fokalkuge!  mit  dem  Mittelpunkte  fa  ; 
der  aus  einem  beliebigen  Ellipsoi  dp  unkte  D  an  die  Fokal- 
kugel gezogene  Fokalstrahl  war: 


wir 

können  vermöge 

der  Beziehungen 

(III) 

setzen ; 

1  ^, 

i,. 

Nehmen  wir  nun  zu  dem  Fokalpunkte  f«  auf  der  a-Axe 
des  Eilipsoids  die  Polarebene  in  Bezug  auf  das  konfokale 
einsehalige  Hyperboloid  durch  D,   so  wird  der  Abstand  der- 

selben  von  dem  Mittelpunkte  511  gleich  sein    ^   ;    also    ist 

-P      __ 
—^ J-  pa  gleich  dem  Abstand  des  Punktes  £)  von  derselben 

Polarebene;  nennen   wir   diesen  Abstand  d,^,  so  ergiebt   das 
vorige  Resultat; 


-Y- 


(J'.--P.)(-F.--P.) 


d.  h.  für  alle  Punkte  der  KrÜmmuugskurve,  in  welcher  das 
Ellipsoid  von  dem  konfokalen  einschaligen  Hyperboloid 
durchschnitten  wird,  ein  unverändertes  Verhältnis;  wir  er- 
halten demnach  den  Satz : 

Für    jeden    Punkt    einer    Krümmungslinie,     in 
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welcher  ein  Ellipsoid  von  einem  einschaligen  Hy- 
perboloid durchschnitten  wiril,  hat  das  Verhältnis 
seiner  Tangente  an  eine  der  inneren  Fokalkugeln 
zn  seinem  Abstände  von  der  Polarebene  des  Mittel- 
punktes dieser  Fokalkugel  in  Bezug  auf  das  Hyper- 
boloid einen  unveränderten  Wert. 

Man  kann  diesen  Wert  die  „Exeentricität"  der  KrÜm- 
mungslinie  und  die  feste  Polarebene  des  Fokalpunktes  die 
„Direktrix"  derselben  nennen,  dann  erscheint  dieser  Satz  in 
gewissem  Sinne  als  ein  Analogon  einer  bekannten  Eigenschaft 
des  Kegelschnitts;  es  leuchtet  unmittelbar  ein,  dafs  derseibe 
sich  nicht  blofs  auf  eine  Krümmungslinie  des  Eilipsoida  und 
den  besonderen  Fokalpuakt  fa  beschränkt,  sondern  allgemein 
so  ausgesprochen  werden  kann: 

Für  alle  Punkte  einer  Krümmungslinie  steht 
ein  Fokalstrahl  zu  dem  Abstände  von  der  zugehö- 
rigen Direktrix  in  unverändertem  Verhältnis, 
dessen  Wert  die  Excentricität  der  Krümmungs- 
linie ist. 

§  71.  Das  Plächentaüachel  2.  O. 
Die  von  uns  in  §  69  betrachtete  Schar  konfokaler 
Flächen  2.  0.  ist  ein  besonderer  Fall  eines  allgemeineren 
Gebildes,  der  Flächenschar  2.  0,,  welcher  dual  gegen- 
übersteht das  FlächenbUsehel  3.  0,  Beide  Gebilde  von 
einfach  -  unendlicher  Mannigfaltigkeit  entsprechen  im  ßaume 
der  Kegelsclinittschar  uud  dem  Kegelscbnitthttschel  in  der 
Ebene.  Eine  eingehende  und  erschöpfende  Behandlung  dieser 
räumlichen  Gebilde  2.  0.  analog  derjenigen,  welche  in  dem 
dritten  Abschnitt  der  „Theorie  der  Kegelschnitte"  gegeben  ist, 
würde  die  Grenzen  dieses  Buches  zu  weit  hinausrUcken.  Wir 
beschränken  uns  daher  auf  eine  kurze  Darstellung  der  Haupt- 
eigenschaften eines  Flächenbüscbe Is  2.0.  und  verweisen 
im  übrigen  auf  die  Untersuchungen  von  Tb.  Reye*),  welcher 
von  einem  allgemeineren  Gesichtspunkte  aus,  einem  „Strähl en- 
komplex  zweiten  Grades",  zu  den  Eigenschaften  des  Flächen- 


*)  Th,  Reye:  Die  Geometrie  der  Lage,  11,  Aufl.  1880,  aweite  Ab- 
theilang,  neiinzehater  und  zwandgster  Vortrag. 
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Ijüschels  gelangt,  sowie  auf  diejenigen  von  R.  Starm*), 
welcher  vermittelst  des  Flächenbüscliels  und  FlächenbUndels 
2.  0.  diß  Eigenschaften  der  allgemeinen  Fläche  3.  0.  ab- 
leitet. 

Bei  der  Konstruktion  einer  Flache  f '  durch  die  zu 
ihrer  Bestimmung  notwendige  Anzahl  von  Punkten  (8.  473) 
sind  wir  auf  eia  Büschel  von  Flächen  2.  0.  geführt  worden, 
welche  sämtlich  eine  Raumkurvo  4.  0.  C'*'  gemeinschaftlich 
haben.  Diese  ßaumkurve  C*'  ist  vollständig  hestimmfc  durch 
zwei  gegebene  Flächen  .F**'  und  Ff^]  sie  hat  mit  joder  be- 
liebigen Ebene  r  im  allgemeinen  vier  Punkte  gemein ,  nämlich 
die  vier  Schnittpunkte  der  beiden  Kegelschnitte,  in  welchen 
die  Ebene  e  die  beiden  Flächen  J'"^^' und  i^f  schneidet;  diese 
können  reell  oder  auch  paarweise  koujugierfc-imaginär  sein. 
Die  Raurakurve  C**'  kann  auch  ganz  im^inar  sein;  wir 
werden  aber  in  jeder  beliebigen  Ebene  vermittelst  der  beiden 
Kegelschnitte,  in  denen  sie  i^'^'  und  Fp  schneidet,  oder  der 
sie  vertretenden  ebenen  Polarsyst-eme  die  reellen  oderkonjngiert- 
imaginären  Punkte  der  ßaumkurve  C'<*'  ermitteln  können  als 
die  Doppelpunkte  hyperbolischer  oder  elliptischer  Puidct- 
involutionen  avif  bekannten  Geraden  (Th.  d.  K.  §  62), 

Da  wir  früher  durch  acht  willkürlich  gewählte  Punkte 
des  Raumes,  die  von  einauder  unabhängig  liegen  (d.  h. 
keine  drei  in  einer  (ieraden,  keine  vier  in  einer  Ebene), 
zwei  Flächen  F'^'  und  Ff  und  das  durch  dieselben  bestimmte 
Busehel  von  Flächen  F*-^'  konstruiert  haben ,  so  folgt  zugleich, 
dafs  eine  Raumkurve  4,  0.  6''*>  durch  acht  von  ein- 
ander unabhängige  willkürlich  imRaume  gewählte 
Punkte  bestimmt  wird. 

Die  Raumkurve  C-*^,  welche  den  beiden  gegebenen 
Flächen  F<^'>  und  Ff>  gemeinschaftlich  ist,  kann  unter  Um- 
ständen zerfallen  1)  in  zwei  Kegelschnitte;  wenn  nämlich 
zwei  Flächen  F'-^i  und  7-w  einen  ebenen  Kegel- 
schnitt gemeinschaftlich  haben,  so  müssen  sie 
sich     aufserdem     in     den     Punkten    eines     zweiten 


*)  R.  Sturm;    Synthetische   Untermichungen    über  Flächen   ;- 
1867,  S.  üSff. 
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ebenen  Kegelschnitts  schneiden;  denn  haben  sie  einen 
Kegelschnitt  .ff'^'  gemein  und  aufserdein  noch  andere  gemein- 
schaftliche Pnnkte,  so  können  wir  dnrch  drei  derselben  eine 
Ebene  legen,  welche  dadurch  gerade  bestimmt  wird.  Diese 
Ebene  £,  schneidet  die  Ebene  e  des  Kegelschnitts  E*^'  in 
einer  Geraden  s  =  j  *  *i  1  >  welche  der  Träger  einer  dem  Kegel- 
schnitt Ä'*'"  zugehörigen  Punktinvolution  ist,  und  da  beide 
Flächen  F'^'  und  -F}^'  durch  E^^>  gehen,  so  mufs  diese  Punkt- 
involution auf  s  auch  demjenigen  Kegelschnitte  ffp*  zu- 
gehören, in  welchem  die  Ebene  £,  die  Flache  F'^>  schneidet, 
sowie  demjenigen  Kegelschnitt,  in  welchem  die  Ebene  e,  die 
andere  Fläche  FJ^'  schneidet;  durch  die  drei  gemeinschaft- 
hchen  Punkte  von  i*''^'  und  Fj-^>  in  der  Ebene  e,  und  die 
beiden  (reellen  oder  konjugiert-imaginären)  Doppelpunkte  der 
Punktinvolution  auf  «ist  aber  nur  ein  Kegelschnitt  möglich, 
folglich  müssen  die  beiden  Flächen  F'^  und  F^^*  auch  in 
der  Ebene  e,  den  Kegelschnitt  K^^*  gemeinschaftlich  h^beu; 
da  weitere  Punkte,  die  beiden  Flächen  i^'^'  und  Ff>  gemein- 
schaftlich wären,  aufser  den  Punkten  der  Kegelschnitte  .ff'*' 
und  Kl^*  nicht  existieren  können,  weil  sonst  eine  durch  einen 
solchen  Punkt  gelegte  Ebene  mit  der  C'*'  fünf  Punkte  ge- 
mein hätte,  so  zerfällt  die  0**'  in  zwei  Kegelschnitte,  welche 
in  der  Schnittlinie  ihrer  Ebenen  gemeinschaftliche  Punkte 
haben  müssen. 

2)  Wenn  einer  der  beiden  Kegelschnitte,  z.B.  K*-^),  in 
ein  reelles  Linienpaar  zerfällt,  so  muCs  auch  der  andere  £p' 
reell  sein  und  von  den  beiden  reellen  Geraden  des  Linien- 
paares  getroffen  werden.  Die  C'*'  besteht  also  in  diesem 
Falle  aus  einem  reellen  Kegelschnitt  und  zwei  sich  sehnei- 
denden Geraden,  die  den  Kegelschnitt  treffen. 

3)  Wenn  beide  Kegelschnitte  in  reelle  Linienpaare  zer- 
fallen, so  müssen  diese  in  der  Schnittlinie  ihrer  Ebenen  sieh 

■  begegnen.    Die  C'*'  zerfallt  also  in  diesem  Falle  in  ein  wind- 
schiefes (räumliches)  Vierseit. 

i)  Wenn  die  beiden  Flächen  F^^  und  Ff^>  eine  gerade 
Linie  gemein  haben,  also  zwei  Hyperboloide  mit  einer  ge- 
meinschaftlichen -Erzeugenden   sind,   so  haben   sie  aufserdeui 
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noch  eine  Raumkurve  3. 0.  C"»l  gemein  (S.  229).  Die  Cl*l  zerfällt 
also  in  diesem  Falle  in  eine  C'*^l  und  eine  Sekante  derselben. 

Wenn  wir  uns  nunmelir  andere  Flächen  Ff^  gelegt 
denken ,  welche  durch  dieselben  Punkte  gehen ,  die  den  beiden 
gegebenen  Flächen  -F'^'  und  Ff^  gemeinschaftlich  sind,  d.  h. 
durch  die  Raumkurve  C*',  so  müssen  dieselben  so  beschaffen 
sein,  dafs  sie  jede  Ebene  e  in  den  Kegelschnitten  Kf^  eines 
Kegelschnittbüschels  mit  vier  festen  Grundpunkten,  den 
Durchschnittspuukten  der  Ebene  s  mit  der  Raumkurve  C** 
schneiden;  also  jede  beHebige  gerade  Linie  in  den  Punkte- 
paaren einer  Punktinvolution  treffen.  Wir  nennen  alle  solche 
Flächen  2^'*'  einem  Flächenbüschel  2.  0.  angohörig  mit 
der  Grundkurve  C^"*'  und  haben  als  die  charakteristische 
;  eines  solchen  Flächenbüschels  diese: 
ämtliche  Flächen  F'^l  eines  Fiächenbüschels 
schneiden  eine  beliebige  Ebene  in  Kegelschnitten 
eines  Kegelschnittbüschels  und  eine  beliebige 
Gerade  in  Punktepaaren  einer  Punktinvolution. 

Aus  dieser  Definition  ergiebt  sieh  die  Konstruktion  be- 
liebig vieler  Flächen  eines  Büschels,  sobald  zwei  dasselbe 
bestimmende  Flächen  .Fi^'  und  Ff'<  gegeben  sind.  Ziehen 
wir  durch  einen  beliebigen  festgehaltenen  Punkt  p  Strahlen 
s,  welche  J*''^'  und  Ff>  in  zwei  Punktepaaren  treffen,  so  be- 
stimmen diese  eine  Punktinvolution  auf  s,  und  in  derselben 
gehört  dem  Punkte  Ij  nur  ein  einziger  bestimmter  konju- 
gierter Punkt  ■^  zu;  wenu  der  Strahl  s  sich  im  Räume  um 
■^  herumdreht,  so  durchläuft  ^'  die  ganze  Fläche  F^''  des 
Büschels,  welche  durch  den  Punkt  p  geht,  also: 

Durch  einen  beliebig  gewählten  Punkt  p  des 
Raumes  geht  immer  eine  und  nur  eine  Fläche  F'^^ 
des   Büschels, 

Die  Punktinvolution,  welche  die  Flächen  Ff^  eines 
Büschels  auf  einer  beliebigen  Geraden  g  ausschneidet,  hat- 
im  allgemeinen  zwei  Doppelpunkte,  die  reell  oder  konjogiert- 
imaginär  sind,  je  nachdem  die  Punktinvolution  hyperbolisch 
oder  elliptisch  ist;  wir  schliel'sen  hieraus: 

Es  giebt  im  allgemeinen  zwei  Flächen  eines 
Büschels,   welche   eine   gegebene  Gerade  berühren. 
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Da  d  e  a  tl  1  en  Flächen  -F'^^  eines  Büachels  eine  be- 
liebige El  eue  t  n  Kegelschnitten  eines  Kegelsühnittbüschels 
schneiden  nd  u  ter  liesen  im  allgemeinen  nur  drei  Liuien- 
paare  vorko  men  aalereraeits  aber  eine  Ebene,  welche  eine 
Fläche  i^'^l  in  einem  (reellen  oder  imaginären)  Linienpaar 
schneidet,  allemal  Beriihrungsebene  dieser  Fläclie  ist  (S.  482), 
80  schlieiseu  wir: 

Es  giebt  im  allgemeinen  drei  Flächen  eines 
Büschels,    welche   eine  gegebene   Ebene   berühren. 

Wenn  wir  von  einem  beliebigen  Punkte  i)  des  Raumes 
die  beiden  Polarebeuen  ro  und  TCy  in  Bezug  auf  die  beiden 
das  Büschel  bestimmenden  Flächen  Fl^)  und  ^'<ä>  (oder  die 
sie  vertretenden  räumlichen  Polarsysteme)  nehmen,  so  schnei- 
den sich  dieselben  in  einer  Geraden  g  =  \mt^\.  Legen  wir 
nun  durch  ^j  eine  beliebige  Ebene  t,  so  schneidet  dieselbe 
das  Flächenbüschel  in  einem  Kegelschnittbilschel  und  die 
Gerade  g  in  einem  Punkte  q,  der  die  Eigenschaft  besitzt, 
dafs  die  Polaren  von  i)  in  Bezug  ^"f  sämtliche  Kegelschnitte 
des  Büschels  durch  q  laufen;  folglich  müssen  auch  alle  Polar- 
ebenen von  p  iu  Bezug  auf  sämtliche  Flächen  F^^  des  Büschels 
durch  q  laufen;  dasselbe  gilt  für  eine  zweite  beliebige  Ebene 
s',  die  durch  p  gelegt  wird,  folglich  laufen  alle  Polarebenen 
von  ()  durch  q  und  q',  also  durch  die  Gerade  g,  und  wir 
sehliefsen: 

Die  Poiarebenen  eines  Punktes  ^  in  Bezug 
auf  sämtliche  Flächen  F^^<  eines  Büschels  laufen 
durch  eine  feste  (zu  ^j  konjugierte)  Gerade  g  und 
bilden  also  ein  Ebeneubflschel. 

Nehmen  wir  von  uwei  beliebigen  Punkten  ^j  und  ^j,  die 
Polarebenen  in  Bezug  auf  alle  Flächen  F^^'^  des  Büschels,  so 
erhalten  wir  zwei  Ebenenbüschel  mit  den  Axeu  g  und  ^,5 
eine  beliebige  Ebene  durch  die  Verbindungslinie  |^3l),!  gelegt, 
schneidet  nun  das  Flächenbüschel  in  einem  Kegelschnitt- 
büsehel,  die  beiden  Ebenenbüschel  g  und«/,  in  zwei  Strahlen- 
büscheln, und  diese  sind  bekanntlich  projektivisch,  indem  die 
Polaren  von  ^j  und  ^jj  in  Bezug  auf  denselben  Kegelschnitt 
einander  entsprechen,  also  sind  auch  die  Ebenenbüsche!  g 
und  gy  projektivisch,  und  wir  erhalten  den  Satz: 
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Wenn  man  von  irgend  zwei  Punkten  im  Räume 
die  Polarebenen  in  Bezug  auf  sämtliche  Flächen 
Ff^>  eines  Büschels  nimmt,  ao  erhält  man  zwei 
Ebenenbüachel,  die  allemal  projektivisch  sind, 
indem  die  Polarebenen  der  beiden  Punkte  in  Be- 
zug auf  dieselbe  Fläche  des  Büschels  einander  ent- 
Bprechen, 

Hieraus  ergiebt  sich  einerseits  die  gleiche  Mächtigkeit 
des  Flächenbüachels  2. 0.  mit  dem  Ebeuenbüschel  und  anderer- 
seits die  Möglichkeit,  das  Hächenbüschel  in  projektivische 
Beziehung  zu  setzen  mit  irgend  einem  anderen  Gebilde  von 
gleicher  Mächtigkeit,  An  Stelle  des  Büschels  von  Polar- 
ebenen  können  wir  auch  das  Büschel  von  Berührungsebenen 
nehmen  in  irgend  einem  Punkte  der  ßaumkurve  C'<*>  an  eämt- 
lichen  Flächen  P^']  alle  diese  Berührungsebenen  gehen 
durch  die  Tangente  der  C'<^'  in  dem  gewählten  Punkte, 

Da  die  Ehenenbüschel  ff  und  gf,  projektivisch  sind, 
so  erzeugen  sie  eiu  Hyperboloid,  d,  h.  ihre  entsprechen  den 
Ehenen  schneiden  sich  in  den  Erzeugenden  einer  Regelschar 
eines  einfachen  Hyperboloids,  Die  Schnittlinie  der  beiden 
Polarebenen  von  )f  und  ^|  in  Bezug  auf  eine  Fläche  F^^  ist 
aber  die  konjugierte  Gerade  der  Verbindungslinie  |plj||  in 
Bezug  auf  diese  Fläche  F^'j  wir  schliefsen  also: 

Die  zu  einer  gegebenen  festen  Geraden  l  kon- 
jugierten Geraden  in  Bezug  auf  sämtliche  Flächen 
f<^'  eines  Büschels  bilden  eine  Regelschar  eines 
Hyperboloids. 

Die  Geraden  (/  und  r/, ,  die  Äxen  der  erzeugenden  Ebenen- 
buschel,  liegen  ebenfalls  auf  diesem  Hyperboloid  und  gehören 
der  anderen  ßegelschar  an;  nehmen  wir  statt  der  Punkte  p 
und  pi  andere  Punkte  pj  auf  derselben  Geraden  l,  so  bleibt 
das  Hyperboloid  unverändert,  also  wird  durch  die  entspre- 
chende Gerade  g^  die  zweite  Regelschar  desselben  erzeugt; 
wir   können  daher  den  vorigen  Satz  so  vervollständigen: 

Nehmen  wir  von  sämtlichen  Punkteu  ■^^  einer 
Geraden  l  die  ihnen  konjugierten  Geraden  i/^  in 
Bezug  auf  das  Flächenbilschel,  so  bilden  dieselben 
eine  RegelscJiar  eines   Ilyperboloids,   während   die 
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konjugierten  Strahlen  von  l  in  Bezug  auf  die  ein- 
zelnen Flächen  des  Büschels  die  andere  Regel- 
schar  desselben  Hyperboloids  bilden. 

Nehmen  wir  von  drei  beliebigen  Punkten  p,  iß^  pj  des 
Raumes  die  Polarebenen  in  Bezug  auf  sämtliche  Flächen  F^^ 
eines  Büschels,  so  erhalten  wir  drei  projektivische  Ebenen- 
büschel, deren  Erzeugnis  eine  Kaumkurve  3,  0.  C^'  ist;  da 
nun  die  drei  Polarebenen  von  p,  ^j^  p3  i°  Bezug  auf  eine 
Fläche  F<-^>  sich  in  dem  Pole  der  Ebene  [pip^ps]  schneiden, 
so  folgt  der  Satz: 

Die  Pole  einer  festen  Ebene  in  Bezug  aufsamt- 
iiche  Flächen  F^^i  eines  Büschels  liegen  auf  einer 
Raumkurve  3.  o!  C<ä>. 

Hieraus  folgt  insbesondere,  wenn  wir  für  die  feste  Ebene 
die  unendlich  -  entfernte  Ebene  e„  nehmen,  deren  Pol  der 
Mittelpunkt  der  F^'^*  ist,  das  Ergebnis: 

Die  Mittelpunkte  sämtlicher  Flächen  F<s)  eines 
Büschels  liegen  auf  einer  Raumkurve  C'^'  3,  0.;  es 
kommen  daher  im  allgemeinen  drei  Paraboloide 
in  dem  Flächenbüschel  vor,  von  denen  mindestens 
eines  reell  sein  mufs. 

Zugleich  sehen  wir,  da  jedem  Punkte  ^j  einer  Ebene  s 
eine  Gerade  g  in  Bezug  auf  das  Flächen büschel  konjugiert 
ist,  nämlich'  diejenige,  in  welcher  sich  sämtliche  Polarebenen 
von  "p  in  Bezug  auf  die  Flächen  F^^*  des  Büschels  schneiden, 
und  jede  solche  Gerade  g  eine  Sekante  der  Raumkurve 
C^'  sein  mufs: 

Die  den  sämtlichen  Punkten^  einer  festenEbene 
konjugierten  Geraden  g  in  Bezug  auf  das  Flächen- 
büschel sind  Sekanten  einer  Raumkurve  3,  0,  6'**'. 

Die  drei'Punkte,  in  welchen  die  Raumkurve  C'<^'  der 
Ebene  b  begegnet,  sind  die  Berührungspunkte  deijenigen  drei 
Flächen  des  Büschels,  welche  die  Ebene  £  berühren. 

Nehmen  wir  endlich  vier  beliebige  Punkte  13i  ^3^  ^^  ^i  ^^ 
Räume  an,  die  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  und  bestimmen 
die  Polarebenen  derselben  in  Bezug  auf  sämtliche  Flächen 
i^j.^'  des  Büschels,  so  erhalten  wir  vier  projektivische  Ebenen- 
büschel.    Es  kommt,  wie  wir  S.  251  gesehen  haben,  im  all- 
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gememea  viermal  vor,  dals  sich  vier  entsprechünde  Ebenen 
der  vier  projekti vischen  Bbenenbüscliel  in  einem  und  dem- 
selben Punkte  schneiden.  Wenn  aber  die  Poiarebenen  von 
vier  Punkten,  die  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  in  Bezug  auf 
eine  Fläche  i^'^'  durch  einen  und  denselben  Punkt  D  gehen- 
90  müssen  die  Polarebenen  von  allen  Punkten  im  Räume 
ebenfalls  durch  diesen  Punkt  O  gehen;  denn  bezeichnen 
wir  die  vier  durch  denselben  Punkt  O  gehenden  nu  dun  vier 
nicht  in  einer  Ebene  liegenden  Punkten  p,  p^  )p^  ^j,,  gehöri- 
gen Polarebenen  durch  jTj  ji^  ^3  jTj  ,  so  wird  eine  beliebige 
Ebene  a  die  Ebene  [pip^l^s]  "'  einer  Geraden  schneiden,  deren 
konjugierte  Gerade  durch  (Ä|3tj%)  =  0  gehen  mufs,  und 
gleichzeitig  wird  s  die  von  der  Ebene  [lii^Ja^Ja]  verschiedene 
Ebene  [1511)51)4]  in  einer  Geraden  schneiden,  deren  konjugierte 
Gerade  auch  durch  O  =  (^,^331:4)  hindurchgehen  mufs;  der 
Pol  der  Ebene  s  ist  also  der  Schnittpunkt  der  beiden  kon- 
jugierten Geraden,  d,  h,  der  Punkt  O;  jede  beliebige  Ebene 
£  hat  also  in  O  ihren  Pol,  oder  für  jeden  beliebigen  Punkt 
des  Raumes  muis  die  Polarebene  durch  O  gehen.  Dies  ist 
nicht  anders  möglich,  als  wenn  die  Fläche  .F'^*  in  einen 
Kegel  O'^'   ausartet  (vergl.  S.  508);  wir  schliefsen  also: 

Unter  den  Flächen  eines  Büschels  kommen  im 
allgemeinen  vier  Kegel  2.  0.  vor,  oder:  Durch  eine 
Kaumkurve  C^*',  den  Schnitt  zweier  Flachen  2.  0., 
lassen   sieh   im  allgemeinen   vier  Kegel  2.  0.  legen. 

Die  Eaumkurve  4.  0,  C^*'  erscheint  daher  insbesondere 
auch  als  die  Durchdringungskurve  zweier  Kegel  2.  0,,  und 
hieraus  ergiebt  sich  in  einfachster  Weise  die  Bestätigung  der 
obigen  Bemerkung  über  das  Zerfallen  der  Raumkurve  C"; 
sobald  einer  der  beiden  Kegel  in  ein  Ebenenpaar  ausartet, 
zerfällt  sie  in  zwei  Kegelschnitte,  die  in  der  Schnittlinie  ihrer 
Ebenen  ein  gemeinschaftliches  Punktepaar  haben. 

Im  allgemeinen  bilden  die  vier  Mittelpunkte  der  ermittelten 
vier  Kegel  (Kegelspitzen)  die  Ecken  eines  Tetraeder,  welches 
zu  den  Flächen  des  Büschels  in  besonderer  Beziehung  steht. 
Ziehen  wir  nämlich  die  Verbindungslinie  zweier  Kegelspitzen, 
so  wird  diese  Gerade,  wie  wir  gesehen  haben,  von  sämtlichen 
Flächen  des  Büschels  in  Punktcpaaren  einer  Punktinvolution 
geschnitten  und  nur  von  zwei  Flächen  des  Büschels  berührt. 
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Diese  beiden  beruh  senden  Flächen  sind  aber  keine  andern  als 
die  beiden  Kegel  seibat,  deren  Spitzen  wir  verbunden  haben; 
folglich  trennen  diese  Punkte  harmonisch  jedes  Punktepaar, 
in  welchem  eine  Flache  F^'^  des  Büschels  diese  Gerade  schneidet 
oder,  was  dasselbe  s^,  zwei  Kegelspitzen  sind  allemal  ein 
Paar  konjugierter  Punkte  in  Bezug  auf  sämtliche  Flächen 
des  Bitschels.  Nennen  wir  daher  ?l  5Ö  G  S)  die  vier  Kegel- 
spitzen,  so  sind  sowohl  91  und  33,  als  auch  91  und  (5,  9t  und 
■J)  Paare  konjugierter  Punkte  für  sämtliche  Flächen  des 
Büschels,  folglich  sind  der  Punkt  ?l  und  die  Ebene  [SU®] 
Pol  uud  Polarebene  für  alle  Büschel  flächen,  und  da  dasselbe 
für  jeden  der  vier  Punkte  9t  ^  (S  S)  und  die  Verbindungs- 
ebene der  drei  übrigen  gilt,  so  folgt  der  Satz: 

Die  sämtlichen  Flächen  eines  Büschels  haben 
ein  gemeinschaftliches  Polarte  traeder,  dessen 
Ecken  die  Spitzen  der  vier  Kegel  sind,  welche  dem 
Büschel  angehören. 

Ein  Flächenbüschel  besonderer  Art  und  eingehenderem 
Studium  zu  empfehlen  ist  dasjenige,  dessen  gemeinschaftliche 
Raumkurve  C'*'  iu  ein  windschiefes  Yierseit  zerfällt,  Dieses 
besondere  Büschel  hat  zum  Analogon  in  der  Ebene  ein 
Büschel  von  Kegelschnitten,  die  einander  doppelt  berühren  — 
ein  Gebilde ,  welches  gleichzeitig  als  Kegelschnittbüschel  und 
als  Kegelschnittschar  aufgefafst  werden  kann.  Gleiches  gilt 
auch  von  -diesem  Flächenbüschel,  welches  gleichzeitig  als 
Flächenschar  aufgefafst  werden  kann  und  die  Eigenschaften 
beider  Gebilde  in  sich  vereinigt.  Dasselbe  kann  erzeugt  wer- 
den durch  zwei  gegebene  im  Räume  sich  nicht  treffende  Ge- 
rade g  und  gi ,  auf  deren  jeder  eine  Puuktinvolution  gegeben 
ist.  Legt  man  durch  g  eine  Ebeneninvolution  perspektivisch 
mit  der  Punktinvolution  auf  3,,  uud  durch  g^  als  Axe  eine 
Ebeneninvolution  perspektivisch  mit  der  Punktinvolution  auf  3, 
so  sind  g  und  g^  gleichzeitig  die  Träger  von  Punktinvolutionen 
und  die  Äsen  von  Ebeneninvolutioneu;  sucht  man  eine  Fläche 
i^(^>,  für  welche  g  und  g,  konjugierte  Strahlen  und  die  gegebeneu 
Punkt-  und  Ebenen  Involutionen  auf  g  und  ß[  die  der  Fläche 
zugehörigen  aiud,  so  bilden  alle  solche  Flächen  ein  Büschel, 
dessen  Raumkurve  C**'  in  dasjenige  windschiefeVierseit  zerrällt, 
dessen  Seiten  je  einen  Doppelpunkt  der  Punktinvolution  aufß  mit 
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einem  Doppelpunkte  der  Funktinyolutiou  auf  g^  verbindet. 
Dieses  Vierseit  ist  vollständig  imaginär,  sobald  die  beiden 
Punlitinvolutionen  auf  g  und  g^  elliptisch  sind.  Ferner  wird 
das  gemeinschaftliche  Polart-etraeder  in  diesem  Falle  von  beson- 
derer Art  (S.  143),  indem  seine  sechs  Kanteu  aus  den  beiden 
Geraden  g  g^  und  den  Seiten  des  windschiefen  Vierseits  be- 
steben, in  welches  die  Eaumkurve  C*'  zerfällt.  Die  Flächen 
eines  solchen  besonderen  Büschels  sind  sämtlich  von  derselben 
Gattung,  d.  h.  entweder  alle  geradlinige  Flächen  oder  alle 
nichtgeradlinige  Flächen,  je  nachdem  die  beiden  auf  g  und 
^1  gegebenen  Punktinvolutionen  gleichartig  oder  ungleich- 
artig sind. 

Die  der  vorhergehenden  dual  gegenüberstehende  Betrach- 
tung, welche  auf  eine  Flächenschar  2.  0.  führt,  überlassen 
wir  dem  Leser. 

§  72.    Das  Fläohenbündel  2.  O.  *) 

Wir  haben  im  vorigen  Paragraphen  gesehen ,  dafs  zwei 
Flächen  Ff^  und  F^'^ ,  wenn  sie  nicht  identisch  zusammen- 
fallen, in  einer  Raumkurve  4.  0.  C,'*'  sich  schneiden,  welche 
auch  durch  acht  von  einander  unabhängige  willkürlich  ge- 
wählte Punkte  bestimmt  wird.  Durch  einen  beliebigen  Punkt 
des  Raumes  und  die  Üaumkm-ve  C/^'  geht  im  allgemeinen 
eine  und  nur  eine  Fläche  2.  0.,  was  damit  übereinkommt, 
dafs  dieselbe  im  allgemeinen  durch  neun  Punkte  bestimmt 
wird  (S.  464).  Eine  Ausnahme  hiervon  tritt  ein,  wenn  der 
neunte  Punkt  auf  der  Raumkurve  C/**  selbst  liegt.  Durch 
solche  neun  Punkte,  die  auf  einer  Raumkurve  4.  0.  liegen, 
geht  nicht  nur  eine,  sondern  unendlich-viele  Flächen  2.  0-, 
welche  einem  Flächenbüschel  angehören.  Nehmen  wir  daher 
eine  dritle  Fläche  -f^f ,  welche  nicht  dem  durch  die  beiden 
ersten  bestimmten  Büschel  angehört,  so  kann  dieselbe  mit 
der  Raumkurve  ü{^>  nicht  neun  Punkte  gemein  haben,  son- 
dern höchstens  acht;  wir  scbliel'sen  also:  Drei  Flächen 
2.  0.  Ff)  F^^'i  F^%  welche  nicht  demselben  Büschel 
angehören,  können  höchstens  acht  Punkte  gemein 
*)  U.  Sturm;  üntersHchungen  über  das  Flächenuetz  a weiter  Ord- 
nung, Borehardt's  Jouraal  f.  r.  u.  a.  M.    Bd.  70,  S.  213. 
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haben.  Dafs  drei  Flächen  2.  0.  sich  im  allgemeinen  in  acht 
Punkten  schneiden,  erliennen  wir  auch  aus  dem  besonderen  Fall, 
wenn  wir  drei  Ebenenpaare  beliebig  annehmen,  die  offenbar  nur 
acht  Punkte  gemeinschaftlich  haben  (vergl.  S.  457).  Die  drei 
Flächen  F^'^  F^^  F^  schneiden  sich  aber  paarweise  in  drei 
Raumkurven  4.  0.  C^*  C^f  C«> ,  welche  dieselben  acht  Punkte 
gemein  haben.  Solche  acht  Punkte  bestimmen  also  nicht 
eine  Raumkurve  4.  0,,  wie  es  im  allgemeinen  der  Fall  ist, 
und  es  tritt  hier  wieder  ein  Ausnahmefall  ein;  diese  acht 
Punkte  können  daher  nicht  von  einander  unabhängig  sein; 
wir  wollen  sie  acht  associierte  Punkte  nennen;  sie  wer- 
den bestimmt  durch  drei  Flächen  2.  0.,  die  nicht  demselben 
Baschel  angehören.  Durch  die  drei  Raumkarven  C'^'  Cj*i  C^'* , 
welche  die  acht  associierten  Punkte  gemein  haben,  lassen  sich 
nun  drei  Büschel  von  Flächen  2.  0.  legen,  welche  ebenfalls 
dieselben  acht  associierten  Punkte  gemein  haben;  nehmen  wir, 
aus  dem  einen  Büschel,  dessen  Grundkurve  CJ^'  ist,  eine  be- 
liebige von  Ff^  und  F^^'  verschiedene  Fläche  fj-^>  und  aus 
dem  zweiten  Büschel,  dessen  Grundkurve  6'j^'  ist,  eine  be- 
liebige Fläche  fll' ,  so  schneiden  sich  dieselben  in  einer  neuen 
Kaumkurve  4.  0.  c'*';  welche  notwendig  durch  dieselben  acht 
associierten  Punkte  gehen  mufs,  und  durch  diese  Raumkurve 
ß<*'  ist  wieder  ein  neues  Flächenbiiachel  bestimmt,  welches 
die  acht  associierten  Punkte  gemeinschaftlich  hat;  ebenso 
können  wir  aus  dem  ersten  und  dritten  oder  aus  dem  zweiten 
und  dritten  der  drei  ursprünglichen  Büschel  Flächen  nehmen, 
die  zu  neuen  Raurakurven  und  neuen  Fl  ächenb  lisch  ein  führen, 
und  mit  diesen  können  wir  wieder  in  gleicher  Weise  fort- 
fahren; alle  dadurch  erhaltenen  Flächen  2.  0.  und  alle  da- 
durch erhaltenen  Raumknrven  4.  0.  müssen  dieselben  acht 
associierten  Puokte  gemein  haben.  Wir  erhalten  dadurch  zwei 
neue  Gebilde;  das  eine  wollen  wir  ein  Flächenbttndel 
2.  0.  nennen,  welches  dieselben  acht  associierten  Punkte  ge- 
meinschaftlich hat,  die  wir  auch  die  Grundpun'kte  des 
Plächenbündels  nennen  wollen ;  das  andere  wollen  wir  ein 
Büschel  von  Kaumkurven  4,  0.  nennen,  welche  eben- 
falls dieselben  acht  associierten  Punkte  gemeinschaftlich  haben. 
Das  erstero  ist  ein  Gebilde  von  doppelt-unendlicher  Mächtig- 
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keit,  denn  es  enthält  uueud! ich- viele  Flächeiihüschel ;  es  be- 
sitzt die  charakteristische  Eigenschaft: 

Ein  Flächenhündel  2.  0,  wird  von  einer  lielie- 
bigen  Ebene  in  den  Kegelschnitten  eines  Kegel- 
schnittnetzes geschnitten  (Th,  d.  K.  §  63). 

Dies  geht  näoilich  unmittelbar  aus  der  Konstruktion 
des  Flächenbündels  hervor,  welches  dui'ch  drei  willkürliche 
nicht  demselben  Böschel  angehörige  Flächen  Ff^  Ff  F^^> 
bestimmt  wird;  diese  drei  Flächen  schneiden  nämlich  eine 
behebige  Ebene  in  drei  Kegelschnitten,  die  nicht  demselben 
Kegelschnittbüschel  angehören,  sondern  zur  Bestimmung  eines 
Kegel schnittoetzes  dienen,  und  die  Konstruktion  der  Kegel- 
schnitte des  Netzes  ans  den  zunächst  sich  darbietenden  drei 
Büscheln,  die  zu  neuen  Büscheln  führen  u.  s.  f.  ist  genau 
dieselbe,  wie  die  Konstruktion  der  Flächen  des  Bündels. 

Aus  den  Eigenschaften  des  Kegels cbnittnetzes  folgen  die- 
jenigen des  FläehenbÜndels  ohne  weiteres.  Wir  wissen : 
„Durch  einen  willkürlieh  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitt- 
netzes angenommenen  Punkt  f  gehen  unendlich -viele  Kegel- 
schnitte  des  Netzes  und  bilden  ein  Büschel";   daraus   folgt; 

Durch  einen  willkürlieh  angenommenen  Punkt 
\i  desitaumes  gehen  unendlieh-viele  Flächen  eines 
Flächenbiindels  2.  0.  und  bilden  ein  Flächenbü- 
schel. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dal'w  durch  einen  willkürlich 
angenommenen  Punkt  ^  des  Raumes  nur  eine  ein- 
zige Raumkurve  4.  0.  geht,  welche  einem  gegebe- 
nen Büschel  solcher  Baumkurven  angehört. 

Das  Büschel  von  ßaumkurven  4.  0.  ist  daher  nur  ein 
Gebilde  von  einfach- unendlich  er  Mächtigkeit. 

Wir  wissen,  dafs  durch  zwei  in  der  Ebene  eines  Kegel- 
schnittnetzes willkürlich  angenommene  Punkte  nur  ein  ein- 
ziger Kegelschnitt    des   Netzes   hindurchgeht;    daraus    folgt; 

Durch  zwei  willkürlich  angenommene  Punkte  (3 
und  pi  'des  Raumes  geht  nur  eine  einzige  Fläche 
eines  Fl ächen bändeis  2.  0.,  aufser  wenn  beide  Punkte 
$1  und  'p,  auf  einer  und  derselben  ßaumkurve  4,  0.  liegen, 
welche  dem  gegebenen  Büschel  solcher  Raumkurven  angehört. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dafs  das  Flächenhündel  ein  Gebilde 


y  Google 


§  72.     Das  Flächeabandel  2.  0,  703 

von  tloppelt-uiieudlieher  Mächtigkeit  ist,  weil  jedes  Element 
desselben  zwei  Willkürliclikeiten  enthalt. 

Wir  wisseu  ferner,  dafs  irgend  zwei  BOacheJ  in  einem 
Kegelschnittnetze  allomai  einen  Kegelschnitt  gemeinschaftlich 
haben.     Hierana  folgt: 

Durch  irgend  zwei  Rauinkurven  eines  Büschels 
von  Raumkurven  4.  0.  geht  allemal  eine  fläche  2,  0. 

Wir  wissen  ferner:  Unter  den  Kegelschnitten  eines 
Netzes  giebt  es  unendlich  viele,  welche  in  Linienpaare  zer- 
fallen, und  die  Doppelpunkte  dieser  Linienpaare  liegen  auf 
einer  Kurve  dritten  Grades,  der  Tripelkiirvo  des  Netzes; 
daraus  folgt,  da  eine  Ebene,  welche  eine  Flüche  zweiten 
Grades  in  einem  Linienpaar  schneidet,  allemal  Berührungs- 
ebeue  der  Fläche  ist: 

Unter  den  Flächen  eines  Flächenbündels  2.  0. 
giebt  es  nneudlich-viele,  welche  eine  gegebene 
Ebene  berühren;. die  Berührungspunkte  liegen  auf 
einer  aligemeinen  Kurve  dritten  Grades;  und  so- 
dann: 

Die  samtlichen  in  einer  Ebene  enthaltenen 
Sehnen  für  alle  Baumkurveu  4.  0.,  welche  einem 
und  demselben  Büschel  angehören,  umhüllen  eine 
ebene  Kurve  dritter  Klasse. 

Gehen  wir  von  den  drei  nicht  demselben  Büschel  an- 
gehörenden Flächen  Fp>  F<^'>  F^\  welche  das  Flächeobündel 
bestimmen,  zu  den  ihnen  ge m ei ji schaftlichen  acht  associierten 
Punkten,  den  Grundpunkten  des  Bündels,  über,  so  erkennen 
wir  jetzt  den  Zusammenhang   derselben  in  folgender  Weise: 

Wir  haben  gesehen,  dafs  durch  einen  willkürlich  ge- 
wählten Punkt  p  des  Raumes  eine  einzige  ßaumkurve  4,  0, 
geht,  welche  dem  gegebenen  Büschel  von  Raiimkurven  mit 
denselben  acht  Grundpnukten  angehört.  Diese  Raumkurve 
ist  aber  durch  den  Punkt  p  und  irgend  sieben  von  den  acht 
Grundpunkten  schon  bestimmt;  sie  mul's  aber  auch  durch 
den  achten  Gruudpunkt  gehen;  wir  schliefsen  hieraus: 

Alle  Raum  kurven  4,  0.,  welche  durch  dieselben 
sieben  Punkte  des  Raumes  gehen,  müssen  sich 
notwendig  noch    in    einem    und    demselben  achten 
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Punkte  treffen,  und  solche  acht  Punkte  bilden  die 
Grundpunkte  eines  Büschels  voii  Raumkurven  4.  0. 

Bezeichnen  wir  durch  CW  und  (7^^'  zwei  Kaunikurven, 
die  durch  dieselben  sieben,  also  auch  den  achten  Grund- 
punkt gehen,  aber  verschieden  von  einander  sind,  so  wissen 
wir,  dafs  sie  auf  einer  Fläche  -F<^>  liegen  müssen;  legen  wir 
durch  die  erste  eine  andere  Fläche  F^^  und  durch  die  zweite 
eine  andere  Fläche  F|^>,  so  haben  wir  drei  Flächen  2.O.,  welche 
nicht  demselben  Büschel  angehören,  aber  durch  dieselben  sieben 
Punkte  gehen;  sie  müssen  auch  durch  den  achten  Punkt 
gehen ;  wir  sehliefsen  also : 

Alle  Flächen  2.  0.,  welche  durch  dieselben 
sieben  Punkte  des  Raumes  gehen,  müssen  noch 
durch  einen  und  denselben  achten  Pnnkt  gehen, 
und  solche  acht  Punkte  bilden  die  Grundpunkte 
eines  Bündels  von  Flächen  2.  0.*) 

Bei  einer  solchen  Gruppe  von  acht  associierten  Punkten 
des  Raumes  ist  einer  durch  die  sieben  übrigen  bestimmt  und 
kann  linear  konstruiert  werden.  Wir  können  uns  zu 
dieser  Konstruktion  auch  solcher  in  dem  Büschel  von  Raum- 
kurven 4.  0.  enthalteneu  llaumkurven  bedienen,  welche  zer- 
fallen in  eine  Raumkurve  3.  0,  un,d  eine  Gerade,  die  not- 
wendig Sehne  der  ßaumkurve  3.  0.  sein  niuis;  dadurch 
wird  die  Konstruktion  auf  eine  schon  früher  (S.  251  und  445) 
gelöste  Aufgabe  zurückgeführt  und  kann  folge  ndermaTsen 
bewerkstelligt  werden : 

Sind  sieben  Punkte  im  Räume  wLlJkiirlicb  ge- 
geben: 

12  3  4  5  6  7, 
so  lege  man  durch  12  3  4  5  6  die  einzige  Rauin- 
kurve  3.  0.  C'^',  welche  durch  diese  sechs  Punkte 
bestimmt  wird  und  ziehe  durch  7  die  einzige 
Sekante  l  derselben;  man  lege  zweitens  durch 
1  2  3  4  5  7  die  einzige  Raumkurve  C<",  welche  durch 
diese  sechs  Punkte  bestimmt  wird,  und  ziehe  durch 
6   die   einzige   Sekante   g,   derselben;    dann    treffen 

*)  Hesse;  De  oucvis  et  superfleiebus  secundi  ordinis,  Crelle's 
Journal  Bd.  XX,  S.  y97. 
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sich  die  beiden  Oeraden  J  und  g^  in  dem  gesuchten 
achten  Punkte,  so  daTs  alle  Flächen  2,  0.,  welche 
durch  irgend  7  dieser  acht  Punkte  hindurchgehen, 
auch  durch  den  achten  gehen  müssen. 

Die  Aufgabe  aber:  „durch  einen  gegebenen  Punkt  die 
einzige  Sekante  einer  Eaumkurve  3.  0.  zu  ziehen,  von  welcher 
sechs  Punkte  gegeben  sind,"  haben  wir  früher  (S.  234  und 
445)  auf  lineare  Weise  gelöst. 

Die  vorige  Konstruktion  läfst  sich  auch  aussprechen  als 
eine  Eigenschaft  von  acht  associierten  Punkten  im  Räume, 
den  Grundpunkten  eines  Flächenbündels: 

Acht  associierte  Punkte  im  Räume,  die  Grund- 
punkte eines  Flächenbündels,  besitzen  immer  die 
Eigenschaft,  dafs,  wenn  man  irgend  sechs  von 
ihnen  durch  eine  Baumkurve  3.  0.  verbindet,  die 
Verbindungslinie  der  beiden  übrigen  eine  Sekante 
derselben  sein  muTs.*) 

Nehmen  wir  daher  irgend  sechs  Punkte  des  Raumes 
12  3  4  5  6 
und  fassen   das    einfache   Sechsflach    auf,    welches    von  den 
sechs  Ebenen  gebildet  wird: 

[123]    [234]    [345]     [456]    [561]    [612], 

dann  können  wir  die  drei  Paare  gegenüberliegender  Ebenen : 

[123]     und     [456] 

[234]     und     [561] 

[345]    und    [612] 

als  drei  besondere  Flächen  2.  0.  auffassen,  welche  zur  Be- 
stimmung eines  Fiächenbündels  dienen  oder  sich  in  acht 
associierten  Punkten,  den  Grundpuukten  des  Bündels,  treffen ; 
von  diesen  acht  Punkten  sind  sechs  offenbar  folgende: 

12  3  4  5  6 
und  die   beiden  Übrigen   sind   die   Schnittpunkte: 

r  -  ([123],  [345J,  [561]) 

1)- ([234],  [456],  [612]), 

*)  Vgl.  P.  Serret;  Geometrie  de  direction.    Paris  1869,  p.  311 
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die  Verbindungslinie  (ji)!  mufs  also  nach  dem  vorigen  Siitze 
eine  Sekante  der  ßaumkurve  C^'  sein,  welche  durch  die  sechs 
Punkte  12  3  4  5  6  bestimmt  wird.    Dies  giebt  folgenden  Satz; 

Wenn  man  sechs  beliebige  Punkte  des  Raumes 
in  irgend  einer  Weise  ordnet  und  durcb  je  drei 
auf  einander  folgende  eine  Ebene  legt,  so  erhält 
man  ein  räumliches  Sechsfiach,  bei  welchem  der 
Schnittpunkt  der  drei  ungeradstelligen  Ebenen 
mit  dem  Schnittpunkte  der  drei  geradstelligen 
Ebenen  verbunden  allemal  eine  Sekante  derßaum- 
kurve  3.  0.  liefert,  welche  durch  die  sechs  gegebenen 
Punkte  bestimmt  wird. 

Durch  Vertauschung  der  sechs  gegebenen  Punkte  kann 
man  dadurch  sechzig  Sekanten  der  ßaumkurve  3.  0.  erhal- 
ten, deren  weiterer  Zusammenhang  zu  ermitteln  wäre. 

Acht  associjerte  Punkte  im  Räume  treten  allemal  auf,  wo 
wir  drei  Flächen  2.  0.  haben,  die  nicht  demselben  Flächen- 
büschel angehören;  z.  B.  haben  wir  auf  S.  135  gesehen,  dafs 
sich  durch  die  acht  Ecken  zweier  Polartetraeder  eines  räum- 
lichen Polarsystems  eine  Anzahl  von  einschal  igen  Hyper- 
boloiden legen  lassen ,  die  ofi'enbar  nicht  alle  demselben 
Büschel  angehören.  [Denn  bezeichnen  wir  durcb  ft  fi  c  b  und 
0)  b,  C|  i3|  die  Ecken  zweier  Polartetraeder  eines  gegebenen 
räumlichen  Polarsystems,  hO  sind,  wie  wir  gesehen  haben,  die 
beiden  Ebenenbüschel  projektivisch: 

Olli  [cbc,t,]A  1(1,6,1  [cbc,b,] 
und  erzeugen  ein  Hyperboloid  §^g ,    welches    durch   die   acht 
Ecken  der  beiden  Polarte traeder  hindurchgeht;  ebenso  liefert 
die  Projektivität; 

lac][6b&,b,]  A  Ia,c,|[t)b6ibi] 
ein   zweites  Hyperboloid  §^J'  von  derselben  Eigenschaft  und 
die  Projektivität: 

H>c|[aba,b,|  A  |&,c,|[abn,b,] 
ein  eben  solches  drittes  Hyperboloid  §^J' .    Diese  drei  Hyperbo- 
loide gehören  aber  im  allgemeinen  nicht  demselben  Büschel  an, 
denn  sonst  müfsten  sie  die  Ebene  [aljc]  in  drei  Kegelschnitten 
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schneiden,  die  einem  Büschöl  angehöre]),  nod  da  diese  drei 
Kegelschnitte  in  drei  Linienpaare  zerfallen,  von  denen  je  ein 
Teil  die  Geraden  \nh\,  |ac|,  |ljcl  sind,  so  müssten  die  drei 
andern  Teile  drei  Gerade  sein,  welche  sich  in  einem  Punkte 
träfen,  <1.  h.  die  drei  Schnittlinien  der  Ebenen  [OibjC]  [n|C|tl 
[6,C|Ci]  mit  der  Ebene  [atc]  mfirsten  durch  einen  Punkt 
laufen,  oder,  was  dasselbe  sagt,  die  vier  Ebenen: 

[a6c|  [a,B,c]  [rt,c,6]  [tiC,«] 
müfsten  sich  in  einem  Punkte  treffen.  Dies  wird  aber  im 
allgemeinen  nicht  der  Fall  sein,  denn  die  sechs  Punkte  a  t)  c 
n,  ßj  C|  reichen  noch  nicht  aus  zur  Bestimmung  eines  räum- 
lichen Polarsystems,  können  vielmehr  ganz  willkürlich  an- 
genommen werden  und  repräsentieren  nur  sechs  Paare  kon- 
jugierter Punkte  des  Polarsjstems.  Zwischen  diesen  sechs 
willkürlich  zu  wählenden  Punkten  wird  daher  keine  Bedingung 
obwalten,  und  die  drei  vorigen  Hyperboloide  werden  daher 
nicht  demselben  Büschel  angehören.]  Wir  schliefsen  hieraus 
den  Satz: 

Die  acht  Ecken  zweier  beliebigen  Polartetra- 
eder eines  räumlichen  Polarsjstems  bilden  eine 
solche  Gruppe  von  acht  asaociierfcen  Punkten  des 
Raumes,  darsjedeEläehe2.  0.,  welche  durch  sieben 
derselben  hindurchgeht,  auch  durch  den  achten 
Punkt  gehen  mufs. 

Eine  andere  Gruppe  von  acht  asaociierten  Punkten  des 
Raumes  haben  wir  auf  S.  459  kennen  gelernt,  indem  wir  drei 
durch  einen  Punkt  £)  gehende  Strahlen  ah  c  und  drei  durch 
einen  Punkt  Oj  gehende  Ebenen  ßj  (5,  7,  annehmen;  dann 
schneiden  sich  die  drei  Ebenenpaare: 

[bc]  und  «( ,     [cä]  und  ß^,     [ah]  und  y, 
in  einer  Gruppe  von  acht  associierten  Punkten.  — 

Die  Flächen  eines  Bündels  2.  0.  mit  denselben  acht 
Grundpunkten  liefern  ähnliche  Polarjtätsbeziehungen,  wie  die 
des  Fläch enbüseheis. 

Das  Flächenbündel  ist  bestimmt  durch  drei  nicht  dem- 
selben Büschel  angehörige  Flächen  F^    F^    -^3   ■   ^i^  beiden 
Flächen  F^^  und  F^*  bestimmen  ein  Fläehenbüschel  mit  der 
45* 
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Grundkurye  C^*',  die  Flächen  J'f  und  i''f  ein  Flächen 
büschel  mit  der  Grundkurye  C^)  die  beiden  Flächenbüschel 
haben  also  die  Fläche  -FJ '  gemeinschaftlich,  welche  durch 
beide  Gmndknrven  C**'  und  CJ*'  geht.  Die  Polarebenen  eines 
willkürlich  im  Eaume  gewählten  Punktes  p  in  Bezug  auf  alle 
Flächen  des  ersten  Büschels  gehen,  wie  wir  wissen  (S.  695), 
durch  eine  feste  Gerade  l^^;  die  Polarebenen  Yon  \)  in  Bezug 
auf  sämtliche  Flächen  des  zweiten  Büschels  gehen  ebenfalls 
durch  eine  feste  Gerade  Ju,  und  die  beiden  Geraden  üjj  ^,3 
müssen  in  einer  Ebene  Hegen,  nämlich  der  Polarebene  des 
Punktes  ^j  in  Bezug  auf  die  Fläche  .Ff ,  weil  diese  sowohl 
durch  l^.j,  als  auch  durch  Jjg  gehen  mufs;  die  beiden  Geraden 
(ij  und  (,3  begegnen  sieh  daher  im  allgemeinen  in  einem 
Punkte  q  (wofern  sie  nicht  insbesondere  ganz  zusammen- 
fallen). Irgend  eine  Fläche  aus  dem  ersten  Büschel  und 
irgend  eine  Fläche  aus  dem  zweiten  Büschel  bestimmen  ein 
neues  Flächenbüschel,  und  die  Polarebenen  von  ^  in  Bezug 
auf  alle  Flächen  dieses  Büschels  laufen  ebenfalls  durch  eine 
feste  Gerade,  welche  offenbar  durch  q  gehen  mufs,  weil  die 
Polarebeneu  zweier  besonderen  Fläehen  dieses  Büschels  durch 
q  geben.  In  gleicher  Weise  können  wir  durch  F^^  und  F^ 
ein  Flächen  büschel  bestimmen,  dessen  Grundkurve  0^^  ist, 
und  irgend  eine  Fläche  dieses  Büschels  mit  einer  der  früheren 
zur  Bildung  neuer  Flächenbüschel  in  Verbindung  setaen.  Die 
Polarebeuen  von  p  in  Bezug  auf  alle  diese  Flächen  der  so  ent- 
stehenden Büschel  erfüllen  alle  dieselbe  Bedingung,  durch  q 
zu  gehen;  wir  sehen  also: 

Die  Polarebenen  eines  festen  Punktes  ^  in 
Bezug  auf  sämtliche  Flächen  eines  Flächenbün- 
dels 2.  0,  laufen  durch  einen  und  denselben  festen 
Punkt  q  und  bilden  also  ein  Ebenenbündel. 

Dieses  Ebenenbuudel  ist  von  gleicher  Mächtigkeit  mit 
dem  Flächenbündel,  und  beide  Gebilde  sind  durch  unsere 
Konstruktion  kollinear  (projektivisch)  auf  einander  bezogen, 
so  dafs  jeder  Fläche  des  Flächen  bünd eis  eine  bestimmte  Ebene 
des  Ebenenbündels  entspricht.  Nehmen  wir  daher  von  irgend 
zwei  Paukten  J)  und  -p'  des  Raumes  die  Polarebenen  in  Bezug 
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auf  sämtliclie  PJächeu  eines  Bündels,  so  erhalten  wir  zwei 
Ebenenbündel  mit  den  Mittelpunkten  q  und  q',  die  in  kol- 
liuearer  Beziehung  stehen,  und  da  die  Schnittlinien  entspre- 
chender Ebenen  zweier  kollinearen  Bündel  die  sämtlichen 
Sekanten  einer  RaumkurTe  C'^1  sind  (S.  443),  so  folgt: 

Die  zu  einer  festen  Geraden  i(=  [p^)'')  konjugier- 
ten Geraden  in  Bezug  auf  sämtliche  Flächen  eines 
Bündels  mit  denselben  acht  Grundpunkten  bilden 
das  System  sämtlicher  Sekanten  einer  Raumkurve 
3.  0.  C's>. 

Nennen  wir  ^j  und  q  zwei  konjugierte  Punkte  in 
Bezug  auf  das  Flächenböndel,  wenn  sie  die  Eigen- 
schaft besitzen,  dafs  die  Polarebenen  von  (j  in  Bezug  auf  alle 
Flächen  des  Bündels  durch  q,  also  auch  umgekehrt  die  Polar- 
ebenen von  q  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Bündels  durch 
p  laufen,  dann  ist  q  nichts  anderes,  als  der  Durchschnitts- 
punkt der  drei  Polarebenen  von  fi  in  Bezug  auf  drei  nicht 
demselben  Büschel  angehörige  Flächen  des  Bündels;  wenn 
wir  daher  ^  auf  einer  beliebigen  Geraden  l  verändern,  so 
wird  q  der  Durchschnittspunkfc  dreier  entsprechenden  Ebenen 
von  drei  projektivischen  Ebenenbüscheln  sein,  deren  Axen 
die  drei  zu  l  konjugierten  Geraden  in  Bezug  auf  die  drei 
angenommenen  Flächen  des  Bündels  sind,  also  ist  der  Ort 
von  q  {S.  228)  die  Raumkurve  3.  0.  <y> ,  deren  Sehnen  die 
zu  l  konjugierten  Geraden  in  Bezug  auf  die  drei  an- 
genommenen Flächen  des  Bündels  sind;  hiemach  erhalten 
wir  den  Satz; 

Die  zu  den  sämtlichen  Punkten  p  einer  festen 
Geraden  /  konjugierten  Punkte  q  in  Bezug  auf  ein 
Fiächenbündel  2,  O.  liegen  auf  einer  Raumkurve 
3.  0.  C",  für  welche  die  sämtlichen  konjugierten 
Geraden  von  l  in  Bezug  auf  die  einzelnen  Flächen 
des  Bündels  Sekanten  sind. 

Wenn  man  von  drei  beliebigen  Punkten  ^j,  ^Sj  ^^  des 
Raumes  die  sämtlichen  Polarehenen  bestimmt  in  Bezug  auf  ein 
Flächenbündel  2.  0.,  so  erhält  man  drei  kollineare  Ebenen- 
bündel, deren'  Mittelpunkte  qj  qj  q^  sind;  der  Schnittpunkt  je 
dreier  entsprechenden  Ebenen  der  drei  kollinearen  Ebenen- 
bündel, d.  h.  der  drei  Polarebenen  von  p,  p^  Vi  ^^  Bezug  auf 
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eine  und  dieselbe  Fläche  des  Bündels,  ist  der  Pol  der  Ebene 
[pil^iPa]  ^^  Bezug  auf  diese  FHclie.  Das  Erzeugnis  der  drei 
kollinearen  Ebenenbündel  ist  also  der  Ort  der  Pole  einer 
festen  Ebene  *  =  [(3i^alia]  in  Bezug  auf  alle  Flachen  eines 
Pläclienbündels  2.  0.  Dieses  Erzeugnis  ist  eine  allgemeine 
Fläche  3.  0.*),  wie  a,  a.  0,  nachgewiesen  wird;  wir  erhalten 
also  den  Satz: 

Der  Ort  der  Pole  einer  festen  Ebene  in  Bezug 
auf  sämtliche  Flächen  eines  Flächenbündels  2.  0. 
ist  eine  allgemeine  Fläche  3.  0.  F''^>,  auf  welcher 
gleichzeitig  die  konjugierten  Punkte  zu  sämt- 
lichen Punkten  der  festen  Ebene  in  Bezug  auf  das 
Fläehenbündel  liegen. 

Das  letztere  folgt  aus  der  Bemerkung,  dafs  das  Erzeug- 
nis der  drei  kollinearen  Ebenenbündel  auch  durch  die  drei 
Mittelpunkte  q,  q^  qj  der  drei  Bündel  hindurchgeht,  d.  h.  die 
drei  konjugierten  Punkte  zu  ^j  p^  ^3,  also  auch  die  konjugier- 
ten Punkte  zu  allen  Punkten  der  Ebene  t  =  [^j,  ^j^  ^x]  ^^  Bezug 
auf  das  Bündel  enthalten  mufs.  Ferner  folgt  mit  Rücksicht 
auf  den  vorhin  gefundenen  Satz; 

Die  zu  sämtlichen  Punkten  ^>  einer  Geraden  l 
konjugierten  Punkte  q  in  Bezug  auf  ein  Elächen 
bündel  2.  0.  liegen  auf  einer  Raumkurve  3.  0.  C'^* 
jeder  Geraden  l  des  Raumes  wird  dadurch  eine  ge 
wisse  Raumkurve  C'^'  zugeordnet;  die  den  samt 
liciien  Geraden  (  einer  festen  Ebene  s  zugeord 
neten  Raumkurven  C"'  liegen  auf  einer  und  der 
selben  Fläche  3.  0.  Fv>K 

Wir  wissen  endlich  (S.  697),  dafs  die  Pole  einer  festen 
Ebene  e  in  Bezug  auf  sämtliche  Flächen  eines  Büschels  auf 
einer  Raumkurve  3.  0.  C^"*  hegen;  fassen  wir  daher  sämt- 
liche Flächenbüschel  auf,  die  in  einem  Flächenbündel  2.  0. 
enthalten  sind,  so  erhalten  wir  folgenden  Satz: 


•)  H.  Schröter;  Nachweis  der  37  Geradon  aaf  der  allgemeinen 
Oberfläche  3.  0.,  Borchardt's  Journal  Bd.  6ä.  S.  265.  ,  C.  V.  Geiser: 
Einige  geometrische  Beobaehtuugen ,  Vierteljahrsschrift  der  Züricher 
Natarforscher  -  Geselkchaft  1865.  E.  Sturm:  Synthetische  Unter- 
suchungen über  Flächea  3.  0.    Leipzig  18G7. 
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Die  Pole  einer  festen  Ebene  e  in  Bezug  auf  die 
Flächen  eines  Fläehenbüschela  2,  0.  liegen  auf  einer 
Raumkurve  3.  0.  Cf ;  für  alle  Plächenbüschel, 
welche  einem  und  demselben  Flächenbündel  2.  0. 
angehören,  erfüllen  die  zugehörigen  ßaumkurven 
ü|^'  eine  und  dieselbe  Fläche  3.  0.  2^'*';  wir  können 
also  auch  sagen:  Die  Pole  einer  festen  Ebeue  s  in 
Bezug  auf  sämtliche  Flächen  eines  Flächenbündels 
2.  0.  liegen  auf  einer  Fläche  3.  0.  Ff^K 

Wenn  man  von  zwei  verschiedenen  Ebenen  s  und  £,  die 
Pole  in  Bezug  auf  sämtliche  Flächen  eines  Flächenbündels 
2.  0.  aufsucht;  so  erhält  man  zwei  Flächen  3.  0.  JP'^'  und  i*^  ', 
die  sich  im  allgemeinen  in  eiuer  Raumkurve  9.  0.  schneiden. 
Dieselbe  zerfallt  aber,  wie  wir  leicht  sehen,  in  eine  ßaum- 
kurve  3.  0.  d^'  und  eine  Raumkurve  6.  0.  Cf'K  Denn  die 
Schnittlinie  l  =  |  £  e,  |  enthält  die  den  beiden  Ebenen  gemein- 
schaftlichen Punkte,  deren  konjugierte  Punkte  in  Bezug  auf 
das  Bündel  auf  einer  Raumkuvve  Cl^i  liegen;  nehmen  wir 
also  einen  beliebigen  Punkt  ;;,  welcher  den  beiden  Flächen 
F'-^^  und  F^^'  gemeinschaftlich  ist,  so  mufs  j:  gleichzeitig  der 
Pol  von  E  und  von  Ej  sein  in  Bezug  auf  dieselbe  oder  iu 
Bezug  auf  zwei  verschiedene  dem  Bündel  angehörige  Flächen; 
ist  das  letztere  der  Fall,  so  ist  auch  j:  gleichzeitig  der  Pol 
von  E  und  von  Ej  in  Bezug  auf  sämtliche  Flächen  des 
Büschels,  welches  diese  beiden  Flächen  bestimmen;  denn  in 
dem  Punkte  y  müssen  sich  die  beiden  konjugierten  Geraden 
zu  i  ^  j  ee^  I  in  Bezug  auf  die  beiden  Flachen  2.  0.  treffen; 
da  nun  die  sämtlichen  konjugierten  Geraden  zu  l  in  Bezug 
auf  die  Flächen  eines  Büschels  (8.  696)  eine  Regelsehar  eines 
Hyperboloids  bilden,  so  mufs  dasselbe,  falls  zwei  Erzengende 
der  Regelschar  sich  treffen,  in  einen  Kegel  aasarten,  durch 
dessen  Mittelpunkt  y  auch  alle  übrigen  Erzeugenden  gehen; 
die  konjugierten  Geraden  zu  l  iu  Bezug  auf  alle  Flächen  des 
Bündels  sind  aber  die  sämtlichen  Sekanten  einer  Raumkurve  C^> 
(S.  709),  und  da  die  besonderen  Sekanten,  auf  welche  wir  gekom- 
men sind,  durch  denselben  Punkt  j;  gehen  und  einen  Kegel 
2,  0.  bilden,  so  ist  j;  ein  Punkt  der  Raumkurve  C'^\  weiche 
den  konjugierten  Punkt  q  von  sämtlichen  Punkten  ))  der  Ge- 
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raden  l  in  Bezug  auf  das  Flächenbiindel  enthält.  Der  ge- 
samte Schnitt  der  Flächeu  F^ '  und  -F|  zerfällt  also  in  eine 
C'^'  und  die  übrig  bleibende  C'^K  Jeder  Punkt  y  der  Raum- 
kurve  C-^  mufs  daher  die  Eigenschaft  besitzen,  der  Pol  von 
B  und  s^  in  Bezug  auf  eine  und  dieselbe  Fläche  des  Bündels 
zu  sein.  Wenn  aber  zwei  verschiedene  Ebenen  e  £j  in  Bezug 
auf  eine  Fläche  2.  0.  denselben  Pol  y  haben,  so  kann  diese 
Fläche  nur  ein  Kegel  sein;  denn  umgekehrt  fallen  die  Pole 
aller  Ebenen  des  Raumes  in  Bezug  auf  einen  Kegel  2.  0.  in 
einen  und  denselben  Punkt,  den  Mittelpunkt  des  Kegels,  zu- 
„sammen  (mit  Ausnahme  solcher  Ebenen  die  durch  den  Mittel- 
punkt des  Kegels  selbst  gehen,  und  für  jede  solche  Ebene 
giebt  es  nicht  nur  einen  Pol,  sondern  unendlich  viele  Pole, 
die  auf  dem  Polarstrahl  der  Ebene  liegen  (S.  34  und  508)). 
Wir  schliefsen  hieraus,  dafs  der  Punkt  y  der  Mittelpunkt  eines 
Kegels  sein  muls,  welcher  dem  Flächenbündel  angehört,  also; 

Unter  den  Flächen  eines  Flächenbündels  2.  0. 
giebt  es  unendlich-viele,  welche  in  Kegel  2.  0.  aus- 
arten; die  Mittelpunkte  aller  dieser  Kegel  liegen 
auf  einer  Raurakurve  6.  0,  G<-^K 

Da  wir  wissen  (S.  698),  dafs  in  einem  Fläehenhüachei 
2,  0.  vier  Kegel  vorkommen,  deren  Mittelpunkte  die  Ecken 
eines  Tetraeders  bilden,  welches  ein  Polartetraeder  ist  in  Be- 
zug auf  sämtliche  Flächen  des  Büschels,  so  können  wir  den- 
selben Satz  auch  so  aussprechen : 

Irgend  zwei  Flächen  unter  sämtlichen  Flächen 
eines  Bündels  2.  0.  haben  ein  gemeinschaftliches 
Polartetraeder.  Die  je  vier  Ecken  aller  solcher 
Polartetraeder  liegen  auf  einer  Raumkurve  6.  0. 
C^'.  Diese  kann  daher  den  Namen  ,,Quadrupeikurve"  führen, 
entsprechend  der  „  Tripelkurve "  beim  Kegelschnittnetz. 

Da  der  Pol  einer  beliebigen  Ebene  in  Bezug  auf  einen 
Kegel  allemal  der  Mittelpunkt  dieses  Kegels  ist,  wofern  sie 
nicht  selbst  durch  diesen  Mittelpunkt  geht,  so  folgt; 

Eine  beliebige  Ebene  |  des  Raumes  hat  zum 
Ort  der  ihren  Punkten  p  in  Bezug  auf  das  Plächen- 
bündel  konjugierten  Punkte  c\  eine  Fläche  3.  0.  i'"''^'; 
für    alle    Ebenen    |    des    Raumes    laufen    die    zuge- 
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hörigen  Fiäclien  7*™  durch  eine  vnA  dieselbe  Kaum- 
kurve 6.  0.  C-^K  und  irgend  zwei  solcher  Flächen 
i^'*'  und  Ff  sc  ha  ei  den  sich  aufs  er  in  C'"'  nochin  der- 
jenigen Eaumkurve  3.  0.,  auf  der  die  konjugierten 
Punkte  q  zu  den  Punkten  ]i  der  Schnittlinie  |  |i,  | 
liegen. 

Betrachten  wir  irgend  einen  Funkt  (\  der  Itaumkurve 
Cl^',  so  muls  sein  konjugierter  Punkt  in  Bezug  auf  das 
Fläcbenbündel  sowohl  in  der  Ebene  s,  als  auch  in  der  Ebene 
E[  liegen;  er  kann  aber  nicht  in  der  Schnittlinie  beider  Ebenen 
liegen  I^EjI,  weil  den  Punkten  p  derselben  die  Punkte  der 
Raumkurve  C'^'  konjugiert  sind;  folglich  mufs  der  Punkt  q 
zwei  verschiedene  konjugierte  Punkte,  einen  in  der  Ebene  i 
und  einen  in  der  Ebene  £,  haben,  d,  h.  die  Polarebenen  von 
.1  in  Bezug  auf  sämtliche  Flächen  des  Bündels  müssen  sowohl 
durch  den  einen,  wie  durch  den  andern  Punkt  gehen,  also 
die  Verbindungslinie  beider  Punkte  gemein  haben;  wir 
schliefsen  hieraus: 

Es  giebt  einfach-unendlich-viele  Punkte  im 
Räume,  deren  Polarebenen  in  Bezug  auf  die  Flächen 
eines  Bündels  durch  eine  und  dieselbe  Gerade  gehen; 
alle  solche  Punkte  liegen  auf  der  Raumkurve  C^', 
welche  die  Mittelpunkte  aller  Kegel  enthält,  die 
in  dem  Bündel  vorkommen. 

In  diesem  Falle  erweitert  sich  der  zu  einem  Punkte  q 
in  Bezug  auf  das  Fläcbenbündel  konjugierte  Punkt  p  zu  einer 
Geraden  l.  Betrachten  wir  daher  eine  beliebige  Ebene  s 
und  deren  Punkte  p,  so  wissen  wir,  dafs  der  gesamte  Ort  der 
zu  ^)  konjugierten  Punkte  q  in  Bezug  auf  das  Flächenbündel 
auf  einer  Fläche  jP"  liegt.  Die  Baumkurve  C^'  achneidet 
im  allgemeinen  die  Ebene  a  in  sechs  besonderen  Punkten, 
deren  konjugierte  Punkte  in  Bezug  auf  das  Flächenbündel 
sich  zu  sechs  Geraden  erweitern,  welche  ganz  der  Fläche 
ii'|3>  angehören  müssen.  Diese  Fläche  3.  0.  F'-^i  enthält 
daher  sechs  gerade  Linien: 


Andererseits  wissen  wir,  dafs  die  Pole  der  Ebene  i  in  Bezug 
auf  sämtliche  Flächen   eines  Flächenbündels  2.  0.  auf  der 
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Eläclie  i^i^'  liegen;  fassen  wir  daher  die  sechs  Kegel  auf, 
deren  Mittelpunkte  in  der  Ebene  £  liegen,  so  wird  der  Pol 
einer  durch  den  Mittelpunkt  eines  Kegels  gehenden  Ebene 
in  Bezug  anf  diesen  Kegel  nicht  mehr  ein  einzelner  Punkt 
sein,  sondern  sich  zu  einer  Geraden  erweitern,  dem  Polar- 
strahl des  Polarbimdels,  dessen  Kernfläche  der  Kegel  ist. 
Diese  sechs  Polavstrahlen  der  Ebene  s  in  Bezug  auf  die  sechs 
Kegel,  deren  Mittelpunkte  die  Durchschnittspunkte  der  ßaum- 
burveC'^*  mit  der  Ebene  «sind,  werden  daher  sechs  neue  Gerade: 

h  h  h  h  h  h 
sein,  welche  ganz  der  Fläche  i*''*'  angehören. 

Endlich  wissen  wir,  dafs  die  zu  sämtlichen  Punkten  )) 
einer  Geraden  l  konjugierten  Punkte  q  in  Bezug  auf  ein 
Flächenbündel  2.  0.  auf  einer  Raumkurve  3.  0.  C^'  liegen 
müssen;  sind  nun  ^i  ^3j  p^  (Jj  p^  f^  die  sechs  Kegel  mittel  punkte 
in  der  Ebene  i,  und  wählen  wir  für  l  eine  der  15  Verbindungs- 
linien zweier  aolchen  Punkte  ^3j  pj,  so  wird  die  zugehörige 
Kaumkurve  3.  0.  C^'  zerfallen;  denn  zu  p;  giebt  e^s  nicht 
nur  einen  konjugierten  Punkt  ci,-,  sondern  unendlich- viele,  die 
auf  der  Geraden  ß,-  liegen,  und  ebenso  zu  ^j^  unendlich-viele 
konjugierte  Punkte,  die  auf  der  Geraden  «^  liegen;  die  Ge- 
raden Ui  »4  sind  also  Teile  der  Raumkurve  C'**,  und  der  übrig 
bleibende  dritte  Teil  kann  nur  noch  eine  Gerade  C;t  sein,  die 
den  beiden  Geraden  «;  %  begegnen  mufs,  falls  diese  selbst 
sich  nicht  treffen.  [Letzteres  wird  aber  im  allgemeinen  nicht 
der  Eall  sein,  denn  träfen  sich  ai  und  «^  in  irgend  einem 
Punkte  <]it>  so  müfsten  nicht  blofs  ^j,  und  cjü,  sondern  auch 
^1,  und  t]iic  konjugierte  Punkte  in  Bezug  auf  das  Bündel  sein, 
d.  h.  die  Polarebenen  von  qjj  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des 
Bündels  müfsten  sowohl  durch  });,  als  auch  durch  ^fn  gehen, 
also  sich  in  der  Geraden  IV/^kl  achneiden;  die  Gerade  \^i\!k\ 
müfste  also  auf  der  Fläche  i^(^'  liegen,  woraus  folgen  würde, 
dafs  die  Tripelkurve  des  Kegelschnittnetzes,  welches  die 
Ebene  e  aus  dem  gegebenen  Fiäeheubündel  ausschneidet,  zer- 
fallen müfste  in  eine  Gerade  und  einen  Kegeä schnittt ;  dies 
wird  aber  bei  einem  gegebenen  Flächenbündel  und  einer  be- 
liebig angenommenen  Ebene  s  im  allgemeinen  nicht  der  Fall 
sein,  also  begegnen  sieb  die  Geraden  «,-  und  at  nicht.] 
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Demnach  haben  wir  fiiüf'zehn  neue  Gerade  Cn  auf 
der  Fläche  F^^'  gefunden.  Die  Gerade  C;^  trifft  nicht  nur 
die  beiden  Geraden  tt;  und  at,  sondern  auch  die  beiden  Ge- 
raden 6j  und  bk  und  läfst  sieh  noch  näher  bestimmen.  Da 
nämlich  zu  allen  Punkten  der  Verbindungslinie  |Vi^*l  =  ^ 
die  konjugierten  Punkte  in  Bezug  auf  das  Flächenbündel  auf 
der  in  die  drei  Geraden  aiakCa,  zerfallenden  Raumkurve  C^' 
liegen,  und  die  konjugierten  Punkte  zu  den  Punkten  von  w, 
alle  in  dem  einzigen  Punkte  ^j;  sich  vereinigen,  sowie  die 
konjugierten  Punkte  zu  den  Punkten  von  (t*  sich  alle  in  dem 
Punkte  )fik  vereinigen,  so  müssen  die  zu  den  Punkten  von 
dt  konjugierten  Punkte  die  übrigen  Punkte  der  Geraden 
I=|:p(^)j,|  sein,  d.  h.  wenn  wir  zu  irgend  einem  Punkte  )fi^ 
der  Geraden  l  den  konjugierten  Punkt  in  Bezug  auf  das 
Flächenbündel  bestimmen,  so  muls  derselbe  auf  c,t  liegen. 
Wir  haben  nun  in  dem  Flächenbündel  zwei  besondere  Flächen, 
nämlich  die  beiden  Kegel  ]>f^  und  );)f> ,  deren  Mittelpunkte  \i. 
und  l)j  sind.  Die  Polarebene  von  einem  beliebigen  andern 
Punkte  )px  der  Geraden  l  in  Bezug  auf  den  Kegel  );)f'  mufs 
daher  durch  den  konjugierten  Punkt  ci^  auf  der  (Geraden  Ct); 
gehen,  und  ebenso  mufs  die  Polarebene  eines  zweiten  Punktes 
j)  der  Geraden  l  in  Bezug  auf  den  Kegel  "pf  durch  den  kon- 
jugierten Punkt  q^  auf  der  Geraden  ca  gehen.  Die  beiden 
Punkte  pi,  und  )jy  haben  aber  dieselbe  Polarebene  in  Bezug 
auf  den  Kegel  ^3'.^',  weil  ^^  und  ^j,  auf  demselben  durch  den 
Mittelpunkt  :f>.  des  Kegels  Tpf  gehenden  Strahle  l  liegen; 
folglich  liegen  (Ij;  und  q^,  also  die  ganze  Gerade  dt  in  der 
Polarebene  des  Strahles  i  =  |  (3,-^^  |  in  Bezug  auf  den  Kegel 
^)'^l,  und  in  gleicher  Weise  liegt  ca  in  der  Polarebeue  des 
Strahles  l  in  Bezug  auf  den  Kegel  )ip;  c.j,  ist  daher  die 
Schnittlinie  der  beiden  Polarebeneu  des  Strahles 
I  pi^Ji  i  in  Bezug  auf  die  beiden  Kegel  pf  und  ^^p,  und 
da  in  diesen  beiden  Polarebenen  bez.  die  beiden  Geraden  6,- 
und  bk  liegen,  so  begegnet  c,*  auch  denselben.  Andererseits 
wissen  wir  aber  auch,  dafs  die  Pole  einer  Ebene  b  in  Bezug 
auf  alle  Flächen  eines  Büschels  auf  einer  Raumkurve  (7^'^* 
liegen,  welche  die  Fläche  F'"^  erfüllt,  wenn  wir  alle  Büschel 
nehmen,  die  in  einem  Fläehenbündel  enthalten  sind.  Nehmen 
wir  nun  die  beiden  Kegel,  deren  Mittelpunkte  )^i  und  ^:t  sind, 
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Seite  4S6  Zeile  12  v.  o.  statt  „|0,i-|"  lies  „lOxV,!". 
„     496     „       9  V.  u.  statt  „y"  lies  „^i". 
„     499      „      19  V.  o.  statt  „weicher"  lies  „dessen  anderer  Kegel- 

„      6"1      ,1      17  V.  n.  statt  „so  Hegen  a'&'c'b' in  der  Ebene  J"lies,,so 
liegen  a'b'c'b'  in  einer  zn  S  parallelen  Ebene", 

„     53e     „      ,7  V.  O.Statt  _^-5^  =  ^j^     hes^— -  =  .-™. 

„      M6      „        9  V,  u.  statt„{mD)'.^  +  (ffl.O)'.^u.s.w." 
OTiiii  mini 

hes  „(inO)'  .  —   -  +  (m,0)'  .    —  -  n.  8.  w." 

■  T^P.  —  P/)  " 
P  (P   -PJ 

I    otatt     zu  der  ibi  konjugierten  Hauptebene " 
lies     zu  den  duid    sie  geben  len  Hanptebenen  ", 

und  in  den  fi    Zeilen  atott    cosfi,,  et)" 
lei     sin  (i)   a) 


L.  statt  „ 
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